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0 слЕктрЕ 0днOг0 из в38ЕшЕнных нолЕкулярншх грАФов,
испOльзуЕl!ых в квднтOвOй тЕOрии полиэдричЕских fiOлЕкулЁ)

И. В. Станкевич, А.Л.Чистяков, Е.Г. Гальперн

В последние aодЕ в свя3и с открытиея !iолекулярфнх Фор},i уг-
лерода (Фуллеренов ), преАставляццих собой полиэАрические, по-

лые внутри, структурьt It-4], появилось значительное число ра-
бот, в котор{х исследовались спекi9альнче cвodlcтBa йолекуля0 -

ных граФов, ассоциированнuх с такиraи химиЧескиlilи соединениял{и.

Многие из этих работ вчполненU с приaqенениец вучислиrельной

техники, с псяоlцьD которой рассчиruвались собственнче числа и

собственнuе Функqии конкретнчх нолекулярнuх rраФоэ [Ц,5]. Ин-

тересно оtмеtиtьl что первuй квантово-хийический расчет такой

фантастической |,lолекулu как Сrо бчл вuполнен еце 9 начале

t970-x годов в работе [5l, которая с9одилась no суцеству к ис-

следованио спекtральнчх свойств молекулярноrо граФа, описшваD-

цего углеродньlй остов этой молекулы.

Недавно появились сообщения о синтезе гетероФуллеренов со-
става МrС,r,где М - атоlаu неталло9 подгруппьt титана [6-7]. Ав-

тора и этих работ бчло постулироaано, чrо соединения }t8cl2 име-

от додекаэдрическуlо структуру, причем кахдчй aтoм Н соседству-

Работа является частьо исследо9аний по теории Фуллер€нов,
поддерживаеr.uх РФФи (грант 0]-93-4l0l) и Фондоr. интеллек -
туальноrо сотрудничест9а в 9а^|ках прогреiiцЕ "ФуллеревЕ я
атовнUе кластерч|'.
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ет только с атонаl|rи С (рис.lа). Такое строение этих волекул не

протиао9ечило ре9ультатаil к9анто9uх расчетов додекаэдрических

мастеров X8tl2, .д" Х - атой метаrrла, Y = В,С,Ш [8]. Сtрукту-

ру 14олекулы x8Yl2 l.olrнo описать Е эиде }rеченого молекулярноrо

граФа G(x,Y) с r.еткаliи Х и Y (рис.lб). Исследование электрон -
ного строения додекаэдрических молекул x8Yl2 в простейшелi слу-
чае raожет бчть сведено к нахо|lдениD спектра и собственнuх век-

торов взаещенного иолекулярного граФа cB(x,Y), ассоциироgан -

ного с граФом G(Х,Y),(рkс. lB), ТахоЙ граФ характеризуется че-
тврьйя парайетрави а, а, Ь иЬ .хухууу

Ilepвыe двё являотся веса}rи верrtин Х и Y, а два послед -

них - Becali ребер, инцидентнь.}r парай верчtин (x,Y) и (Y,Y).
Такой взaешенннй яолекулярнuй aраФ описчвается цатрицей смеr -
ности Н, которуо удобно 3алисать в блочной виде
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блочная квадраrная l2хl2-rrатрица (все невцписаннче эле..ентч в

недиагональннх блоках второго порядка равнý. нуло).

В настояцей статье riu находиli явнýе Фориулu мя собствен-
Hux чисел r.rатрицч н, которце являотся Функцияr,rи параметJюв

.. а. ь иЬ .х- },- ху уу
l. Рассtaотриra в трехлiерноя эвклидо9оi| npo"rpa""r"o R3 aдr-

ничнчй куб К. Построий гео}iетрич€Gкуо реализацир Gг(Х,Y) .раФа

Gв(Х,Y) на кубе К, предполагаi, что ребра этоrо граФа явлrот-

ся путяr.и (на поверхности куба) кратчайшей длинu, соединяшtи€

инцидентнче ий вершинь. (рис.2; ребра куба обо3наченu пунктир -
нчr.и линиялiи). Веплинu куба К соответствуот веNrинаli типа К

граФа G(x,Y) и каlцая из них инее, аес, равнgй ах. На кахдой

грани куба К располоllено по две верщинý| Y с веса1.1и ау, св, -

заннuх ие ду собой ребро}r с весом Ьуу. Ка,{дая веплина Y сиех-

на двуr. вепJинам Х. Веса соответсlвуоцих Dебер со9падаDт и рав-

Hdb. ху

уу
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лЕнмА. фцеспвуеп пакая (геоl.летрическая) реалuзацuя
Gг(Х,Y) на кабе К взвешенно2о 2рафа Gr(x,Y), прu ко-
порой еруппа сurпцепрuu фuеара Gг(х,y) совпаdаеп с
?раппой Tn = ТхС. , являючlейся прялал проuзвеdенuем
?руппь1 Т есеr аперацuй враценuя пеmраэOра на еруппа
uнверсuu С..

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Действительно, каждое ребро Y-Y MolKeT быть

реализовано в виде отрезка одной и той хе длины 1, располохен-
ного параллельно сторонам грани, на которой находится это ре6-
ро, при этоFr расстояния от каr(дой верчJины Y ребра Y-Y до смеж-

ных с ней вершиFl куба К попарно равны. Группой симметрии такой

Фигуры Gг(Х,Y) является группа То, которая состоит из следуо-

щих 24 элементов: Е, 3Сr, ЦСз, ЦСЗ, I, ЗС2.I, 4Сз. r, 4С|.I.Леr,r-

."ta дока3ана.
3АМЕЧАНИЕ 1. В случае Х = Y группа си..lметрии граФа G(X,Y)

совпадает с гDуппой In.

0тметим такя(е, что у группы Tn в вещественно}t пространст-

ве и!tеется шесть неприводимых представлений [9] Ag(l), Ач(l),
Еg(2), Ец(2), Тg(3), Tu(3) (в скобках ука3аны раз}rерности пред-

ставлений).

2. Каrкдой вершине V. граФа Gг(Х,Y) iiожно поставить в соотт

ветствие вещественнукr сФерически сиl.l}tетричную Финитную Функциlо

Ф(r-rr), где r = (x,y,z) " .i = (xi,yirzr) - раАиусы-векторы

произвольной точки и вепцины v. Фигуры Gг(Х,Y) соответственно,

причеl"t

J"o, 
(r)Ф, (r)dxdydz = бij,

R"

где 6.. - сиl,tвол Кронекера.
1J

Злементы н.. r-rатрицы Н l.tожно расс}rатривать как l"tатричные
1J

элементы некоторого линейного оператора Н, записанного в бази-

се функций Ф[ =Ф:(r), i = l,...,20. Функции Ф, образуrот ба-

8ц



зис приводиilого прсдставления Г группч Тh. Неслопно показать,

что г в 2А + Е + 2т + зт . БаэиснЕе Функции Y., соответст-88gч-1
вупцие отдельнllн неприводимuм представления..i в этоr. разлохе-

нии, иNеот следушlий вид:

2о

i-9
-|l2(дs) у|

(д)

(Е) v,-8
8'l

s4l2 |
i-

-|l2

ъф.
1

l2 Фi;

y, . з-|/2 
,;. 'rrr., 

- 
'2i*z);

( (Ф| 
|+Фl2)+(ф|5+фl6)-(Ф|7+Фls)-( Ф, 

r+Orо) ) ,

vr' в-l/21 1 on'о!о)+(оl з+Ф|4)-(Фt 7+Ф! 8)-(Фl9+Ф2о) ) ;

(т) Y-=8о
,7

,8

'9

'to

'Il

(Tu) Yl2-

'lз
'l4

'l5

'lб

'l1

'l8
,|9

'2о

о,5((Ф|+Ф5) - ( 02+Фs) ),

О,5((Ф|+05) - ( 0r+оr11,

О,5((Фl+Ф5) - (0q*Oо)),

о,5( (Ф9+ Ф| 4) - (Фlо+Ф|з)),

о,5( (Фl l+Фl5) - (Фl2+Фl6)),

0,5(( Ф|7+02о) - ( Фl8+ Ф! 
9) ),

о,5( ( Ф2-0s) + (Фt-Ф5)),

о,5((Ф2-Ф8) + (Фз-Ф7)),

о,5( (02-Фs) + (Фь-Фq)),

о,5( (Ф9+Ф|о) _ ( Фl 
з+0| 4)),

о,5( (Ф9-0lо) + ( Фt з-Ф| 4)),
о,5((Фl l+Ф|2) - (Ф|5+Ф|6)),

о,5((Фll-Ф|2) t (Фlь-Фls)),

о,5(( Фl7+0l8) - ( Фl9+Ф2о) ),

о,5((ф| 7-Фl8) 
+ (Ф,r-Фrо)).
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в базисе ФУнк|tий Уr, i = l,...,20, а.ково€ ураэнение
det(H - lEao) - О,,. из котороrо определяотся собственнuе чrсла
rраФа GB(х,Y), Факторизуется. Ислользуя при вUчисленrи харэк -
теристического полиноriа для каl{доrо неприводи}lого представле -
ния блочнуо структуру Соответстаупцей riатриqьa и прияеняя Оор -
ИУЛý АЛЯ Определителей блочнuх rrатриц (cr.r.[l0]), приходин к
следуоцему утвершениD.

тЕOРЕlr'.д. собспвецнdе чuсла
Gв(х,Y) uлерп слеёу,оцuй вud:
(д)

(д)
(Е)

(т)
с

вэвеченцоео 2рафа

уу
16,7, g= О, 5 {"**"r-Ьrr+ ( (a*-ar+brrl 2* Bb}tl l/2l,

19, to, t l' 0, 5 (ах+ау-Ьуу- ( (а*-аr+ьrr) 2+ Bb]rll !/2l.

(Тч) 
^tz,tз, l4 ' ау - pl,
l r . - ,," l5, 16, l7 -у '2'

^tB,t9 2о 
! ау - цз,

где }i - корни уравнения третьей степени

"'* 
(^-.)z2- (ь2 + 4ь2 

'z- 
(а-а)ь2 .о.хууухуХууу

ЗМЕЧАНИЕ z. Числа р, йогут бUть найденi. ло форriулая Кар-

дахо [ll]. Йы не приводr}t эти гро}iоэдкие вчра!(ения g обцеr. слу-
чае д,ля пDоизвольнuх значений пара}rетров S*, аr, b*rr оrr. оr-
!iетия, что при ах l ау Фор1,1улu Кардано свqдятся х следуtaци}r

простuй вuрахени"", i,, = 0, рz,з = t(b2 + 452 ;О,5.
3МЕЧАНИЕ 3. С поиоцьо полученн!rх вчраIений для собстэен-

нчх чисел натрицu Н r.or(Ho легко найти число полоrительнчх lл

отрицательнчх собственнuх чисел яатрицч Н в эависиaaости от зна-

l1,2'О,5(а*..r. Оr" t ((а*- аr- Ьrr)2 . ztь]r))|/2),
lз ' '*'
,\
4,5 =а +ь

у

. Эта инФорнация обччно исполь-чений паDаметDов а, а,ь,xylry ь
уу

86



эуетс, при оценках (на l(ачественном уDовне строгости) стабиль-

ности и riагнитнuх свойств ненасьценнuх 14олекул.
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