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Введение
Суцествуот два различных подхода к тестируемости систем

аксиоtl: индуктивный и статистический. Первый сФор}iулирован в

[1,с.28,29]: ||Тhе gепеrа1 рrоЬlеп of inductive generalization
frоп linited data ariвe in testing а11 Bcientific theories.|| В

частности, относительно эмпирических аксио}r говорится:"...sоmе
ахiоmв mау Ье eaBier to diBconfirm than оthеrý. Fоr ехапрlе,
tranBitivity сап Ье disconfimed if there iз а Bingle iпtrап-
Bitive triple, " 

} Ь, Ь 2 с, с ) а. Usчаllу the enpirical iп-
tеrрrеtаtiоп of 2 ig вчсh thаt it iз розsiЬlе to decide, for
given а,Ь whеthеr а } Ь, оr аt 1earrt, whеthеr а 2 Ь is
extremely probable. !{ith вчсh ап eпpirical interpretation,tran-
Bitivity сап Ье unequivocally rejected оr, at lеаst, assigned
а very lоw probability.'| Тестирование аксиоtt на основе поня -
тия опровершиtlости неявно предполагает, что принцип работы при-

боров и }rодели цlуtlов Halt известны и l.lогут быть описанч в рай -

ках известной Hatl теории. Поэтому l.,tu в состоянии точно рассчи-
тать допустиltче и вероятные отклонения в показаниях приборов

так, что если показания приборов вьш!ли за эти пределы, то йн

вправе отвергнуть аксио}tу. В теории измерений одниltt из прибо -

ров часто является человек, поэто}tу в ней это условие не всег-
-) Р"6оr" подjqержана Royal Society Ех-Qчоtа FellowBhip и Кон -

курсныl"t центро|ti Фундаментального естествознания (грант
Г 93-t-88-12), частично проФинансирована РФФИ (грант
р 093-01-0l506).
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Да вuполни."@. БОлее приеиленьa,l является статистический (э}rпи-

рический) подход, сФор}rулированнuй в [z,c.z5l]:|The idea of
testin8 ахiопs in папу ways аеепs mоrе closely абsосiаtеd vith
рrоЬlеDs of statistical iпfеrёпсе thап dirесtlу Uith ProbleEs
of axiouatizsbility." Ниже под э}iпирическия подходоц иi{еется
в виду ияенно этот лодход.

Проблеха тестиро9ания аксио}t связана еце с одной пробле-
t{ой - проблейой оФибок изяерения. Эту проблему хороlло иллост -
рирует пример, приведеннuй s Il, с.27]: .|В качестве примера

предполохиri, что raн сравниваеa"l aеса судя ло отклонениям коро -
йь.словых весов. Когда объектн клбдутсi на обе чаши весов и это
не вUзьвает отклонения от rоризонтали, то дейсrвительно ли r.ь|

узнаех, qто они ицерт один и тот ,хе вес? В операциональноri

смчсле по отноOrенио к этин aссай - 'hа", но в некотороl.| идеа -
Лr9иРОВаннОi. Схuсле ltu Mo)*e}i соr.{неваться, что'hа'| ... Так, r.ru

ох(идаеr4, что когда два веса отличаDтся на величину , сравниraуrD с

чувствительностьlо весо9, повторнуе наблDдения i'|огут не дать то-

го х(е результата... 0чевидно, что в этоl.{ случае наблрдаел.ое от-
ноiление не является слабчi{ порядко|,i - в частности отноlление не-

РаЗличи|,,tОСТи ' не ТРан3иТиВНО - и ПОЭТОмУ пОРЯДОК Не iioПeт

бuть представлен отношениеr4 2 ... С другой сторонн, опgт по-

казuвает, что когда мu иr.еем rакуlо последовательность (неоrли-

чи!rýх по весу объектов - уточнение авторов) и коaда условия

наблDдения улучленu использование более чувствиrельнвх весов,

тогда по крайнеfr мере одна из первоначальнuх эквиваленtностей

пре9рацается в неэквивалентность и| при луч!ей аппроксиr.ации,

своЙGтва слабого порядка вчполняlотся. Конечно, яU иопеr4 вu6-

рать новое множество объектов, на koтopoii проявится тот же фе-

Horieн. Tera не ценее, набор улучtлаоttих аппроксимаций таков,что

йýr вьaнУr(денlt ВеРнУться к предполОяениD о To},t, чТО В Осноае ве-

сов леrит слабцЙ порядок и чrо в каl|(доi.l KoHKpeTHoii l.HolecTвe

наблпдaнrй есть систематrtческие ошибки вслеасlвие несоaеп!ен-
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ства прибора||. 3тот при}rер показь.вает насколько непростой яв-

ляется проблеr.rа учета точности измерений u влияния lлу1.1ов.

В обцеrq случае зависиtlость решения проблеr.tш тестирования

аксиоlt от рещения проблемы оtцибок излJiерения tDормулируется в

Il] следуrочиlt образоtl: "ObviouBly, а subtly interplay оЬtаiпg

аmопg obBervations, thеоrу, апd refined observationB, in whiсh

the thеоrу is both tested and цзеd in а nornative fashion to
define the existence and паtчrе of еrrоr. It is probably pot

роssiЬlе at preз ent to fоrmчlаtе gепеrаllу thе exact condi -
tions that lead чs to attribute а diBcrepancy Ьеtwееп theory
апd оЬsеrчаtiоп to error rather than to ап inadequacy in the

thеоrу.'| (ПоАчеркнуто нами.)

Ввиду неограниченного разнообразия воз!tоt|(ных типов шуirов

и моделей оllибок наиболее естественныll и прост_ыrl подходом к вч-

деленир (обнарухrениrо) теории в ч!уйах являлся бы такой, в кото-

ром понятие аксио{ы расlt!ирялось бы на вероятностнчй случай и

давало бu определение аксиоt/tш в языке первого порядкаrустойчи-

вое относительно как l.iolKHo больчlего типа ltly}loв. Насколько наи

известно, такой попвтки сделано не было. }lы предлагаем в ка-

ЧеСТВе ТаКОГО ВеРОЯТНОСТНОГО ОПРеДеЛеНИЯ аКСИОl,{Ы ПОНЯТИе ВеРОЯ-

тностной эакономерности, введенное и исследованное в [3-5].Это
понятие приa.rенялось для решения больtllого числа практических и

}rодельных задач и показало своь эФФективность и ,устойчивость.

В данной работе описчвается метод тестирования аксиоttrос-

новеннчй на понятии вероятностной законоlqерности. 0боснование

9того }rетода, а также введение понятия вероятностной законо},rер-

ности,требует введения некоторых новчх понятий.В ý1 показано,

КаК ТеСТИРУеr,tЫе аКСИОriu 
'.|ОГУТ 

ПРИВеСТИ К УНИВеРСаЛЬНu}t УТВеРЖ-

денияri (содерlrациr.r только кванторы всеобшности), затем к бес-

KBaHTopHolt{y видуrа 9aтe}t к совокупности Фор}tул специального ви-

даrпохо)N(их на правила.Oбнчно се!tантика вероятности в яэuках

первого порядка определяется на алгебраических системах. Учет
,ь
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различных типов lлylitoB требует определения сов}iестной вероятно-
сти на классе алгебраических систел{ (tlножестве возttо}кных r.lиров)

и на каrкдой алгебраической систе}iе (области) в отдельности.Та-

кое определение вероятности основано на теоретических сообра -
хенияхrно оно неприемле}iо с практической точки эрения.flля прак-

тических целей в ý2 вводятся понятия экспери}tентаrвероятност -
ноЙ модели эксперимента и вероятности для ограниченных Фрагмен-

тов языка первого порядка.В ý3 определяется.понятие истинности

Утверждений на экспери!tентах и Bce}i }tножестве экспериr.rентов. С

цельо исследования взаи!iосвязи детер!iинированного и вероятност-

ного случаев, в ý ]-4 рассматривается случай, когда система

аксио"t истинна на Bcea,r ltнoжecтBe экспериментов. Так как на л,tно-

жестве экспериментов определена также вероятностная }iepa r то

кро{е истинности утвер,кдения системы аксио..1 будут иметь значе-

ние условной вероятности, равное 1. В ý 4 вводится определение

вероятностной закономерности. Чтобы показать, что оно lt{oжeт

Служить вероятностныttl определениел{ акСиО}4u, в ЭТОl.i параграфе

доказuвается, что аксиоl,iы, истинньaе на всем мно,кестве экспери-

л{ентов, являlотся также вероятностными закономерностяr/tи. kpoqe

ТОГОlЭТО ОПРеДеЛеНИе ПРИ}tеНИ}tО И К УТВеРIЦеНИЯlllrИСТИННЫМ Не На

Bce}n множестве экспери..tентов. В ý 5 описывается r.rетод обнару -
жения вероятностных закономерностей по вuборке экспери}lентов.

Используя этот метод, liox(Ho проверить (с определенныll довери -

тельныl.t ypoBHer.r), является ли некоторая система аксиоtt !tножест-

Boltt вероятностных законо}4ерностей. Если кашАая аксиоtа данной

систе}iы аксиоti является вероятностной закономерностьD, то, ввиАу

устоЙчивости вероятностнuх законо},lерностеЙ относительно шу!lов,

lttы вправе предположить, что данная систеrliа аксио!t истинна на

некотороЙ гипотетическоЙ незашу}rленноЙ генеральноЙ совокупнос-

ти, за|лу|,tление.{ которой является наша генеральная совокупность.
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ý l. Приведение системьl ахсио.. к спеqиальЁоraу эиду

Пусть дана некоrора, конечнаi crcтel.a аксиоa,t Е.Oграничиri-

СЯ РаССвОrРеНИе ТОЛЬКО СИСТеrt аКСИОri В Heкoтopora Я3uКе ПеРВО-

го порядка L.Если э сисrеr.е аксио}l есть аксиоaiu с KвaнTopora су-
цсствования, то мп них проведеra скулейlзац}ю - удалиr. все

КВаНТОР9 СУцеСТВОВаНИЯ, а Свя9анньlе иriи переa.сннУе 3аriеНИ1i

на эraпиричесхи интерпретирусr4uс скул€новские Функции , зависяцие

от переменнчх, сэязаннuх прaдчдуцвr.и (ваllтораaaи !сеобцност}r.

Это возrrоIно, еслl. мя каtfiдого квантора суцествованиi поlно
подобрать эвпирическур операцир, котарая строит (нахqдит, соз-

дае, и т.д.) требуеrнй объект. [lочти для всех сrстен ахсио.i

теории измерений требуеriuе эriпирические опaрации сучaствуот.

8се в!одиr,rьЕ операции надо, Kpor.re тогоrввести в ,эuк L. [lосле

скулеиизации систеraа аксиоra будет состоять толlко из универ-
сальнUх (Dорнул (содефtацих только KBaHTopl всеобцности). прео6-

разуем эти ФориулU в логическ,l эквиэалентнUе, удалиэ всa кван-

торu. Jlолучиri r.HoxeCTBo бaскванторнuх lDор}rул, которое Taкria

будеr,. обозначать через Е.

Для определения понiтий |lэкспериr.ент", "вероятность'l"lве-
роятностная одель эксперикaнта|| и т.д. ная нс потребуется эесь

язr.к первоrо парядка L. Понадобится только не(ото9ьlй еrо ко-

нечньЙ Фрагиент, кото9uЙ },ru сеЙча€ и опред€лlФi. Длi систеиg ак-

сио.. опрсделиll сиrнатуру g(Е) . (p;l,...,p}; i', ...
щ.

..., 
'r') , k,l >О (конст9нтu преАGтавленч 0-местншми бунк-

цияrrи), содервацуD все сиlt!олu отнощений и операций, эстречао-

циеся в аксионах; Хlr1 . (*r,..., ," ) - иноlrество переr.ен -

нuх, входяцих а Ei ТG) - (tr,.. to) - .rножество термов,

входяцих а Е (вклрчая пере}aеннrе и индиэидньlе константu);

ТТ(Е) - }rножество всех Teprioa и их подтериов, кроaaе перел.енншх,

входrlllих в Ei U(E) - MнorecTlo всех атойарнUх Форriул, входя-

цих r Е; 8(Е) - замчкание относrтельно логических операций

&,V, 1 rrHorrrecTBa U(E) .
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Для тестирования систеl4ч аксио1.1 ее необходиио привести к

специально!tу виду. Расс1.1отрим систему аксион д (без кванторов)

в раr.{ках исчисления высказываний (в процессе этого рассмотре -
ния под зHakol.t t будет пониr/tаться доказуемость в исчислении

вчсказывiirий). Приведе}r какдуD аксиоttу к сокращенной конъюнк -
тивной норttальной Форr.rе [8]. Напомним свойства этих Форм.

et е
ОПРЕДЕЛЕНИЕ l tS]. Дизърнкция a, ' '. .. V arr' называется

проспuц слеOспвuем Формулы А, где Clr...,Cr, - булевы пере-

менные, а еlr...rЕп = 0 (1) означает, что переl4енная берется

с отрицанием (без него) тогда и только тогда, когда внполнены

следуDщие условия:€. е
t)АFa,',...vсrrП;

Е. е
zl c]I,...,.;" - все рбзличны и среди .;' ,. ..,.:"

новременно переменной и ее отрицания;

3) если из дизъlонкции a;'U ... ar a:" удалить

один член, то она перестанет бчть следствие}r А.

Известно [8], что если А не тоя(дественно-истинная

ла, то сокращенная конъонктивная Фор}rа фор.,iулu А

конъtонкцией всех ее простых следствий.

нет од-

хотя бы

преобразуем простые следствия, используя тождества

Фор}tу-

является

(l)

.;'r,

"!r-"
& ... &

l-c
с п эС
п

.r.:" 
=

El

l-"t
l

l-"l
l

-з l
& ... & сп

-ёп
ел

+Crz 
==л

=F

& Сз

I-e
&...&с .п-'п-t

Е
*сп.п

3аменим каlхдое простое следствие Форa{улы Д на конъDнкциlo

всех иr.tпликаций, получаоlцихся из этого простого следствия в со-
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ответствии с тождестваl,tи (1). Полученную конък)нкцию иl,tпликаций

назовем 1л4плurсапuвной форцой форлула Д. Выясни}r свойст-
ва полученной иtlпликативной формы.

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Проспал llJцплll?сапuвнац слеаспвuец
е. е е

Фор}tулы А будем называть иltпликациlо ar' О ... & Со:;'* ar,О,

удовлетворяDlцуlo условия!r :

е. Е .

t) А l- с. l & ... & с п:l
| п-l

е, е. Е. е
Z) Ct ,.. . rСпП - все различны и среди Сr'r. . . rСо' нет

одновременно переменной и ее отрицания;

3) если из иl.,lмикации .;' u ... & c::;t - .:" удалить

El Е_ , е_
оАин из членов a, ',. . .'a.rli' или заменить высказывание a;"
на "ложь", то полученная импликация уr(е не будет следствием Д.

Е. Е . Е
ЛЕ1,1МА 1. Илплulсацuя ar'u... а Сrr1|' оСоО являепся

проспац u}4плurсаmuвнuл слеOсmвuец форлала Ъ поеOа u
l-e_ l-c . Е

польlсо поеОа, хо2Оа Оuзъюнкчuя С, 'V . ..V сrr_rП-lV сrrП

являепся просmац слеOспвuел Форлулu А в

еэ.П."п'

СЛЕДСТВИЕ 1. l,Iлплuкапuвная форма формала А лоеu-
цесrcu эквuваленпна конъюнlсцuu всеr своц8 просmаt uл-
плцкапllвнаа слеOспвuй о

слЕдстВиЕ 2. Не пожdеспвенно-uсmuнная сuсmеца аll -
сuом Е ло2цческu эквuеаленпна совокапносmu форлул Bu-
0а

(Al &... &Ао''Ао), (2)

еОе о, = [r;,]"'(t,...,8), j -о,t,...,п, -лuпера (ато-

мы или их отрицания) апомоа uз U(E); Еr...,8 € Т(Е) а
Формулu вида (2) будем назuвать правилаl,tи. Систему аксиолr

Е, представленнуо как совокупность правил, также будем обозна-

чать через Е. Среди правил систеriu аксиоlii могут быть такие,
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которý|е ввводятся и9 остальнъlх правил. }'lожно попучхrь иининаль-
ное число прави.tl, если испольаовать не сокраценнур конъDнктив-

хуо норtltальнуо Форяу (к.н.ф.), ё r.иниriальнl/о. Мгоритli получе-

ниi миниriальнuх к.н.ф. Moпtlo найtи в [8].
в раilкэх язgка первоrо порядка систелiу аксиоtl Е яох(но

gце упросrить (под Ь сноаа будеir понилlать докаgуеriость б я3u-

ке пе9эого порядка).

0преАелиr обобцарцаю поёспацовкg lak частичное ото6-

раrение о: тI(Е) - х, х п х(Е) - 0, Х - некоторое 
''.ноl(ество

переr.еннчх (это определение отличается от традиционного),удов-

,rсrворяоalaa условиоa aсли Tcpм tl является подтермоя t2, то

отобрахение 0 определе"о только для t2. Применение подсlанов-
ки о к литерс д оэначает, что териu, входяalиa в д, на кото -
pýlx поАстановка ооределена, з€laеняDтся на соотоетствуццие пере-

еннuе. }lнoxecтBo всех обобцаqцих подстаноао|( обозначиlti через

О . Будеli считать, что паспая поёспано€raс, имеOцая пустуD

область определения, принадлежит 0.

Определий на правилах отнощение э 'бцть боле€ сбциi,l". Ис-

польэуя это отношенrе, правила иэ Е иоIно яаксияально '|обо6-

цить|', сохраняя их ,югическуо эквиваrlентность исхqдноЙ сисlеr.е

аксиом Е. Сriнсл этоa,о "обобцения" состоит в Totll чтобв убрать

Bcn 'hублиDуOцуо|| инФоряацио из сисlемu аксиов.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Отношение (Дl Е ... Е Дr, *До):, (В| Е ...
... Е Bnr - Во), пrп'Э О, имеет место rогда и только тоrда,

когда суцествуе, подстановха О Е о такая, что До = Во0 , и

{Al,..., дп) с {Bl0,.,.,Bnl0 ). При этоrr либо О не пусtая

подстановко, либо п ( пl.

ЛЕ}triА 2. 8сr4 С з cl, rrlo С l- ci, c,ct - правчла В
"0бобrцим" Gtсtену аксиоti Е с пояо{lь9 следушlей процедурu.

Последовательно переберей все правила из Е и для каr(дого пра -

вила с найдея наиболее обцее правило сlэ с ra(oe, чlg Е|- Cr

и п9авило cl ухе вельзя Обобцить, т.е. иЕ сl'э cr следуст,

126



что Е 'l с" ( * обозначает недоказуеность ) . 3аr.еним праэило с
на cl в Е. Полученная систе}iа аксиоl!| Е будет зависеть, sообще

го9оря, от порядка перебора, но, как следует из леiйу 2, она

будет логически эквивалентна исходной.

ý 2. Эксперииент, вероятносlная r.одель экспериriента l
вероятность в язнке пе9воrо порядка

Семантика gе9оятности в вероятностннх логиках [6,7] опре-

деляется через алгебраические систеиu. В реаль|luх эксперrt ен -
тах 1,1ы никогда не получаем целуо алгебраическуо сrстеriу. [|оэто-

raу,точно taк ){е,хак л,|u вuбрали конечнuй Фрагrrент азчка, опре -

делrlt и конечнуlо конструкцио для семантики. Этой констр)rкцией

будет понятие эксперимента.

0пределим сначала понятие инте9претации и состоrния как

это обuчно делается в яэuках первого порядка.

Пусть у нас еgть некоторая генеральная совакупность объек-

тов (стиl.|улов) |. Пор, uнперпрепацчей 1 буде}. понииать ото-

бражсние, сrавящее 9 соответствие kal.дol.y сигнатурноilу си}iволу

6 (Е) набор о - { (B,,...,Bn; t,,...,fr) }, k,r: о, эяпи-

рических отнощений и операций соответствуоцсй местности, оп9е-

Аеленнцх на Г. Это по9воляет говорить об алrебраической сис-
теra (ГrQ ), хотя это не означает, что |,iu обязательно ииееi.

ее актуально, йu може|.l предполагатьr что она суцесtвует поtен-

цrально. Для нас интерлреrация I это не просто отобраr(ение ,она

иiiеет эraпирическуо интерпретацио. Если, ваприraер, испьfуе!.Uй

воспринипilет одни и тa же стийулц в разнuе i|o..eнTu врелiени, то

его ответu или действия в разнUе иorieнTu врелiени ногут быть

различнч. Интерпретация представляет Gфой готовность испнтуе-

r|ого (или экспериментальной процедурш) в даннфй Moi{eHT времени

оrв€чать ил, действовать Ter. или инU!| обра9оr., т.е., с точки

эрения интерпретации вероятности как прaдрасполоrенности к оп-

ределенфtDa ответа}. или действияra, интерпретация есть Фиксация
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на l"iolt{eнT проведения эксперимента некоторой предрасполоя(еннос-

ти всей экспериментальной процедурu.

Пусть S - t{нoxecтBo всех возlttо)(ных наборов (а,,...,"rr)
по m элементов из Г. Под соспояfluец будем понимать отоб-
ражение s: *i * ai, i = lr...1ID; ставяцее в соответствие на-
борУ ( *l,...,*, ) набор ( .l,...,.r ). Это отображение рас-
пространяется до отображения s: t, + ai, i = lr...rll, перево-

дящего набор (El,...,tn) в набор (al,...,arr) , следушlим об-
разоr..: если t. - пере}tенная xj, то s(tr) = а.; если Е. - инди-

видная константа ь € г, то s(tr) = Ь1 если t = f'(tlr...,tr),
то s(t) = t(s(tl),...,s(t.)), где f - интерпретация на Г Функ-

ционального символа fn. 
J

0пределим сначала неФормально что такое экспери..iент. Экс-
перил.ент состоит в Tol.,l, что в определенный tltoмeнT времени фик-

сируется некоторая интерпретация I; затем из ttHolKecTBa Г слу-

чайно и независиl{о выбирается набор объектов (аr,... rаr)
(Фиксируется некоторое состояние s) и подставлiется Brrtecтo пе-

ременных {xlr. .rхr} в терltы из Т(Е) (Br.recTo констант в термы

подставляlотся вuделенные объекты; выбор осуществляется с воз -

вращениями, либо в предположении, что есть много копий одного

и того же объекта); проводятся все необходимые эмпирические

операции (поискrконструирование, создание и .т.д.) получения

значений всех Tep,.loв из Т(Е); далее э!rпирически определяDтся

значения всех атоr"tарных отношений из U(E).

Результат эrcсперuJ"lеrirаа определи!l как набор Exp(Irs) =

= (в(т(r)),U(Е)) , где s( Т(Е)) = (.t ,. . . ,ао ) .3апись (s(T(E)),
U(E)) , как и в случае алгебраических систеli, предполагаетrчто

значениЯ истинности атоl"tарныХ вuсказываний из U(E) определены

на Т(Е). 0бозначи}r через Ехр }rножество всех возl,{оl(ных экспе-

ри}iентов, которuе !to)|(Ho получить на Г при различных состояни-

ях из s и всевозl,iоl(нцх интерпретациях.
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В экспсрrментах есть несхолько источников случайностей.

Во-первuх, случайный бьlбор объектов для экспериilента (aьбор

состояния), во-9торuх, конструrрование Т(Е) Mo|reт вклDчать раэ-
лrчнUе источники случайност, (различнrrс интерпретации для опе,-

раqий), в-третьих, определение значений aтol.apнux вuсказшванrй

}iоrет бuть неоднозначнфa и, например, в случае ответоэ ислuту-

емого, riol(eт содсрrать ра9личнuе типu qдибок (различнrЕ интер-

претации для отноJений). Чтобu lфрr.rально учесть все сти Bидtl

случайностей,определиr. вероятностн)ю r.epy на булэвой алгебре
!в (Е) .

Вероятность в ,зчке пер!оrо порядr<а обrчно вэодится 9а9-
личнui.и способа}aи. Напривер, в [6] она aводится в трех ра9 -
личнчх случаях i

| ) как вероятность на области (алгебраической Gисте!.е или

эi,iпиричесхой системе). В этой сл)aчае предполагается, что слу -

чаЙнчЙ вrбор объектов прои3водится из основного riнoxiccтBa не-

которой алгебраическоЙ или о.пиричсскоЙ сист€йu. Эта вероят-

ность учитчвае, только случайности, связаннu€ с вrбороii состоя-
н].rй;

2) как всроятность на riнoпecтBe Bo3raotxнUx виров. 8оаr.оrfiце

нирU определяDтся как цной(ество алг€6раических систен одной и

тоЙ же сигнату]ril, 3аданньЕ на qдноl{ и той re основной raнoпecт-

ве. Воэriоrнве йирtl разлrчаотся интерпретацияriи. В этои случае

предполагается, что случайнuй вuбор ос)цесrвляется }iarду интер-

претацияr.r,i. Этот случай соответствует случайноr4у вьбор)a ра3лич-
нuх интерпретацийi

3) как соэцестна, aерояrность на области и воЕиохнuх r.и-

]rах. Эта вероятность получается определенньr. объединение}a двух
предuдуtlих случасв - вероятностей на областях и всроятнос-

т, на raнoriecтBe ао8}iоI.нUх ниров. иriенво эта сов!tестная вероят-

ность учит!|ваaт вее r.ного(!6рааие случайностей, возникашlих в

экспериraенте. [lонятие эксперимента, опрaдел€нное вцG,и96авля-
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ет наС от такой слокной конструкцииrкак coвltecтHoe paccr.toтpe -
ние двух вероятностей:на областях и воэиоtкньaх ltирах.

во всех этих трех случаях вероятность удовлетворяет раз-
личныl.t систе./tаи аксиоii [6]. Но в этих системах аксиоlt есть об-
цая часть. Воспользуемся ео для определения вероятностной мерu
на булевой алгебре 8(В). Пусть l- - доказуе'.iость в язýке
первого порядка.

0прЕдЕлЕниЕ 4 t7]. Верояmноспою р на l,|ножестве !8(Е)
назь.ваетсЯ отображение 1.1: 8(В) * [0,1], удовлетворяощее мя
lp,Ф € !B(Е) условияtl:

l. р(о V Ф) + р(q Л ф) - p(tp) + р(Ф);
2. p(rq) . l - р(9);
3. если |- <р Е 9, то р(р) - р(Ф);
4. если l- 9, то р(р) - l.
0ПРЕДЕЛЕНИЕ 5. &рояпноспной цоаелёю оксперuденпа

будем назчвать П - (Т(Е),р) , .д" р - вероятность на 8(Е).
0ПРЕДЕЛЕНИЕ 6. МоОелою эrссперu!цеflmа Ехр будем назч-

вать вероятностнуD }rодель эксперийента Ц= (T(E)'IF) , где

IF: !Е{В1 - t0.1} - частннй случай вероятностной мерч, когда

вероятность приниiiает только два значения: 0 - falBe й l -
trче. 0тобра,(ение IF такхе будем наэчвать интерпретацией.

3аметиm, что интерпретация I отображает сигнатурные си}i -

волч в набор 0 эмпирических отношений и операций, а интерпре-

тация IF (Iпt.Fоrшаl) чисто Форl.rально припись.вает значения

истинности утверкдения}t и9 8G). 0пределение б позволяет го-
ворить о l,iнorxecтBe всех вознохных моделей экспери}iентов ЕХР.

0пределш.t вероятность р сенантически как вероятностнур rr{e-

ру на пошно,хествах экспериментов из Ехр. 0пределиrr булеву ал-

гебру ý под}.нохеств ЕхР(в) - t Ш= ( т(Е),IF) l П€ ЕХр,

IF(В) - l}, В е 8(В),и на них,вероятноGтнуо меру v(EXP(B)) в

9fr.(B),B€8(E).
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ý 3. Детерминированнче эаконоrlерности

0пределиr.r понятие истинности системч аксиоrl Е на rlнoжecт-

ве всех возltоl|(нчх экспериментов Ехр.

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Бескванторная Фор,ulула С, содеркацая толь-
ко атоны из U(Е), истинна на Bxp(I,B) - ( B(T(E)),U(E) ) (бу-

де..r писать E:9(I'B) F С) тогда и только тогда, когда она ис-
тинна на Г при данной интерпретации I и состоянии а.

Для вuчисления значения истинности lDорriулч С достаточно
вместо всех aтoiioв Форa.,iулч С подставить их значения истинности
из (s(Т(В)),U(Е) ).

0ПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Бескванторная Фор}iула, содерпацая только

атоltlч из U(E), истинна на lrlнoжecтBe Ец всех воз}lопнчх экс -
пери}tентов тогда и только тогда, когда она истинна на кашой
эксперименте из Ехр.

Чтобч вчяснить взаимосвязь иеr(ду детерltинированныll и ве -

роятностнчl,t случая}iи, будем предполагать (см. ý3rq), что l,tнo-

хество экспериментов Ехр удовлетворяет системе аксио.r,t Е ,

т.е. ка,ilдая аксиоца истинна на Е:кр. 06означи!t через PR(E:T)

иношество всех правил вида (2), истиннчх на Еrtр.

Правила на Е:9 характеризуDтся не только истинностьо,но

и вероятностьD. Обозначи.. через РRл иноttество всех правил ý r
= (дl & ... & до ОДо), вероятность посшки которчх больше 0,
p(At & ... & Дп) > 0. В это..l случае для правила С определена

усло9ная вероятность р(До/(Аl & ... & Ап)) истинности заклЕ-
чения при истинности посьUrки. При 1 = 0 под правилоlr Д <- бу-

де}t подразу!rевать правило Ао . ttче с ш(trче) - t. П9д вероят-

ностьр р(с) правиrrа с буАем понпмать уGIювнуп вероятность

ц(Ао/(Дl а ... & Ао)), пDи п - 0 условная вероятность tд(C) бу-
дет совпадать с безусловной р(До).

ЛЕйМА 3. Для аtссuол С € Е, С € Р8rд, С - (А, &...& Доо

*До) вапо4нено раеенсmво р(Дl Е...8 Дr,) - l.
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0пРЕдЕлЕниЕ 9. Частнuй

пустая подсrановка, будев

(А| &...& An - Ао)

ет лtесто тоrда и

случай оrноOlения З, когда О -
обозначать

', (Bt &.,.& Bnl '
только тогда,

через > . 0тношение

Ао), nl > п О, и!iе-

когАа {Al,. .. ,Ап} С

{вl,...,впr} .

ЛЕНt{А q. Дслz С € PR(BXP) ч С Е cl,,l!o ct € PR(ExP)о

Пусть РR}i(Ехр) с PR(EхP) - ввожество всех наксиllальнgх по

отношенио > правил из PR(Exp). Правила иэ РRМ(Еkр) непьзя

обобцить, сохраняя их истинность на Ехр, llравила из РRИ(Ехр)

будеir назн9ать dеперлчнцрованнадu эахонслерноспяцu на

Ехр.

лЕl{М 5. РRН(Ехр) F PR(Er.p) tr

ЛЕйнА 6. ЕС РRI(Ехр), еOе Е- сuспела аксчол, пола-

ценхая в рез?/льпапе обобцехuя о

ý 4. Вероятностньte законойерt{ости

0ПРЕДЕЛЕНИЕ l0. 0пределиr.r как отноllrение верояпно -

спноа вl воduдоспu с' > с !ц с! >. с Е л(с') < ц(с),
с,с| € рпл.

лЕнм 7. Есrч с' > с, по с' |- с и р(С') < ч(с) о
0пРЕдЕлЕниЕ 1|. Верояпноспно законолерноспьр буле1.1

назчвать праrило с € Рц tакое, что из cl )- с, cl € PR$

следуеr Cl ) с.
Если детер.инироааннче закононерности нель3я обобrцить (ло-

гически усилить, cti. лелir.н 2,1,5), сохраняя истинность на iaнo-

жестве экспериценто9 Ехр, то вероrтностнU€ ааконоriерности нель-

зя оfuбцить, не уненьшая их усло!нур вероятность, т.е. вероят -
ностнuе законоиерности - это всс логrчсски саl.че сильн9е пра -
Brrla среди сравниt1,luх по отношенио > правил G одинаковой ус-
лоэно)l !е9оятноGтьD. oфэначиra tiнolccтBo всех эероятностншх зa-
коноliерфостей м, aероятностной atоАели экспериrrенtа ! че9е9

рR( п ).
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лЕtll.tд 8. Еслц 0ля правuла С сацесmваеп правuло

с', с'} с, ц(сl) u р(с),rr!о с G PR (Ц ) в
ЛЕММА 9. Еслu Оля правuла С € PR(Exp) \pmr(Bxp) си-

цеспваеп правuло Cl € РR(ЕlФ), С'} С, cr С pRp, по

с Ё РR(Ц)о
ТЕOРЕ},|А l. Деперцuнuрованная заrсоноцерноспD ý r

= (At ý...& Дrr+ до), С € PRM(Bxp), С € PRp (в частности,

аксиоl.,tа) являепся верояпrlоспной законолерноспью, еслu
uэ cr F с, с' € PRp слеоаеm v({ Ш - (тlвl,rг) | Ц ь
- ]cl}) > о.

Смчсл Teopea*н в Toil, что детерilинированная закономерность

является вероятностной закономерностьр, если она не просто

перестает бчть истинной при попuтке ее обоfuенияrно и мера тех

сл)/чаев, где она становится лохной, больrле 0.

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. В силу ленмч ], p(Ao/Al & ... & Аrr) - l.
ffркажем, что из С! l- С, Cl € PRp, С' - (Bl & ... & Bnl эАо) ,

следуетrчто р(до/в, &... & Brrl) < ш(Ао/А, &... &Ао) - l. По

условио ч((Ц- (тtD,тr)| S,. .|с'}) } 0. Отсрда следует,

что ч({S -(т(в),rр) l шь (Bl & .. & Bol) & 'IAo}) > о и

t ((Bt &...& впl) & 1Ао) ) о. Тогда p((Bl &...& Brrr) & Ао) <

< r(До) и p(Ao/Bl &...& впi) < l о

ý 5. }tетод тестирования систем аксио./t

Пусть дана некоторая система аксио}r д. Мч не будем пред-
полагать Аалее, что эта систе}tа аксиоtt истинна на Bcettt tltHox(ecT-

ве эксперинентов Ехр. 0пишем йетод тестирования аксиом,который
проверяет, является ли каt|(дая аксиоr{а данной систеиы аксио./i ве-
роятностной закономерностьп. Если да, тоrввиду устойчивости ве-
роятностнuх законо!tерностей относительно шумов и теоре"ы f, 

".,
вправе предполоl|(ить, что данная систе}iа аксиолi истинна (явля-

ется }tнoжecтBo.ir детерriинированных законоriерностей ) на некото -
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рой гипотетическоli незашу}iленной генеральной совокупности, за-
шуйлением которой является наlла генеральная совокупвость.

поняtие вероятносrной законоiiерности сФорiaулировано в тер-
llинах вероятностнuх неравенств. проверить ввполниность этих ве-

роятностнцх неравенств йоlrно на вuборке из серии экспериl.tефтов

с полiоцьlо определеннuх статистических критериев.

Г|редполо,rи}i, что случайно и независиt{о в соответствии с

верояtносrной r.rерой р провеАефа серия экспериltiентоa и получена

аьборка экспери}rентов sапр С BrrP.

Для статистической проверки лобой аксиойu из Е най доста-
точно иriеrь статистику - число повторений каlxдого собuтия бу-
левой алrебрв 8(Е). Получение этой статистики упрацается
Teri, что Bari достаточно знать только статистиху для aсех ато-
rioв булевой алгебрu. Статистика лобого собgтия является cyм1,|o!'l

статистик тех атофов, из которgх состоит собuтие. статистику

для aToa.loв }|Фfiно пРеДСrаВиТь В ВИДе СпециаЛьНОrО маССИВа.

Определи!t вассив М объеr.а 2n'l (9 соответствии с числоr.r

атоиов Po,P,,Pr,...,Pn в U(E)). 3начения истинносrи ка)l(дого от-

ношехия задlадиra числани l или 0 (l - "истина", 0 - "лоrrrь").Каж-

дЕй элеi{ент массива }l[ i 
, , 

. . . , in* 
1 

l , i 1,.. ., in.| Е {О,|}rРаВе'
числу случасвrсколько раэ встDеrиrюсь сочетание значений истин-

ности ir,...,irr*l оrноOlений РоrР|,...,Рп в экспери}rентах samP.

В дальнейлем мы будем предполагать, что статисtика лобого со-

бытия с € 8(Е) на}. известна,и обозначать ее через п(с).
Проверим сначала для всех аксиоl, С € Еrвuполнено ли ус-

ло9ие С € РМ, т.е. л(Аl &...а Ап) > О, c'(At &...& Дп. Ао).

Для эrоrо провери}l, что п(А| Е...а Ап) > О.

Расс1.1отрих свачала правила видa Р!
€|.р О. Так хак В по-
о

с|
сuлке сlоит tолько один предикат pt', l<оторýй вохно удалиtь в

процессе обобцения, то условие ci '- С, cr € PRp иэ олрсделе -
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ния вероятяостнuх закономерностей о9начает, что с' . р:О. из

ё е. е
этого дол,lно следовать, что Cl ) С, т.е. B{Poo/Brl) > л(РоО).

е €|

a a.
> tr(Poo) *p(Pll).

Дл, проверхи этого нера9енст9а сlфрirулируен гипотезу Н
€l 

'независи}iости отнощений Pr l и РоО:

a Е- Ё- a
ноз }r(Poo& P|l) - л(рtl)*р(роО)

против альтернатив:

a Е- Е_ Ё
н,: л(роОЕ в, l) * r{B,l)*lr{Boo).

Эта гипотеэа является слохной с одним ограничениеr. и дву-
ня степен 4и свобqдч [9l. Если гипотеза н верна. то отно-

€. Е о

шения P,l и Р О нg3звиси}lu и неравенство для условной ,ве-
l о €. Е

роятности не вuполнефо. Тогда Фор}rула Рr' -РоО не является

вероятностной законоtlерностьо. Если гипоте3а Но неверна, то

верна одна из альтернативнilх гипотaэ Hl, и тогда значения

_et -"оР|' и Ро' завхсикч i.erAy собой.

Гипотеау [Io иошно переФорraулировать также следуощиц обра-
- е| l-",

зо+r. Пусть числа п(Рr') , п(РI ) Фиксированu, а числа

ntB|l а в'О) , ,r(pl-"lE в]О) 
""n"or." 

независиr.ш.iи случайнu-

ми величинаtaи. Тогда гипоте9а Но является гипоте3ой о равенст-

ве вероятностей в двух совокупностях и }aо ет бuть представлена

в виде гипоте9ч:

ll!о
Ё Е. €

в{воО/в"). ш{воО)

против альтернатив:

н,, u<B]orB]lt * utB|ol
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либо p(p:o/r]'l , шсв]'l, либо uej"lBi'l < rrtB]o).B"nn
первое неравенство, то тестируеr{ая Формула

е. Е
р,' * р_о (з)lo

является вероятностной закономерностьlо, если второе, то - не

является. По соотноllенияl.,t
е. е е. €

п(р,l& ,оО) , (п(вrl)*п(воО))/о,

е. € е. е
n(p, t& ,оО) a (rr(рl')*п(роО))/п,

где п - обцее количество экспери.rtентов, }iolilHo определитьrкакое

из неравенств,первое или второе, иr4еет йесто.

Чтобы проверить гипотезу Но против альтернатив Hrr вос-
пользуемся точнчl.{ критериеr"i независи..,tости Фичtера [ 9, с.739] .

этот критерий является равномерно наиболее }iоlцнu.it, нес}tещенныli

критерием как в случае проверки гипоте3ы о двумерной независи-

l.tости, так и в случае проверки гипотезu о равенстве вероятнос-

тей в двух совокупностях [9,с.742]. Применив этот критерий с

HeкoтopýrJt доверит€льнýl"t ypoBнe1.| q , мы получиltt, что либо ги -

потеза llo верна и, следовательно, значения истинности от-

нодений ,;' " ,:' независи}ru, иrзначит, нет никакой зако -

нокерности, либо Но не верна, и !tы прини}tаеi. одну из гипотез

Если гипотеза ll' означает, что u{B]"lгi'l > чtв]Оt, то тес-

тируеlt{ая Формула (3) является вероятностной законо.tiерностьlо с

доверительныllуровнем с.

Расснотрим в обцеr.r случае произвольнуlо аксиоr,rу ý =

е- е е

- (Pl &...& РпП +РоО) € Е. Сведем этот случай к преАыАуце}rу.

введем обоэначения, ос 9f 
'ri'r.. 

. ,rl"l, D с Dc (вклtочение

Если гипотеза Н
о

неверна, то верна одна из гипотез Hl, n

верно

н
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строгое), Dc& gf ре| &...t р:п, D& - ко+lъонкция литер из D.

наАо проверить, вчполняется ли Аля лобого подaноl.ества D Gо-
еЕ

отноФение }r(poo/Dc&) > p(poo/D&).

Буде|,,l рассraатривать конъDнкциlо D& как одно отношение Rг
а конъlонкцио лите9 из ОС\О как другое отноlление R2. Тогда по-

е€
лучиt, неравенство p(poo/Rl& R2) > p(p,o/R!).

ее
Так как ш(РоО/п, t Rr) - ш(роО & Rl & R2)/}(Rl & R2) -
е

- рlРоО & ПrlП,)/ч(RrlR,), то предuдуцее нера9енстао перейде,

ее
в нерааенство р(роО& R2/R|) > ц(R2/R|)tr(poo/Rl).

так как с Е рR}. и,значит, p(Irc&) > О, то F(Rl) > О И

}(R2 Е Rl) >О, в силу вклочений Dc Dc и Dc\D cDc. ОтсDда

следует, что все проделанньЕ преобразования корректнu, так как

ни одна вероятность в знаr.енателе не раsна 0.

Дл проверк& последнеrо неравенства также сФорйулируеri ги-
потезу о независииости:

ел €_но, р(Ро"Е R2lR|) . p(R2lR| )*F(ро'/Rl )

проти! альтернатиэ:
ее

Н l, р(роо& R2lRl) # p(R2lRl )rp (P-olRl ).
0граничиваясь рассr.от]Ениеri тольl(о тех собчтий, ма

которых оrнощение R| ист..нно, поl}|о определить подалгебру

!E(E)(R') буле9ой алгебрч 8(Е), рассяатривая только собчтия

BER|. На этих собнтиях определин зGроятностнуD riepy ч'lд1 lf
- rr(EER,)/rr(R,) . Тогда гипотезU Но и Н! прияут виА:

R2) . цl (R2)*цl (рон!
€

ц' (р о&
о

о),
о

л'tэ]Оа пrl ,l р,(R2)"р'(р:О).п

137



Гипотеза Нл проверяется также с поr"lоlцьlо критерия Фичlерао
с некоторы}i доверительным ypoвHe}i с.

Аксиома С будет вероятностной законо1.1ерностьо с довери
тельныl,t уровнем с, если гипотеэа Но отвергается с уровнеr{ с
для лобого подr.iножества D DC и приниttаеltая гипотеза Е, име-

flля правил (Д + true) € Е понятие вероятностной закономер-

ности вырождается. Если предложение о Tol.t, что вероятностные

3аконо}rерности С € Е истинны на некоторой гипотетической гене-

ральной совокупности, где р(С) = l, то среднее значение l ниж-

них доверительнuх границ l(C) для условных вероятностей р(С),
ВЫЧИСЛеННЫХ ПО ВСеМ ВеРОЯТНОСТНЫl.a ЗаКОНО}rеРНОСТЯ!t{ С ДОВеРИТеЛЬ-

HU.ii уровнем q, даст Har,i оценку уровня lлytioB. Так как для пра-

вил (А +, trче) на гипотетической генеральной совокупности так-

же дол){но быть выполнено равенство р(А) = l, то для таких пра-

вил мы потребуем, чтобы ниtttняя доверительная граница вероятнос-

ти р(А), вычисленная с доверительныi,r уровнем с16ыла больше l.
Проверить это условие lroжHo одниr,r из известных статистических

критериев. 3того выроltденного случая мохно бнло бы избежать,

если определить понятие вероятностной законоr.iерности через от-

ношение З , как это делается в [3], но это привело бы к не-

ОПРаВДаННОlt У УСЛОЖНеНиЮ ОПРеДеЛеНиЙ.
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