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0Б 0днOи рАсширЕнии тЕOрии scт нудЕльнАнА

8. А. ганов

в настояцей работе сtроиrся Форйальная систе.,iа Т с пере -

liенныйи Авух сортов: для с-объектов и м-объектов. докаэь.вается

непротиворечивость этой систейц относительно системu ZEC ллрс

схейа аксиоц l|ало, внполнение аксиоt{ теории SCT из работ [l] и

существованиеi,l М-объекта, являрцегося слабо недостиl{ивUl,i каD -

диналоi,i. Доказugается такхе недока9уемость в scт последнего

Факtа.

l. Рассxатриэается я9uк теории riнoжecTв с перемефньни

двух сортов: заrлавнuе буквu Х, Y, xl ,Х2,.. буде..r назчвать С-

переменнвr,lи, ст9очные х,у,х| rra2,. .. - }l-переrrеннurrи. Допусти-
r.ue значенил С-переriеннuх будеи наэчвать С-объектами, а значе-
ния -п:aременнuх - }'|-объектаl4и , при этой н-объектu могут бuть

значенияr., С-переяеннuх. ATo}rHýlе Фор}rулU и!iерт вид х € у, х€ Y,
х € Y, Х € у; слохнuе Форйулu образуDтся обччньl.. образоai с

nor4o0lbD синаолов лоrичеqких операций ,{ , V , 'i , -, +, V, 3.

lЬр.iулu, содер,{ацие только С-перехеннuе, будс},i наэuвать С-Фор-

нулаirи, и lDорr.улU, aодер ацие только Н-переменные, будеr. на-

знвать Ц-Фор}rулаriи. Еслй в С -Форraуле Ф !се С-перейеннше заме -

нить на одноикеннt е }l-neper.eнHue, то полученнуо fi-ФоDl,tулу бу-

ден назuаать д9ойственной Ф и обознаt аtь через Б.ос"овrая цель

эrого преобразования заклрчается в оr раниченrи связаннвх С-пе-

ременнuх (юрнулн (p совокупностьр всех Й-объектов, поэтоraу иноa-

да такое префра3ованrе будец при..еняrь & lDо9нулаl.i, содерrациril
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свободнuе Н-переriеннче, исклDчэя случаи когда raot{eт возникфуть

коллизия переriеннgх. В этоii язgке строиtl Фор альнуlо систему Т,

которая содержит три грулпr аксио . Перэая группа состоит иэ

аксиоil теории янопеств ztr,сФооiулированнuх для С-обl.ктов,т. е.

с nor.o{tbo С-Форйул. Но в схеме аксиоra подстановки Форяула t за-
даlоцая Функцир на С-объектах, иоrет содерlать переraеннUе обоих

сортов. Вторая группа состоит из след/Dщих акGиоri:

YхЗХ(r.-Х),

vx\ry (Y е х -]y(y-Y)),
иýfi(Y g х {]y(y-Y)),
]YYK(X € Y <+]х(х-Х) ).

(l)
(2)

(з)

(4)

Содерr(ательно эти аксиохu yтBepl(дaoT: каIиьlй Н-объек, ,в-
ляется С-объектоrr; С-объект, входлций вли содерхацийся в

Н-объекте, caм являеrся },l-объекто}ri совокупность всех }l-объек-

тов есть С-объект. Kpo}re того, во Bтopylo группу вклlочаaм Gле-

дуlоцуо схему аксиои подстановки для 1.1-объектов:

VxJl,Vy,(y, € y.,.fx|(xl е хД o(x,,l,))), (5)

где 9 - произвольная Форr4ула рассл.атриваемого яз!lка, задацllая

одноt.естнур ФункциD на П-объектах.

Третья группа состоит иэ аксио.., описuваatillх следуцlей

схехой:

Yxl ... vхп(Ф(хt,..., xn) .-_Б(х,,...,х,r)), (6)

где Ф(хt,...,хп).обозначает С-Форйулу, у хоторой все свобод-

нuе перейефньЕ эа}iененч }i-переценныци x|r...,xn, и Б - двоl-
ственная ей Форr.rула. (исклочартся случаи коллизии переiiеннчх.)

Из (6) следуе?, что в Т вuполняотся вGе аксиоt.u zP мi
н-объектоэ. действитсльно, лЕбая аксио.iа zF для с-объектов за-

писчвается заiкнутой С-Формулой, тогда двойственная ей Й-Фор-

riула описuваст соотsеtствупцуD аксиоraу для Н-объектов, и в

силу аксиолi первой rруппь. из (6) эта аксиоi'lа доказу.яа в т.
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Правда, схема (6) приr,rенима не ко Bceli аксио}aаи подстановки и9

пераой lруппul и поэтоrrу добавлена схема (5). 8ведение этой
cxer,|u а(сиоя я9лiется главньlt{ расчlирениел. теории scт из [ l ].

В систе!iе Т доказуеtiо, что пустой С-объект совпадает с пу-

cтul,t м-объектоii и чrо Аля л!66lх м-объектов хrу образованнuе
иэ них с-объе(тrl такие, как пара {х,у), объеАrнение х U у,сте-
пень Р(х), совпаА9Dт с аналогичными }t-объектаrrи. пусtь с-оор-
яула оп(Х) описUвает отноlление "Х-ординалl' и й(х) - двойст -
ственная ей сiорхула. с-объекl х, удовлетаоряlщий оп(х), будев

назьlвать С-ординалоl4, и !{-объект х, удоэлетворяrхций Й(х), -

м-ординалои. В силу (6) ка,цьlй м-ординал являетсл с-ординалоl,t.

следуощее утэерхдение назчвастсл схейой akcora }lало: для

лобой Фор улu Ф, определяоцей ионотоннуlо ординальнуо Функцио 8,
существуст регулярнвй кардинал k, за кнутнй относительно 8,
т.е. если ординал Y < k, то 3начениa 8(Y) меныле, че}r k.

ТЕOРЕМ l. Сuспела т непропцворецuва опносuпель -
но zFc пл,ос ссела, аrcсцол мало,

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Пусть U обоэначаст уl{иверсуr. янокеств, в

коtороri 9ь.полняоrся а(сиоr.ýl zPc, аксио.aа вЕбора и указанфая

схема аксио Нало, и С-пере|,laннua пробегаот U. [lycтb о|,...
.. . ,9п - произвольнсaй конечнuй список С-Фориул и Х, ,... ,Xn

свободньlе перейеннче этrх lDорrул. Для п9ои99ольного йно!(ества

S через oi обоgначиli Форrrулу, полученнуо из Ф. путев ограниче-'lt
хия ее nepei|eнHblx raнotl(ecтBofi s. Соrласно [2,с.]2] в u 9uпол-

няеlся сrlедуOцrй принцип отраliениi: для кахдого ,aнохества s су-
чlестэует нно{ество sl ,акое, что s g sl и

(vx| € sl) ... (Vхп € sl) tоr.- 9! ', (7)
п

l

При этой процеGс лостроения sl не исполь9ует аксиону вьlбора и

описч8аеtся Фор.|улой с параiiетрои s, которая леaко строится ,lo
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исходно}lу списку Фl,.. . ,Фп..
следушlие две трансФинитнuе

so,s|,...,sY,...,
et Gl9o,9|,...,9Y,...,

гАеso-0;sTиsi
3ит,1вное заtauкание srт

связань. соотноления и (7); Sr*, есть тран-

{P(x)/x€siU {s+)}; иеслит-пре
дельнUЙ ординал, то s__ есть объединение предUдуцих llнol(ecTв.

т
Пусть |S| обозначает кардинал, равноноцнuй s. 3аметиlr,

что |Sr| есть наииеныдий ординал q такой, что ST раэфо}rоцно о,
т.е. это понятrе определи!lо в яэuке zP, но для докаэательства
суцествования такого кардинала приходится приэлек8ть аксио}rу

вuбора. Итак, в zFС Фор}rульно определи!|а raонотонная ординаль-

ная Фуекция 8, отобрах(аЕсlая т в |s_rl. по соответствуlqlей ак-
сиоr.е нало найдется регулярнýй карАинал k, занкнутый относи -

'ельно 
g. [lолагаеir М = U s,, и п),сть М-переr.еннЕе систеr.ьl Т

T<k ,

принийаDт 3начения и9 М. Тогда в U будут вýполняться аксиойu
пер9ой и sторой aрупп систецч Т, а аксиа.iч (6) вuполнявтся для

Фl ,...,Фm. Дейсlвительфо, лDбая аксио}iа перэой группы вuразиltа

либо С-Форяулой, либо С-форфулой с дополнптельнul. пapa}ieтpol.r }l,

обо3вача|оциir совокупность всех П-объектов.'по предполоненио

кардинал l, принадлепит U, следовательно, М входит в U и вuпол-

няотся эсе аксиохн первой rруппч, а также (q). Акgиоirа (l) оче-

видна. ПустЬ х € М, тогда х € sY для некоторого Y < k и по по-

строе иD соотношения Хе х и Х Ех BrlеKyT Х€ s1+l.Ho sr*lg М,

Telr caмьl}. аксиоцu (2),(3) докаэaвu.

Рассйотри}t аксио.iу (5). Пусть f - определимaя в данно

язвке Функция на }l-объект€х и у е м.Так как м входrт в U, то f

определиriа в U и пороrдает отобра ение h вида х, O,где х €

€ Yr В - наийеньщиЙ орАинал такой, чtо 9начение f(x) € SB,

Ия нGкоторого T<k у € sT, и,слеАовательно, уS Sy+l

тогда в zFс Форi.ульно определш.ч

последовательности }.но естэ:

(8)

ll
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и lyl S lST.l| - g(y+l) < k. допустиri, от противного| что,r'.
- k, где л . sцр{h(х)/х Е у}. тоrда Фуфкция h осуц.ствляет
отобранение из у в k и ýчр{h(t)/х Е у) - k,T.e. конФинальфость

k не превосходит |у|, "то 
проrrво9"чиr реrулярности k. Следо-

вательно, l < k, и обраэ у при отобрахении f входит 9 sл е
€ М, т.е. является Н объектой. Дксиоr,в (5) доказана.

Вuполнени€ (6) для Форхул Фlr...rФ, легко следует из

п
(vx| € М) ... (vХп е rrl .л. Ko..-9|t, а дока9аrельство этоrо

1-1

утверrдения аналогично доказательсlву принципа отра)хения

[2,с. 32]. Такиr. образоr.r, aкcro.iн первой и !торой групп и лD-

бой конечнчй слисок аксион ,ретьей г9уппЕ непротиворечивU от-
носитсльно zЕc плос схсяа акси(!i, нало, следо9аlельно, и вся си-

cler.a Т относительно фепротиво9ечива. Теорепа доказана.

2. покахеti что в систеiiс т Аоказуемо суцествование слабо

недостипиl,tого каDдинала. Лусть К(Х), R(1(),L(x) обоэначарт С-Фор-

|ilулal, описllваOlие оtноlдения "х-ка9Аинал|', "х-регулярнuй", "х-
предельнuй|' сооtаетственно. Используя (6), легко доказать, что

для лЕбого -объекта х с-Фор}rулЕ К(х), R(x), L(x) эквивалентнr

сэоии двойственннн }1-Форr,.улан Е(*), Е(*), Е (х) соответстве"но.

С-объек, Х на3uвается слабо недостижиriчll кардиналоti, если Bu-

полняDтся т9и отношения К(Х), R(X), L(X).
ТЕOРЕ},iД 2. В сuспеде Т dоказуело суцеспвованче М-

обоекпа х, пако?о, 1rпо R(х)д Е(х) л i(х).
д0кА3АтЕльст80. С поrrоцьо аксио.. первой группч и (4) до-

ка9уено суцест9о!ание с-объекта t . {х/оп(х)}. леrко показать,

что Y есть С-ординал и не лвляетс, Н-объектоr,r. Докаке1,1

K(Y). lЬпустфr. что суцествуоl х € Y и Функция, отобрапапlа, х

на Y. Тогда х есть }t-объект, и,по аксиоriе (5)rY тожс },l-объект,

чrо невозвоrно. Следооательно, Y - кардинал. ДопустиrirY - син -

|-улiрнuй, т.е. суцсствуот С-ординал Х r функция Е из х в Y rа -
l.ие.чтох€Y и sчрY| -Y, rде },€Y|-(Зх€Х) у, F(х),И3
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определения Y следует, что Х и его элейенты суть }l-объекты,
тогдаrпо аксиоме (5), Yl и его cyl.tl.ta TolKe }1-объекты. Ясно, что

сумма Yt совпадает с Y, следовательttо, Y - М-объект, что не-
воз}rожно. Таким образоtt,Y - регулярный кардинал. В силу аксио-
r.rы (3),Y - предельный кардинал. Следовательно, доказана за,.tкну-
тая С-формула ЗХ(К(х) Л R(x) Л t(x)). Тогда согласно (6) в Т

выводи,.iа М-Фор..tула Зх(Е(х) л Е(х) л r(х)). Теорема доказана.
Покажем, что в Т доказуеr.4ы все аксиоt/tы теории SCT иэ рабо-

ты [ l ]. Аксиомы группь. А теории SCT входят непосредственно в

первуо и Bтopylo группы аксиоl.t, а аксиоl.tы группы В являотся час-
тныllи случаями (6). Аксиомы группы С представляrот собой схему

аксиоt"i свертчвания и являотся следствияl,|и аксио}r (4) и аксиомы

подстановки из первой группц. Выполнение последней группы ак -
сиом SCT утверждает следуlощая

ТЕOРЕМА 3. Пцсmо <я(Х) - С-форлула с оOной сао,6о,0-
ной переценной Х u парацепра!аu, являршuдцся М-объек-
пQ,дltэ 6(х) - ее овойсmвенная tFфорлула и vо={х/Б(х)}.

ТоеOа Y _ являе,mея- М-объеlспол в шом ч полOко пом сл|J-
о

чае, ко2dа
VХ(а(Х) -Х€Yо). (9)

ДОКА3АТЕЛЬСТВ0. Пусть выполняется условие теореltu. Из (9)

получаем за1.1кнутуlо форt|улу ]YVХ(Ф(Х) ' Х € Y). 0тсrода, соглас-

но (6), вчполняется ЗуVх(Б(х) , х € у). Теперь, если |t{-объект

у удовлетворяет Фор!rуле VхЙх) - х € у), то YoE у, и из (3)

ПОЛУЧае}.t, что Yo есть Н-объект. 0братно, пусть Yo является

М-объектоtt, тогда vx(6(x) , х € Yo). 0тсrода с помоrцью (6) по-

лучае}r VX(rp(x) - Х € Yo). Теорема доказана.

В теории SCT из [1 ] отсутствует аксиома подстановки,но ут-

верждаетсЯ суцествоваНие слабО недостижимОго кардинала, Приве-

денное доказательство этого утвершдения содерхит оtлибку, более

того, покажем, что это утверждение невыводиlrtо И3 аксиоlri scт,

Для этого РаСС..tОТРИ}r систе}iу Tt, получаоцуDся из т отбрасчва -
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виех схенU аксион (5). В Tr по-проrнсму будут вuполняться все

аксио}.rч scт. Допустиr., что в теорй.r scт доказуе}rо суцествова-
ние слабо недостиrиraого й-кардинала. Тогда в Tl !Uводи}rа }l-Фор-

иула зхfr(х), где [1х1 . Е(х) Л Е(х) А Е(х).Вывод ЗхЕ(в) ис-
поль3ует конеч}юе число аксиолl третьей группч, и пусть о|,...
...,ФЕ - спrсок С-Форr.rул, волед!их в отlrеченнuе аксио}lu из

(6). До6aви}r в этот список С-Форпулу g(x).
Соrласно [2,с.Цl]r}tч }.ote}t взять стандартнур raодель U!

fеорqи zlc TaKyD, чтобu в фей выполнrлась Форiiулs 'ЗХv(*).
Будеri сqиrать, что С-перененнче пробегаDт Urrи в этой ilодели

описаннu в п.l способо},l построи}a последоэатель}lости raHoKecTB

(8) мя взятого списка Форr.ул. Пусть Иl - U sп и ll-перелrен -
п<Ф

нuе пробегарт Ml. Анаrюгиqно предýдуцеяу доказцвается, что в

модели (U!,tl') ввполняотся аксиоiiч первой и второй групп сис -

TeMu Т', а и3 третьеЙ группu истиннЧ акGио|itl С С-Форхулаrrи

Ф|,...,Фц,Ф(х). В частности, в (ul.Hl) истиr"а Т(х) -, Ф(х)

для каrдого х е Mr. кроце того, в (Ul,}ll) будут вернч все след-

Gтвия из этих аксиом, в Toii числе верна ]Ф(х). Значит, для

некоторого хо € t{| истиннч Н-Форвула Т(хо) и С-Фор}.rула Ф(хо).

OTcDAa следует, что в моАели (Ul,Mr) истинна С-Формула ЗХ9(Х),

а это проtиворечит вьбору иодели Ul. Такиl.i образо}i, э ScT не

нопет бuть доказано суцсство9ание слабо недостиlхииого кардина_

ла.
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