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При рец,ении rногих практических 3адачrсвязаннuх с аппоок-

сиr.ацией Функций и обработкой эксперивентальной инсlорвации , ког -

да не требуеlся вчсо{ая ,очность и гладкос?ь, обuчно достаrоч-
но ог9аничиться исполь3ованиеra простейших сплайноa перЕой сте-
пaни. дппроссинация такиrи смайнаraи сaточнцх даннuх кроме

простотч облaдает ele одниl,| очень B|tнtra свdстrо+. - эозноr -
Hoctbo объективно оценrrь xaDaкreo поведенrя Аанн9х. 8 этон

отнощении сплайнч пер9ой стaпaни 8начrтельно 'lвадеtrвее'l смай-
ноa ЬлGе Bucoкrx стспсней, особенно когlla даннuе 8аданч на

сильфо нaраанохерв9х сетках и с больщой погрешностьD. Если дл,
сеточнUх даннUх и33сстан уроaснь погреUностri, то прч liх аппроl(-

счrации (сrл8пхэвнlи) часто прrOaсняDт так на8уваалUе смайнta !
вuпуклоrr rrноrестзс [ l ].

В данной статье предлагается зltфектr!нуй алrори?r. arocтpoc-

ния сплайнов пQрвой стспaни в вьlпуклоa ilфо|aствa. Как поха9у -
заDт чисr!еннre экс]l.!риментьl, его прихенение не auзуgаеt a{ика-

кrх пробл€rr даrе при работе с больци}tи объartа.и исхqднчх дан-
HUx - тrсiчl и десяткll тчсiч точек. В этой свraи ука ев на

aо3l.qносlь рсценrя эaдачи сжатия rlФор.aацич с поaiqlьо сплай -
Hot в llпlrклох хно естае.

Рrбота !Iполнена при пqддерrке РOФll (rравт 94-01-01655).
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Обозначиr. ч.реs Пl класс абсолDтно неп9ерrвн9r( на [а,Ь]
бункций f(x) таких, что fi(x) е Lr[a,b] и .веде}i в pacc.ioт -
рение Функциснал

Ф(f) . lr'(r)l2а*,
ь

"tа

опсеаеlrеннrй на П}.

п!rсть на отрезке [а,Ь] заАана сетка А: а-х
РаGсrrоlриr iiноt(еGlgо U Функций f(x) е W},

узлах сетки двустоtюнниra ограничениfla

|<х2<...<*п- Ь.

удометворяпцих в

q. sf(K.)sp., i.1,2,...,n. (|)

(ПDоиеrутки [ c1,9ri часто наз{ваот корrrдороi. ) Тогда зааача о

Сплaйне a arпуклоr. rвопlэстaс Форr)aляруетс, следуqциri образОal.

Т9ебуэтся найти Функцио в(х) такуо, что

з(х) - ar8 шiп Ф(f). (2)
f€}l

изaaстно [2,3], что рсшaнисr. о?ой задачи явлrется сплайн

araрзой стеa!сни, определеннUй €динственн!ar. образоra, если среди

aсех Функций, прrнадлежачих йно|{еству u, нaйдеrся не болес од-

кой, тохдсственно равной констанtе. llзвсстна TaKle теорема ха_

ракт.ризaцrи [2,3], соrласно которой сплайн s(x) € t яaляст4я

рaцениеr. задачи (2) тогда и только тогда, когда в хаtцой точхе

xi, i.l,...,n, Функциi раsф,.а прои9водной d(x) ,5'(х+0)-

- Bl(x-o), х е [а,Ь,] (пмаrасн d(a) . s|(a+o), d(b) . зl(Ь-о))
удоaлетaорlет услоэияr. :

d(;r) . О, ссли G < s(х.) < 9i, 
1

d(xt) i о, ссли в(х,) . сr, } (3)

d(r.) : О, если з(r,) . Вr. J

Taкltt oбtЕrora, зaдllча иrlёal реlЁние, которо€ э пDифципс rrоrно

нalтl ||TorrHo|| (эGли отвлGчlGя от поrрqr.rосtзй округrtснli) ,а
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конечное, хотя, вообце говоря, и очень большое число |lrагов, на-
пример, простыя перебороr,i вGех 3n интерполяционнuх сплаЙнов,

для каl{дого из KoTopUx, во-первuх, ltlножество его уэлов есть
подr4ноrlество сетки А, и) 9о-вторuх, если точка *j является

уэлом сплайна,то Е ней сплайн интерполирует либо о.. либо g..
_ J- .l

Ра3работаннне, наприхер, в [ 3,4l способu построения

сплайнов в внпуклý|х иножествах довольно эФФект9внu , однако в

них так или иначе исполь9уотся яетодц вuпуклого проrрамлaиро _

вания. В [lr] для реOrениi этой заАачи преАлоrен метод lлтраФнuх

Функций. В [3] та**е используотся методu вцпуклого проrрамйи_

ро9ания, хотя и более рационально. А.именно, а стрехлении из-
бехать решения задачи большой размерности сначaла ст!юитс,
сплайн по даннull на некоторой небольlлои помноrестве исходной

сеткиr а затеir на кахдолi следуOцем шаlе это поднноrество r.o-

дифицируется путем направrrенного перебора остав|llихся даннвх,
чтобu в иtоге обеспечить сходиraость процесса к иско}iоr.у реше-
ниD. Указаннче хетодЕ носят итерационнчй ('бесконечнчй") ха-

рактер, что пороl{дает определенные трудllости с определениея

Mor.eHTa окончания счета. Kpor4е tого, и!t свойственен бUстрuй

рост вuчислительнчх затрат при увеличении разйерности задачи.

В [5] отказ от прийенения r.етодов миниl.lизации коtllпенсирован

сухениеи задачи - в HeKoTopUx узлах сетки обязательно задарт-
ся условия интерполяции исходнuх данных.

Предлагае}ruй в этой статье способ рещения задачи (2)

предсtавляет собой, по-суцеству, алrоритм бцстрого направлен-

ного поиска узлов сплайна, являшlегося решение}i задачи. При

его реалиэации используlотс, только процедурь. построения и вu-

числения r,iнтерполяционнчх сплайнов первой степени. Barlнu}t свой-

cTBoм алгоритl,tа являеrся то, 1,1To объеii ввчислительной работч

растет линейно с увеличением количества исходннх даннчх.

пер€йдс}r к описаниD алгорит!|а реUrения задачи (2). В даль-
неЙшев цu буде}r исходить из тоrо, что ее решение единственно.

5



0тметив, что это' Факт легко проверяеи. Д иненно, достаточно
найти ино{ествО |t [o,,giJ. Если оно соАерrит не более однойi дд
точки, то решение единственно, В противнои случае в качесtве
решения !.olfiel бuть взят лDбой сплайн в(х) - т,х € [a,bl, .у €
е П [о=,В= ] .tдд

Шаг l. Найде}r Е - шiп В, и полоrrипr s,(х) - Б, х€ [a,bl.
Если Б € [о.,9.], i = r]...,n, то ý!(х) является искомьф4 ре-

щением задачи. Если же для некоторфх i оказалось Б < oi , ,о
аозьмёи узел х1 такой, что е1 - Ъ (если таких узлов нескоr!ько,

то беретGя лбой иs них). Обозначия Ь,= (v,}, гАе yl r х1, Яс-

но, что дt с А. Переходин к следуццеху цагу.

lЛаг 2. Пусть при k } ! построен сплайн gk(x) на сетке \r
"t- уt<...aУt - bk, rАе все у. € А, причеt каtlдое иа узло9tх
значений сплайна з*(чr), i, l,...,krпопадет либо на ниl{ноD,

либо на верхноФ границу соответствушцего точке i ограничения

(t). Крон. тоlо, полагается, что s*(x) = в*(а*) пои х е [.,.t),
и Bn(x) - s*(Ьп) пви х е (bk,b],

поло иra по опрсдепенио

pk(xi) -

О, если sk(xi) € [or,9i},

о. - Bn(xr), если sk(xi) < ci,
g. - Br(xi), если в*(х.) ) 9,

мi всех х.€ А. lloнiтtlo, что |oa(xr)l - это t|отхлонсние|| со-

oтacTcтlyill.Eo знaчениi сплайна sk(xi) от инtарaала [o.,9rl,
Вtaчисл.в наибольщес отклонGнl.€ в у8лах с,тки бr '

. Dдrlрk(хi) l .
l_
Если окаэaлось, что о* ,_0, то процэсс прэкрацастс,, ,

сплайн з(х) ' вa(х) на сеткa А '\ счlrтэетсЯ ИGКО'.Ur' Р€llС-

ни(?н.

Еслl -о* +О, то пGреходиrr к цаrу 3.
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lлаг 3. Лосrроение сплайна ýk+l(x).
Пусть xr - какой-нибудь из уэлов, для которuх lnn(x")I- бп.

06означиtl чеоез \a+t сетку, которая попучается Аобавлениеr. к

сетке Ak узла xr; \+1,bk+l- наименьщий и наибольшиЙ ее эле-
r.енты. В качестве у3ловuх значений сплайна sk+|(x) возьr.е!l

значения sk+l(xi) = в*(х.) для х. € ДЁ а 9 точке хr поло{иN

or, если pk(xr) > О,

9f, есл, pk(xr) < О."k*l 
('r) '

Далее, считаей s*.,(х) - gk+!(ak+l) при х € [a,ak+l] и

s1*,(Х) ' "k*t(bk*t) 
при х € [bn*,,bl. Такиli образо}i, сплайн

s**,(x) опDеАелен на всей отрезке [а,Ь]. Переходий к цагу 2.
Сходиraость алгоритма следует из тогоl что обращение к ща-

гу 2, вsиду строгоrо вло!lения сеток о, aА2a ... 
"\ 

a...
... с Б ý д, бЕполняется не более п-l раз. докажем теперь,что
построеннвй сплайн яэляется рещениеrlr 3адачи (2). Пус"ь сплайн

в(х) и его сетка у3лов Б найдены, и число k таково, что

э(х) - sn(x) , 8 = Дк. Очевидно, сплайн s(x) удовлетворяет

оrраниченияй (l). 0стается убедиться в ввполнении условий (J)

на сетке Д. Обозначия аФ(х) = s;(x+O) - sj(x-O), пr - l,...,k.
ОчевиАно, если d, < s(xr) < Вr, то уэел х. € Е, и, слеАова-

тельно, d(xr) - {(хr) = О. Поэтоцу достаточно проверить вы -

полнсние gоотноlлений (3) только в узлах сетки Б. Будеl" рассу*-

дать, поJrьзуясь r|eтодоl4 ивдукциr. На первоr4 шаrе, очевидно, име -

DT ttccтo условия (3). ПреАIрлоl(ив, что они вцполняртся при не-
(oтopora tD, t < п < k, т.е. они справедливч яля da(x).

Пусть ур' l <р su' - тоl и3 tllJюB qgТКИ Аr.r1: ап+ | =

- у| a yz 4 ... < уп+ l , b..1r котоDнй нс прrнамепи? сетке

д; 0 случаях p.l и р - п+l будет ска3ано оrдельно.

Так как мя всех i * р имееl grn+t (yi) - su(yi), то,оче -
виАно, рaвсвстgо dn+!(yi) . d.(y.) вuполняется во всех у9лaх

СеТКИ Д"11, XPOr'c Yp-l 'Ур'Ур+ l '
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0пределим знак d ,. (у ). fuя удобства излохения ниIняяп+l - р
граница (оридора в узле у, будет обозначаться о(i.), а верх-
фяя cooTBeicTBeHHo B(ri). По построени|о сплайва sЕ(х), илiее}i

s'+l (Ур) - о(Уо) (" случае оr(уо )> о), либО sn+l (ур) = 9(ур)
(э случае o"(vo) < О). Рассмотриr,| случай pt!(yP) > О (все рас-
суrаения легко переносяrся на случай рЕ(ур) < О). 06означив

hi'Yi+l- Yi, i'!"",о,
Вgчислий величину dч+|(ур). Вследствие линейвосtи сплайна

вr(х) на [уо_,,уо*, i, иriеем

d".t (ур) . si., (ro+o) - Bj*, (vo-o) ,

h +hp-l р

h_hр-| р

h - +hр-| р

р-| р

. +s (

h
р

- q(yP)
з

I

L

(у l) )

h +
р-

(sr(rr) - a(ro) ) .

d.*1(yn) < О, Если ур - крайний узел,
либо s}*, (lo+O) , О

(4)

то по

и тре-
Следоваrельно,

пост9оениD либо э'..(у -о) - о,. lll+I - р
буевое иерэвенство получается сразу,

Покаtlaн,lсперь что dn+l(yi) и}lее, тот re знак,

d.(yr) аля i, p-l,P+l.
рассвотрин узел yp_t (для уЗла 

'о*, 
a*'""

такая хс). по аналогии с (4) находи"

6.dO(yP_|) - lrBr(yo_r) + чsr(уп) - s.(yo_,),

6.dп*|(ур_|), },вr(уо_r) + шо(уо) - з.(lо_,),

что и

рассухдений

(5)

(6)

глс l-hо_,/(hr_2*hр_1), },l -l, О_' 
_unoj,, _ 

СОГЛаСНО

no""rny aЬр" v"n" уо' ""a"" 
о(уо) , 

"r(уо) 
+ а п, Поэ'о}rу и9

(5) и (6) .п.ду.r, urb 6.<t .;tyo_1) , 6,dr(lo_r) + uЪ, и зна-

в



чит пр}r dm(yp_l):0 спра!едлиsо н).l|(ное феравенGт"о d*r("o-1)ao.
Следовательно, достаточно исследозать слччай d"(yn_r)S 0.

Итак, пусть dr(lo_|) s О, а чиGло q пакоэо, что точка

ур_1 не iвлястся узлоt{ сплайна sо(х), но есть узел сплайна

вa+l(х). ТогАа найА!,тся сосеАние yзJъl уоlуо сплайна sо (t<) та-
КИе, ЧТО Уч s Ур-2 ' 'о-, ' 

yn < ур+| s yv, т.е сплайн вr(х)
на оrреэке (y,r,yrrl явrrr.тся линейной Функцисй. оrсоАа

"c(yr-t) ' I8q(yp-2) + t,Bo(yo), (7)

соrласно условияr. характсризации (З),и}rееrа 
"r(Yo-t) 

. c(yn_t),
но в силу правила построaния

= зq(yp_|) + Fq. Таким образоti,

B"(lo_r) . Bo(lo_,

8 результате из (6)-(8) получаев

6,d..t(lo_1) ! l,A +р,В,

где Д - sr(уa_r) _ sa(ro_r) - Бr, В. o(lo)

Б', An, """" dyr), u Si <v, инеен

и, следовательно, Е s О. Если к тоц/ r(е

то Д l О, и в итоге d"*t(yo_1) g О. KDo}re

сетки Aq+|, иrrеен с(уо_, )

)

-аq

рq
+ (8)

(9)

По('о ;q)

определениD велrlчинu

с(ч.) - в (ч.) 5-1 q,r
".(уо-2) ' о(уо-2
того, g случае уц - ур_2 иriееii Д - -Бо, "то 

таюIе приводит

к неравенству dr*t(yp_l) 5 О. 1l,оэто}rу i.olGo считать,что ,r, a

< yn_2. Докаrсrr, qtо при х е [lu,1_1l для j , q,q+l,...,0

вuпопнrется не9авенстао sr(х) i вa(х) + Бо. В calror,r деле, при

j - о оно очевидно. Предполоrиrr, что Bu(x) s ýq(x) + % для

некоторого v < о. Покаfей, что отсlода вUтек8ет нсрааенство

в,rr., (х) s вq(x) + Ъ. Дрйст9ительно, 9то ут9ерrАение очевиАно,

еслk эсе yмr сплайна Bu*r(x) пеп * е [yo,yp_t] со!паАаDт с

узлани сплайна Bu(x). tlycTb теперь уЕ е [lu,yo_| ] - узсл сплай-

на Bu.r(x),He являшlийс, узrюl4 сплайна Bu(x). Тогда, в соот -
!стствии с алrоритriом постро€ния сллайна Buar(x), в случае

оq
),
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sv*t(y.) * 9(yt) """"".u*t(ra) S Bu(y.), и поэто,tу s.,*r(х) S
ý Bu(K) при всех gначениях 

1 
€ [У,r,Уо-, J. Если ше sv+t (ra) =

а а(уa), то а(у.) 
= "r'ra, * rn ", слеiовател"rо, sчr,{*) S

S sп(х) + Бо при всдi т е [rrr,rn_, J . Тем Cэllb.l.,t докаэано тре-
буеное неравенство, из которого при * - Yp-l получаем А S о и

в итоге 6.dr*l(ro_1) S О, что и требовалось доказать.
полученное утверждение остается в силе и в случае, когда

yp_t - крайний узел сетки A*l. В caltoм Аеле, при эToltt из (ь)

*'i" no_,ur*l (ro_1) = o(yn) - 'r(yn_t). Так как .r(yp_l) =

= c(yo_t) и vзел yn_, построен ранее узла Yn, то "(Yp-l) >

: a(yn), а следоватеrrьно, d ,r(rn_t) s О. боснование алго -
ритна заверл€но.

Эбqективность алгоритr,iа обеспечttвается тем, что на какдом

illаге добавляется только один узел, который обязательно являет-
ся узло}l искоr{ого сплаt'lна. Алгоритl.tч. описанные в [3-5], не

предполага(,т зыполнения последнего утверждения, что приводит к

более иедленной их сходи..lости, а в [5], Kpol.ie того, и к нео6 -

ходииости задавать в некоторьaх узлах сетки иilтерпоJiяционные ус-
ловия.

Иллрстрацией работш премскенного здесь алгоритма }tогут

cflyж}lтb реэультатн следуш|их численных экспериr,tентов. Рассмот-

рим фу}.кции Fr(x) - ехр(х), Fr(к) - exp(-lOx), Еr(х) =

= Bin(TTx), Fо(х) - l/[t+IOO(x-o.S)2] i{ý отрезке [0,t ], кото -
рые использовались в качестве !4одельнýх при.qеров в [6]. 3ада -

дим серио равно!4ернuх сеток G количество}r узлов п - !0,20r50,

100,1000,10000. В кЁчестве сеточных данньiх будем исl,tо.гlьзовать

округленнне до k-rо знака после эапятой значения 9ункции F*(х)

в узлах сетки. Коридор в капдон узле сетки задается в sиде от-

резка е - lO-k, середи}lа которого проходит через заданно€ зна-

чение. Чегеа ai(x) обоэначии сплайн в вь.пуклоrl rrHolкecTBe (ре_

шение задачи (2)), а через Еr(х) - сплайн, интерполирупtiий се-

to



точн* даннЕ. Расчатg вчполнефg яа эвн IB0{ 386Dx в реr.иliс

двоЙноЙ точности.

В табл. l при!едено колllчестао узrюв сплайна в эуп)/клоra

raнor(ccTвe. чеri i.еншЕ оирина коридора, ?еи бlrль!еG qисrrо уалоэ
исходноlli сетки являртся инФориатиэнuни. oтхетиi,l, чlо при боль-
ших п число инФорвативнчх узлов относительно нaэелико: для n .
= 1000 число посltедних составляет 30-ц03, а для п - 10000

всего 5-1Jt. твкии обра9оr.r, налt цо четко вuраженнUй эФФект сна-
тия инФор}rации. 8 табл. 2-5 мя l(ашого значения D п9иаеденч

след/оцие вaличинt: отклонение сплайна зr(х) от Фуrtкци, Р,(х)
(первая строчка); оrклонение его производной (вторая строч-
ха)з отклонение проиаэодной интерполяционного сплайна j.(x)

Число узлоа смайна з.

Таблица l
(х) в кор.rдор. tлирину е . t0-k

ДахнUе R
Количество у9ловl п

10 2о 50 l00 t 000 l0000
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э2
68

l50
33l

l9
7\

l42
31Il
666
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30
78

|75
,93

1z
59

t ц5
э\э
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2

3
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5

l,
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20
2о

9
l2
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lб
35
9l|

!00
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l
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5
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р
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l00

l8
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2о5
ц72
970

F
ц

l
2
3
4
5
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t0
l0
l0
l0

10
l8
20
20
20

20
l2ll
308
620

l356



Т а бл и ц а
(х)

таблица
(х)

2

Погрgлность аппроксинации Функqrи Е

Поrрgлность апп9окси..ации Функции Е

,

е l !о

t0-l 0.g77
0.а2
0.82

0.068
0.17
l .ll

0
0
3
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8
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0
0
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0.lб

0
0
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9
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0.1l
0.1,|

0
0
0
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05!
06l

6 0.001
0.061
0.06l
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0-t
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0.22
9.0

l0

_ll 0.0
0.1
0.1

0l. 0
0
0

.0009

.05

.05

0.0002
0.025
0.0t5

0.000l
0.0l б
0.0l б

0.000l
0.022
0.097

0.0с005
0.0l5
1.0

l п

-5 0.0
0.1
0.1

03 9 0
0
0

.0009

.053

.053

0.000!ц
0.022
0.022

0.0000ц
0.0l l
0.0l l

0 - 0000l
0.0065
0.0l l

0.0000l
0.0067
0.099

l0
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Е l
05 05

пl 0

,

l2
-la

t 0
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3l0

001.5
l9
q9

l0

000t
l
l2
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0
0
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0
0

0
0
0

0
0
0

09l
32
32
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1ll

l
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,
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22
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0
0
9

0
0
l
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0
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.00l
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0
t
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0
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l
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Е
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0
0

0
l
9
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l
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.12
.94
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0.005
0.28

99. 9

0.05
1.1
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0.005
п.5,
9.9
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62

0.00t7
0.5
0.5

0.027
0.6
0.6

0.027
0.6
0.6

0.00!8
о.э7
0.]7

0 .0l
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0.63

0
0
0

t0000
0ll
t
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0
0
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0rt
,2
32

0
0
0
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.6
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0,0017
0.5
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а0
0
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00l
э2
32
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0ql
0qл

0
0
0

l2



l0

-ll0
0
l
l

09
l
t

0.05
0.87
ц.0

0.05
0.92
9.0

0
0
0

06
58
57

0.05
0.98

99. 0

0
0

999

05
98
0

-2l0
0.025
0.л8
0.48

920
0
0

00

э

0-0068
0. зl
0.qб

0.007l
0.28
l .02

0.005
0.3 |

9.7

0
0

99

005
зl
l

0.0005
0. 1ц

9.9

-зl0 l{ц
0
0
0

0l5

цц

0.0039
0.2z
0.22

0.00l5
0. l2
0. l2

0.001
0.1l
0.1l

0
0
0

l00
1ц

9ц

0
0
0

000
08l
08!

56 0.0002
0.0q8
0.0q8

0
0
0

000l
037
l

0.000l
0.0ql
1.0

l0-q
0.0l 5
0.4ll
0.4ц

0.003ц
0.2l
0.2l

l0-5
0. 0l5
0.4q
0.1.t|

0.00зl.
0.2l
0.2l

0
0
0

00
08
08
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l
1
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0.04l
0.0ц l

0
0
0
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0.1з
0l,

000l
tз

0.0
0.0
0.t
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т а бл и ц а l,

llогDещность аппроксихации бункции Еr(х)

Таблица
Ilогрещность аппроксиiации бункции Ро (х)

5

е
колйчестэо узлов, п

l0 20 50 l00 l000 10000

_l
|0

25
2
2

0
ь
6

0. l5
3.9
3.9

0.065
2.5z
4.6

05
l
7

0
2
9

05
t
0

0
ц

99
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Таблица 6
8репя вuчислafiия (сек) сплайна в вUпукrю}l iiнotiecтBe

k количество узлов. п
l000 2000 q 000 6000 800 0 l0000

2
э
l,

0.39
0.цц
0.49

0.7l
0.88
1.10

l .60
l .87
2.19

2.ц2
2.80
3.r5

3.30
э .19
ц.45

ц .06
ц .7э
5.6l

(третья строчка). ВUчисление отклонений пDои3водилось на рав-
ноriерной сетках, десятикратно загуцaннuх по сравненио с исход-

нur,iи. При этоri погреOrносtь произвоАной определялась топько на

отрезке }remy крайншtь узлахи сетки Б сплайна si(x). В табл. 6

приаедено врехя (в секундах), затраченно€ на вь|числение сплай-

на в эь.пуклоi{ нфоцеGrве ! коридоре щиринu е Е l0 -, k.2,3,4,
на серии равноr.ернчх сеток из п узлов Аля Фунхции siп(пх).чет-
ко прослеtивается линейная зависи.,lость от количесl9а узлов, а

скорость вччисrrеви, Tei. больUrе, че1,1 |лире коридор.

Блslодарр Ю.С.Волкова и В. Л. Ниро|дниченко за полезньЕ за-

..еqания.
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