
сплАf,нч r Ix прIлOrЕнrя
систGr.I)

&flуск l541995 rqА

уд( 5t 9.65
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о. С . 3авьяrюв

лоf, ивlерпоrlrqхи oбoфeнD.u}r}r х)6ическrй1r сплaйн.|lх ýn(x) Krrac-

сов Cl (эриитоrв интэрпопяq..r) и С2 (лaгр!нiзaa ..нтGDлолiцrя).

Как rзвGGтно []], дпя к16ичсскrх cмalнoa шэGGа С2 хс -
польgуотсr дaа предста!лениt з!сньaв смаfiнa: одно чaрез !на-
чaни, еl-о перaой проr.аaqдной цi a уалах сat{r, а !торос - чa-

реa 8нaчaни, вто9ой проO.3вqдно.1 }li, прхчGr. qдно поrllrчаеrсt lt!
другого }{ наобоgот. В обоих случаях r.нтGр.клrци, сaqвится к си-
cтalte л}rнrйнUх уразнсний с трсr(дхаго.lальной хатрицсй с диaго -
FтгпI!:

8 теор}rи обоаlЕннчх цfбхчзскrх сплаiноa трашцю.l}lо |.G-

пользуетс, предстaaлен.rе зlGньеa сплaйна, хд!цее от aо9,aул pr-
циональнIх сплай}.оa Шпета [l]. Его пDп€trсниa для aчраrcнt,
aорrrул сплайнs чaDа8 !нa(rGния !i, хaк mказано В.Л.l'lrраjшен:
ко [5], прraфиf к Gистсr.э урraненrй, фrrадrцзr GlоЛстaar.и

тaкой cxc?Cru для цfбlt{зскхх Gплаfiнов, fiо ]lGрсхqд f Ёal к aнa-
,aaнr'ra lli a обqЁl. случас iapytaeT с!оaстaa дlаrонaлDногlо прэ -
бладани, у ,aтрrlцU фоaоl GхстсaaU.

в!едaнис

Статья прqдолlаaт цикл работ [|r2] по ,э}lото{ноl х lUпук-
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aoa|orrrtax oarcнrrl. Глalнat трудностl 3aкraчaлilсь a эrборG сю-
бодншr параrrстроa сплайЁa, прr котоЁ|х al||ю,|t|.ял1,1сь бU нсобхо -
дrш ycrtoax, rпt кпостr, н! е о (So), i - оr....,If, поGлG

'.raaго

(' о)
пЕ лlнr:х.

TGr. нэ raэHGG, tcпоrlDlювalillё традrцrофноrо npcJlcтarnaн]l,
обобlaнriого спralнa .{ёT qдri нaлрстаток: при интэрполяциli

rладкхr {)t/н(цrl r обJtaс?rх l.x большх a-радl.еllтоa g!ено }lЁтGрtrо-

mqriсlюlо сплaйна при aarKcrpoaaнHof, сa?кз уэrюэ a предел€

прrблldаaтс, х лпiGlrой функцlи и aппроксиllиDуGт , Kpo}re Gа}rой

Ф/iкцхrr, TorlrKo aэ пaрaу! п9о..raqlнуэ. Пф{ зurукrrоt rнтсЕrолr-
qrи GGnGcTaaHHo стрGlФtтlc, l( aппроrссr+rации таrc и aторой про-

прGдrla|-aзхa, ,лaс5 l.тqдикa аоrrнt noalort]lтb ото дGлатl.
otia оgю.rне Ёa Hoalr( Оор.улaх oбodl.rrнoro сплаtнэ [6], прrr ко-
Tocolt laaнo смайна r пOaдaлa п9rблlп!Gтс, к хногочлефу aтороl

с"Gпgar. с пDш*llнtа.r a ocюaнort, lrэтqnrrxx pa6oтu [5] rrr по-

JUчaаa ЁGобхmrr* yc,rroara, aчпу(лос?]r сплalнa a a}rде с}aстar

llDaaэrrcтa. lъGrta ,To1,o докatI.Jтс, дaa тGорэril о лоGтaточrllх

услоa.riх, прqдсте]рirflI сllстэriaхrl parзHcтa и нaDaaсЁстa ,
прqдлlra!тс, cltocool rх palнrr.

тaоDa"rчaсххa рGaул5taru пр$l.|l.нI к чисто к)6rчаскir.

с|rлatноa, дr, юroPr.x aF]tоraнra Dэ!ул)taтI !.Л.&rрснrчзнrо [5,

7], к Kr{r+Bcns Gплalнl с Fпошrraлrl*a.r yarla.lx и 9!цlо -
нrлLl* с;rлratrf. [3J. хлшllэ пOо.rлrlст9rроaaио пфr aDaiи aJ-
,vt(rrr сrutaalэa уraaaliЁх ?]lltoa |to лrсrрaт!fll r.схqдl. лll.lý.
lh?эDltоrrцl, aлaд.arх овrц* буFт п!a0,|a"фl аDугоt pa6oru.

В рбсrэ [5], r частностl, Gaорrулrrроaaна 
'aдrча 

arпуrrtоi
П9СДЛфЁa i{aтqrlкa эс рGrcнr, и нrlдaно qдно !.а

!rслоa.r, a..n!/rrlocтlt lla от!Еrк€,r.G. ýё(r) u О

, TaKrc оlaа9aaотс, ll.tortllcнHB{.i м, ,rобlх !чпукrIх исхqд-
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А!тоD Фl.rоаa9aн l. В.6оrда{оfу, проlGDra.Еху aul(rtaдкх r.

rrост9ои!Ёеl.у графrкr. Его gal€tlаl.и, спосdстaоaаrlи cyqpc?aGн -
Hor.y улу|laнип DаботU.

ý!. Hoaar Фоо..улa ,нтэ9ftоляцlонriоiо обофэнюlо сплalна

сеткой уаr!о! Дt a-fo<... <rш-Ьсlаra}r}rhi - ri+r- xi.
3вено сплайна н! отрGакэ [ri,ri+1] laпliсI.aaтсi з rlдэ [6]з

sc(r) - fi+lt + fl(l-t) + bl{citФi(t) - t2] +

a
+ r,i[ir(t) - (|-t)'] + B.t(!-t)}, (l)

где t - (r-rr)/h1, o*(t),qlg1 е c2[o,1l - ба!оrЕ Ф!,нкцrlr,

Рaсснaтри!a!тG, обоqGннrЕ спrьйнr. нa отрсзке [r,b] с

содврцqхе с,aобqдr.lэ пaрal€тЁa. Фrи пqдчшrэтсi огрaнt.|aaнri..

сзтrl, ýl(xr) . Hj, j - i,i+!, .

or(r) - q(о) - r, ,l")tol - n{",,, . о, r - o,I,t, (2в)

oi(r) > 2, d(o) < _2, (26)

oi(l) > о, 9i(o) > о. (2.)

Прtr огDlttrчэнrrrх (2э) rчrолиптсl услоrrrr rfiтс9поrtrцl,

ýc(rj) . fj, j - i,i+l. проrarолDнrб поGтоrЁнЕ опредЁrlЕтс,

и8 уGлоaий нЁпреЁla}Oостr aто9оfi проaasaопноt смаlнa r !rалах

ci . {2Hi + [ii(o) - z]Ht+l + 2Ё(o)!t}/2Ai,

Di - t[oitl) - 2]Hl+ дti+I+ fui(l)Еr}/2дi,
rпЁ прaлполaraaтс,

дi .+9i(l)ft(o) - oi(l) - 9i(o) > О.

(3,

(4)
:,]

Пcrtdt}art,a оболнrrrэнrrl :

cr.tol(ll -zta]l, pi--tti(o) +stа;', l
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i

et . cigi(o) - l, oi - piФi(l) _ t. } ''
0ч..rцно, в сшу (26) и (l) ci > 0, 9. > 0.
Услоaиi Hcп9cplariocт.l пврrой проrraqпrrой сплalна ! у9лах

сеткиrsf,(х.{) . si(хrЮ), даот lrра!нGнri!

gi{oi_tui_t. tt{or_,+ r)- аr_,Iш,+ pi_lEi_l} .

+ rr(t!o.+ l)- pihi.+ Blrri11+ oiвi} - 6| , (6)

i - l,....n-l.
i}a.cr .GполLзозaнl обоlначэния l r, . Ьr(Ьr_, + br)-l,

ul. l- l. . бi,l/z- (f.+!- fi)h;!, бf- (6r.,72- бi_t/z)ftt_t.

-l+ hr) - пaрaЕ 1r !тоЁrе рaздспaннtlе рrа|iости соотвaтстaэнно.

YDaBHcHrl, (6) иrсот тацr! lG структуру, как t соотaетс? -
!]/цхG ураaнениi мя кубrrчесхих сплайфоз lЭlrс точностlо до эе-

личиl. Bi_|, В.. ЧrобI нс и8riaнrть cTDoGHlli уDаaвений, полоrиlr

Е, - urН, . "r"r*,, (7)

гдa ui, vi - с!ободЁЕ па9аr.aтрU a допопненrе к TaKocrrrr з ба-

3o!Ix Оункциrх. 0нl. car3aнU соотЁqrcвиrraи

,r*"t.-} (s)

тоrда ураaнэни, (6) приводятся х зrrду:

"i i-l * 
"iЧ 

* biнirt ' di, i'l"",!-l, (9)

гдa

bt. ri[gi+ (бr)tl. ci- чl[с*_,+ (cu),_,I

...t-b._"r,

ч-oi.

(loa)

(l06)

(lф)

l8



К )rpaBнeнlrli (9) добазлптсl yDalxcrrrr,, пороlда€хUс грa-
нrчнпl. услоlllяхlt l tадачa хнтэрrlоrlrцхи.

Граничнrc условr, T}rra I,
нaния:

lдс

SЁ(Ii) . fi, i.О,П, даOт уDаl-

t}too* l1- вolxo+ 9oшl+ "д 
. .:,

qtt_t n_l. ttc,r_,* r)- ап_l]\} ош_rh_r - бi,

rАс 6: - (6u2- f;)h;l, ofr. tц - o*_,lr){'],.

[lодста.ля, сода зrраrэнrя Во, \_t "" 
(7) l учитпая (8),

пол}rчаей гDа}iичнr€ уDаlнениi laцаl

дн +blt-.d.о о о | о-

ЧJ!-l '1ilh - +,

а - с2.'о'*-ьо,ь -в

(l|)

(l2)

l]ш

(l з)

ГранхчнlЕ услозиr тlпа II, Sё(ri) . fi, i-О,Ш,
ypraнaнxi (l l) с кооt0Фициентаrrи;

+ (ov)

сш'\-t' (рц)ш-l, 
"п'* - "*, Ч, ' Oi.

Ьо-"ш-О, .".\.*,

do-с2- 1"72, с"-{-r;lz.
В otiGи случaз лrнafiнUх rранtчнчх услоa]d a урaaнaнrrх

(tl) кооl!i!..цliзнтr aol ful Ьо, сш srarcrт от парахэтроз баювчх

aункцrt подооrо Фо9r.улs.. (l2). Будеr }tоDt иро.ать rх тaк,чтобч
!l.o*bo'i, \*fo'T,auполнlлrgь pafCHCTa8
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Prraxc?aa (8), lсполrrоrяrЕ пр.r ar..qдG урsaнGlrхt (9) и
(l |), обGспaчrarот a нrх 6aл&|с по aторaaх проrr!шнs

+bt+c..r/2,a 6?.
(9) сиuэ 1pl ll5, j - i-|,1,1+l, слзrа

E"<crl2, | е [rr-,,lr.,l, д'lr
нспрaрal.но д]rФOерaнqхруаlёх Фун(qиf,. Услоara балaltсa aшюrtнi -
зтG, I м, |-раt{rчнtх услосиЛ. }тот 0ект поarоrlrэт обсGпGчraатa
прrблlfiзнr.е a уsлaх aтом произ!оддой хн?Gрполируеr.ой о}rнкции

aтороf, проиlaодхоfl спл!йнa.

Вrrснц, a ка{оa оlноfснl.rl исполraусrrос пalсдстa!лснraе

crиatHa (l) находrтG, к трaдиц].онноr.у прсдстаaJtсниD (сн., на-

приrrср, It,2])

, |,6о .
зстr а.+l

ýa{r) . tr.,t + f.(l-t) . hi(tt[pt(t) - tl ,

+ firlur(t) - t + t]),

.л. t,, i, - K.H.TIHTI.

Bunclrш., когда (! ) и (tlr) ,aлптс, лlJl Plrнstr
лaнили qO{ого х того rG rнтсDrtоrlrцюнюrо сплalнэ

,то parHIG сплайнl?

Если это один х то, з сплaйн, т.э.

( l4)

и коrдl

ýn{r) . Batx), то

, ц. ш (1) |1доlшrо бrть f,, . из, 5 . i. i+t. fuчrcлrя f,.
(t4), fiaxqдlr}r

Eioi(tl . hr[croi(l) - 2(ci + р. + B1)I,

Бrli<ol . hi[Diti(o) - z(ci. Dl + Bi)].

Пqдсlе.лr' отсоА. .IраrGни' м, Er, frr r (l4). lшrучээrr

ý"tr). g.1"1 - zb|<c, + Dl + Bi)дi(t),

At(c) . Фt(t)-t ,l (t)- l+t

Фi(l) gi(o)
B(l-t). ( l5)z

rдG

6)



Р.зaнстrо ýn{l) - s"{x) aоаlfrво f дЕух случaях:

l) с. + D. + в.-О. Это, э сшу (3), (7), сзодится к ра -

венстэаrr o'j(|)[t + чr9i(о) ]Hi + 9;(o)[l + viФ'i(l)]Hi+l . О, i-
- 0r...rF-l. систеr.а ,аких раaенстэ, воо&€ гоaоря | не соaхаст-

на с с.{стеrtой (9).(ll). не удаетс, ее вuполнtтl х за сч€т !u-
бора параветро! uirvi так, чтобч обрацались э н),ль хоgDФl.ql.r -
CHTI прr,| Шi, Шi*l, ибо при этон нэлlзя qвrlolper.aHнo al.пол-

нить (4) и (8).

2) дi(t) . о. в силу (2э),lз (l5) иЕ.х дlr) (о) - n[')<'l.
. О, r. О,2. Согласно (s)rAi(o) - О,, Дi(l) - pi. 0чсв.rдно,

еслu баsовuе Фчнхцuч пахоаа, чпо pi , oi ,0 Дil(t) ,
- о. по д,(t1 - 9 и (r) и (t4) супа преОспавлехuя оd-
хо2о u поео ,е сплаЙ|а.

Приraроl4 таких базоаUх Оунl(ций яaляотс, Функции кtбrче -

ских сплайно! (crr. ýl, Фор+rупr (q8)), дru KoToprx (t) и (ll)
рaltrосильнu, что соот!этGт!)/ет и!!естноr.у Факту [3, с.99]. Дпr

сплайноl, расGrФтрaнпх в ý5,6, Дi(t) . О TortbKo н8 Hcкoтoptlx

нногообразrrях a пDост9aнствс сaобqднч параtстроa.

в зaклэчGнlia пaрaграФa DaссютDиl. предельнUе Форяуп о6-

обцэнноrо сплайна пр.r frоr|ьfих Фi(l), li(o) з преяпоrrошнrх,

что llатрrца сrстеý (9),(!t) с диагональЁlD. п9cоблaдaниеr.,

т.а. ri - .r-lb*1-1o1l ) 0. Ранее такой аналr8 бuл проАёлав

дпr рациональнчх Gплaйноa a трrдицlrонно.. их прсдстаэлевиrr [1,
с. t9l ].

Будеrr счиlаrь, что, как lr . t3], oi(t)- ottoitllJl/2) ,

-Фi(о) - octti<otlU2l. ТогАr иа (5) п.еGЁ пр.дзлilit аЁ.чGн]l,

oi . Bi - О, pi - oi - -l, а х, (l0) bt . -llvl, ci 'aiui_t.
значrт, r. -*. ui[ui_l -|ur_, lI + arl[vi - |vi|I > о. В част-

ности, э?о гaрантиDоaaно, .an, tsiui_l * rior > -i .

2l



Ilaэспш оцaнхa кtбхчGскоf, }roDara lGKTopa рэfaниi Gr.GтGld
[з, с. ззtI: [ х [s 1x|c!|/r, - r.

1{g (3), (7) нэходlr

lci| s fi(o)t, + 2(lц.l . |vil)Ir/2дi,

lDil s 9i(I)tl + 2(lцil + l"rlllrlъr.
т.к как А, - - как оЧ(l)gi(О)),то . прq|элэ lc,l - |вr| - о.

(БDq8rсD к Фо9..ув (|), r+rccx 
"а [rirri*|l

,
ýn(r)- fi*lt + f.(|-t) + hi (uiнt + vlнi+t)t(l-t).

crcTcrt! х.ра.енст. tsiot_l * r,v. > -ll4, i . о,...,ш, l рa_

rcHcTr (8) a{.Gзт 9аlэн]tс. В Gaxor дGrrе, rrcкIэr{!, из нзрaaaнстa

vi ил.r чl с пфlqьD .(8) , получrзrr

цi(чi_t оф r лr,ч, - Iр, i -о,...,Ш,
,п'

ut("i_l .Др. rr{",,}l, i -о,...,ш.

тепGрь достa7очно arбираr5 qдну иt

{ur} или {vr} a,соотaaтстaии с a|оr!учaн,llrи нэр!aвнстaа,..l , !
aтор!,э .Iч}.сmть соглаGно (8) r цслr будGт дост]rгЁ!rta.

От-алr, ecau 9i(l) - -, 9i(o) " u crnoaцaanlc, ri> О

ч (6) аrл .сеа L оёноарздснNо, mо ýG(r) , ý2(х) йaре-

,оОuп с параболччесхuП салаах tласса С| -

ý2. Слсстaоaанrra ]r aдrнстaзнностl 1lЁтерпоrlrцllонЁоrо

обобlGнюго сплslна

иссrlGдоlsнrG aaдGтg, с исполL8озанtlct лацшt 8.Л.}lирони -
чэнко [5], (oтopr, прr*нrтGль}к) к да.lноlу случ€a !!учит тaк|

лЕ}оц t [5l. луспD lсоэ66uцuеNпа сuспела (9),(ll).
уёовлепворяылl а слоаuад

.о ) О, Ьо < roBr/(b, + сr). (lбl)

22



Дl > О, blEb. сrЭО, rt> Ь, + ci. l - t....,n-t, (166)

ъ> o, fo< 1_,1/(\_, + с*_,). (Ifu)

Еслu

d, ЭО, i. О,...,Ш, (t7)

do - bodl/al z О, (l8a)

d1 - bid1.1/a1.1 - crdr-,/ar-, Z О, i ' t,....Ш-l, (l8б)

Ъ - frdш_l/tш_l: о, (r8B)

по счспед4 (9), (rr) раэрвuчда u

Mi:o, i.о,...,ш. (l9)

счспе а (9), ( !l) чдееп речвнче Hi 
= 

о, i - o,...,ll,
еслu ?Haxll б (J7), (l8) uэдеNвNа па пропuоополоrьае.

8 [5] покасэно, что мi с)пэсrэоэанli, и единстil€иноGти Еr?-

UGliиi сlrсrзнt (9),(tl) достаточно !uполне}iи, усrювlrй (16), ко-
торче предста!лrрт собоfi достаточ{lе !.слоiия .lев9рq(ден}lссти

трехд}.аrональной хатрrцU - кр}.тa9ий ддацара [3, c.333J, хо с
ltзlGнaннчl.и гDаничнчйl. нGра!енс?tаraи.

соглrсно (106), чтобч aкlолнrл..сD (t66), долшrо бчть,кро-
}re bta О, с, Z О такrе bi. "i < l/4, а, > l/4. Так к.к
li * pi - l то послGднtе нgрlaенстaa достаточrtо ,araefirlтb нa не_

раlaнетaа

os bi < 
'\i/4, 

os с, < trrlA, i - l,...,Ш-I. (2О)

В (lбс),(lбв) Еа.€яrGх rо, аl| череs Ьо, 1 и п(цt!,ч.еi

Ьо < B1l сц < ац_1. (2О.)

,аrк, еслч вdполNлылся нераовNспва (20), (20а )rло
цхперполяцuоххd обобценlаf, еплайх суцесп€Uеп u edut-
спсara.
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Послс рзtсния c.rc?er{u (9),(l!) оорrrулу обобrcн|iого Gплаl-
fiа получаев rэ (l),(3),(7). Предзаритэлtно lr.дGrr обо!нr,.ени,

U.' l +цiOi(о), vi. l +v.ot|(|).

Иа этих Оорrtliл GлGд!rст, чtо

чi , (Ui-l)/ фii(о), vi . (vi-l)/oi(r), (2l)
и соглaсно (8)

urdi(l) + viq(o). -дi, i. o,...,ш-l. (22,

сорцrла сплайнr и.aGт arц;

sc(x) . fi+It + fi(t-t) + bltorttlrr* + ri(t)Mi+1l, (2з)

i . о,.,.,ш-l,
гдс a обlЁх Gлучае

о. (t) . a]t 1ц,lrrtt)-t2I-ч,[ 9i (t}.(l-t)2] }+чit ( l-t),

ti(E) . -Фi(l) - } t{l-t).

Если з (l5) Дr(t) . 6, то, исхrтч8я иэ Фr(t)r напрххер vi,
с по.aqlьD (22), попучaarr

(24)

(2|a. )

Ф (t) - l+t
oi(t) .

чi(о)
(t)-t

пl
(t)

Фi( l)

т.е. Форйул.. ! (l4).
тЕl)rдностD !аклOчаaтс, в taкol aадании сaободнчх пара}.ет -

роa сплайi!, чтобr. зffiолнrлась c}lcтer.a нср.вGнgтв (20),(20а).

0Ёr !хqдrт a HGc сrlойнп. обрsзФ. чgре8 lcrrичинla ai, birci со-
rл.сю (t0a), (t06) и гранlчнrх соо?ншфrй, непрr+rар, ('l2),
(l3). в этой сarrи предстаaлrзтсr qслссообразнРi рaсtGпх?l !a-
аaчу raк, чтобtt нахоr,qзнrrс парa}€?Dо!, !ходilих l Garoarr Функ-
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ции, отдслить от пар!.{етроa цi, vi, rл}. Ui,vi. 3то будст

особенно эайно при поGтросних вшJ/клого сплsйнa, гдa к (20),
(20а) добавrтсr неравGнстaа - усrювия з!.пукr!ости, ! первуD оче-

редь, (l8).
06рацаясь к He,}aвeнcтlal (20),(20а), вaaдGr.. кaк это час-

то дела€тс, при pe]Cнrll cltcт..a нaравснств, дополнительнuе пе-

рвхеннre bo,...,bn_1l c1l...lco. Норпируеr{ их так: Бi. bi/li,
Е* - c,/rri, гдс 1,o - F,. - l.

тогда из (20) поrrучаеrr

оsЪ. < I/4, os;. < ll4, i.l,...,t|-I. (25)1-1

Учитrr!ая, что для этих иrtдaксов "i ' i, 8ахеняеr. (20а) бо-

лее сильнчпи нер5венств8вl.

-1-1Ьо S i. "ш 
S i. (25а)

В силу (5),(l0a),(t2),(2l) аля сплаl..о! с rраничн$.и ус -
mtlяraи типа I r, xo 3aп1iсaть

oiv. + t.-ЧФi('), (26а)

piU. + t l ai+t9i(o), (266)

i - о,.. .,t{-I .

3дссь з дополнgни€ к (25а) поrюr(вно -ьо r о, ;, : о. в об-

rFх случаa rраничнt l условrй aupareнrr Ьо и сш }югут фlтr са-

r.s.rr различнtхи r Форr.уrru (26а) при i.0 и (266) при i - ш-l ,

!ообqс госоря, будут друrихи. В сл)rчас грэничнuх условий тrпа

II (l3), гАс ьо. с , о, , таких фор.iул ю-пDост]l н.т. но.
9To}r ософ+a случаa aar aправе !вести ноalaе нaизвaстнвс

оSБ)<-, oS{.- (25б)

и добэвитr ! (26) н?доста!qrе Ооя.улu. В дальнейUGr. рaссr.rтр}.-

вaотся толLка тахие GлJ/чa.l гDанrчнlх )rслоaкй, коrдa (26) су -
lEciayoт дrl, всех }iндЁхGоr i.
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aoвUx 0ункций

Kpoilв тоrо, p!rl, ooKpаrlgн.ri излdсниt r 6!iдGl п]цхихать оr-
рэнrчеiия (25) длr всэх .|цсt<Gоl фа ,скrэ|aенrr. Но чхтаrель

доr эн llo.iнll?l о ao!r.oп{ocтl. DaсJирсния услозll для -Ьо, .-
(Z5a) , Б', { tZЯl. Пqвчсркней TаKx.r что (26) при KaK-ro,

Бi, Ei*' саАаот GooTHoJeH.lt ,iGlAy параrGтраr., ба-
и t€личlнахх U'. Vi, и звед.r"с , { "r*.к "с

кlcaстся урэsнGний (ll).
Jlэлсс мя данноrо индекса i paccrraTprrraeTcr д!а сrччаi.
а) pi - oi . 0. кal( напри..ср. мя 6ýзоэrх Оункцхй кубиче-

ских сплайноз (ý4). из (26) поrrучаеr

БiФi(,) - t, (27а)

Е1.,Фi(О) , t. (276)

i € {о,.. .,ш-l ).

3арсь Gоlл.сно (2r) необходиr.о, чrобI Б, > о, Еr*, > о.

Тогда (25) и (27) обеспсl.иaaот !цпоrtнэниэ !,сло.ий (q). 0тпсти,i,

что для параrr.троз Б;, { (256) дост.точво, чтобrr О < Б! +

tЕ,.*,о<Б*_,.i;<t
laak, в Оаннол случае е16орол паралепров базовав

Фунхцuа и Бr, Е, оля uвоехса i 8аrхо уdовлепеорuпь

чепuре равенспба; pl, oi- О, (27) ч 1lвпарё наравенсп-

dа (25) a

6) pi i О, о, i О. Бчязrr обоаначатD

Гlоrl, toi(l) - Фi(l) + l,

GtOr] ,++i(o) +0i(o) + l

и в дополнGн1lЕ к (2) прaдrюлаrаtь

E[ott ео, G[v.I е о.

(28)
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ЛЕНМ z. Спраееёлцеа поrОеспва

oi(t) - оrа, - t'j(О)ltФil, (ЗОа)

Фi(о) - оiдi - oi(l)c[91l; (зоб)

Ai(eic[Фi] + о.) . -фi(о) (г[Фi]с[,xi l - t), (3ls)

аr(оrr(о,l + pi) - -rpi(l)(E[(pi]G[фi] - l). (З16)

ДOКАЗАТШЬСТВ0. РааенGт!а (30) пооrеряотся подGтаю.кой .
них вцраrсний (4),(5) и (38r. Раrснgтва (3t) п9о!ерптсi пqд -
становкой в их ле!Iе части р.д., о.д. в (30).

искrDч]rх 1з (26) Ui, vi с поiqlьо (22). lЬлуч!Gr.

сiФi(|) + eiti(o) -pioiAi . о'j(l)Ф'.'(о)(Б.рi * Eirtoi) . (32)

Приl{ёнrя к ле!ой чаGти (32) толдaстlа
(30а) и (]ta) }rли (306) и (3lб) юлучае}.

в[оr]с[фi] - l + Аi(Бtрl * Ei*toi) -о, i€ (О,...,Ц-t). (З3)

8r.пол.lGн}iа (33) r отличlс от (27) нс iаDафтr9)/Gт .Dполнa-

нх, условrrй (Ц). В Teopa}rax ý3 oHrr прсдrrолагaоrc, llпоr!fiзннl-
}ill, Ёо пр! прaктllчaско.i ]rспопDtоaaни]. TGo9C.. оalи alстlrпaaт Kat

доilолtrтсльнчэ услоlll.
Nfaх, в dапNод с,tlччае асбород парахепров базова8

Фаххцuа u Бi, ;i.l dл8 uxoercca i r.аrr.о |JОоваепоо-
рuпь ооно равенспао (33) ч пяла ,.ерааеlсmв (4),(25).

по9rдок работr по поGтроGнllэ riтевюltlц}lо+l}lоrо сплalнa з

обо.{х сцrчaях сrtGду]trfi | ,) эaаJтс, пsраl€трý| 6asofrx 0унк -
цrd тaк. чrобr. agrоJtнrл}.сь yкaaaнHta рaзaalстaа и н€рaaэ}tстaa;

6) rзличпrч Ui,vl нахоАятс, ил (26). В частноr. случaG, pi -
. ot 'oroill aaAlDтcr пDохaaоль..о, л.rrD бr
(22), Если дt(t) - о. то ношiо rюлrgо..тьG, Форr.ул.lir (2qa) ,

гдG он1r }rэ (ИгурlрtDr. Вслrч]+u цlrvl .rчrслrrс, ra (2t);

r) pcr*Tcr сlстсrе (9),(ll) и нахqдlте, tнaчGнr, lli, i .
. оr...rх: г) знlчсния сппайна вччrlслiDтс, по Фор..улrr (23).



ý3. llостаточнrc уG.rюaи, auпукr!оGтr rкт.рполrцliонного

сплайна

пусть исхqднuе аанн* вr,пуклI .нrз (iвэDх), т.с. 6? a о1 ' -l(6;s о), i . о,...,п. Трсбустея ре|лить два вопроса: l) ка-
KoBr необхqдивuс tслови, !Uпуклост1,1 сплайна a 

'ерraинах 
. ,

прrt ка|(их ограничевlях на ба3овre Функции orrr. вьполфiотся?
2) Какоэr достаточнIе условиr agпуклоЕти на отрсзке [а,Ь] ,
к)к raoxнo !шполнить их?

l. oчеa|rдна

лЕннд 3. \rпоба спла н бал вап!цлад aNuэ, п.с.
si(x) 2 о ,ra [alb], необаоOuдо, чпо6

i. z о, еслч с! > о, re (l,...,п-l}, t] z о, ofr Ё о, (иа)
,

Шi-l. Шi. Шi.t. 0,сслt 6; - о, i€ {l,..,,t1-1}. (з46)

Для сплааха, €dпакло2о ооерз, sf,(x) З О, Еtзаtсч не-
равенспв о (З4а) дехярпlся на пропч€ополоххае.

06рат.Ф.ся к нGра.aнст.ав (l7),(l8) rrero,ru l.

'|Сильнrй" aариант леr.,ll l, r.е. Шi > 0, i - 0,...,l|, по-
лучастся, если эсе di > О. Еслr.r пDи однф. j е {О,...,N) d. -
. ,; - О, то согласно (l8) доrrrно бUть bj . cj . О. И9 (9)

lлeet н. - о и систgraа р5спадастся на дaе сисtсвц тtпа сrстс-
цJ (9),(1|) пDи i.0l...,j-l и i. j+l ,...,ll, мя KoTopilx.U-
полняalс, сильнUй aариант ,rснrl l. 3н9чит, 5lслозия (J4б) rr-
полненч буть не iогут. ИсклDченх€ сост!вляет тривиальнчй сл)a -
чrй d. . 0, шi - 0, i . 0,.,..ш.

В глsвно.r случае di > О, i - l,...,l1-1, т.е. исходнuе rвн-
Hre Gт9ого !шуклу !ни9, do: О, dш 2 О, причен раз€нстaэ aоa-

r.orнu, если только Ьо S О, с* S О. 3д€сь }.а необхоАх}rIх ус -
,юаий вIпуклости Dеалиауотсi только (34а).

llqАобнIе Dассу|Асниi спрaaсмиll и при зrпукr' х aaсрх }rg-

ходнrlr( дaнчlх.
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}Ъравснства (l8б) вчполнштся, еслl

pidi z

Сода доба.ляотсi (l8a) и (l8a)

(ь

ь.d.
I. d. t l-::.l_lr' ai*l '

с. d. -,. 1-1
;-.,l.-1

ý:

i. |,...,ш-I. (35)

)о +
(h)A-l

(З5а)

(36а)

( збб)

(36r)

d
d ,

"l "ш- r

где (z)* - Dsr(O,z).
Учrтlt., (20), и, (35),(35а) пол]rчаэrr пр)r обо!наченtrх

ni - di.t/dl

} sn.=
I

1

о

о

сFьL

(ь
о +

"irt
z _ л.f,. - ui;t

l_
7-^i + l+l - pi+!Ci+lь

S nrS
ьl

(оп).
т--..-:--.--
i-\-I\-r-uп-lfo-l

i - l l.. .,П-2,

\-lS "ш

\-
3нэки r (36) сохр..ifiтс,, дalс сслrr r (17), (l8) lr, 8на -

чlт, з (35) a сд/час ar:п}rхлIх aвaDх исходнчх aaHHIl оlи и!rc -
HCHI нa проти!оrlоr!оIнllс.

нэDaacнстaа (16) зшисанu м, л!бrх гоaнllчнIх услоarй. В

случае услоlий тmа I сл€дуеl ,зэllcЁrть (Ьо|- Бо, ("ш). - 
"ш,

"о-*-Т", .r- *-ъ. Дrя усло.ий 'rta II Ьо - 
"ш 

- О,

I

"о 
. .ш . i. Отсмв пр..ое нGgа.энстrа r (36а) и лаrоз r (Jбa)

ataпол{r!тсr.

cлecтaoaaнrt. рЕ|tGнх' систсr.ч riзрaaaнGta (36) отЁосхтaлD-

оqGallдrо. ,llocт!To,{.o ,aв?rtтr , что пD].
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. Ф,*) + - r,\- urЕ* > }. пooro..r прr ч - t соотэGтGта5D -

цlе ,lэра!енст!a ýtполня!тG, пDrr ,!6r.x лопrстихrх \rЕr. При

п. ( l достаточ"о .""r. Ei*1 S п./4, а при ni > l

ваrть -bS } ni. I это не едrнстlGllна, lo!мфltocтb,

доGraточно

Неудобстэо иGпользованl, нерэз€нстз (J6) gак.mчастсл э нс-
о6r(од}rости arraтr при рсlениll лGзtlх }€рaзGнстЕ аначенlс Еr, за-
aисiрa от дaннrх цt п9едчд!/rрr эlэнс сплайнэ, а при р€taнllи
np""* - Бi.l, rаЕисяlGс ot дaннlo( }la ]lоGлGдlrЕlGх аrGнэ. Кро..a

того, (36) - э"о TorrDKo Heoбxqд}iuG )rслоarя alпуклостt. К Htrr

будут добавлrтьс, Hcprвaнcrвa, свrзаннtЕ с достaточнпrи усло -
виrr.i .uпуклости на [аrЬ], такх€ содер|a{иG пaрaютрI Бt,Т*.,.

ПроблG}. нс.о!нlrкаGт, если эсa пl s l или всс пl > l. В

пaрaоi. GлучaG рсtrаDтся лGaaac нзразGвстaа (]6) и к хиrr Мa!лtо-
qrrcся a прв{о}t порrдкa зоарастаниr и..дaксоa i rr находятся Б1,

Еrar.8о rтояо". Gлучaa процaсс о9ганr!уarся | oбpaтr.oil порrАкс.

в oбqэrr случaG,iоlно прGмоlrтr a к!,{сстзз al|нуrдвньой Hapr т!-
кой порrдок нaхопдGнri п"рБi, Eit1. Снaчaлa a пряк}r порrдrе

раGсватриaаa?с, ,tсaчG нзр8!Gнст!а, у Koтo9rx лi 
= 

l. Есл}r

nj_l S l, то получаa}.оa Е, у"rтr.аст." ха j-lr шге,еслrr толь-

ю nj S t. Если п;_1 > l, то 1!оr!аrае?с, 1 . }, что чсши -

заст j-c }lGpalcнcтao. fiерsaa}rстaa, !/ Koтopt|x пi > !, paccraт -
ФaaaDTGl a обоaтно.. порrдхa, прхч€r. теперь пш рG!энrи прtarх

xepaaGнcTa !iч.{тuaaотся прGrluд!пиз Бrar. ltmro пDоaэсти aторlm

,тзDrцn по данной пDоцGдуре.

2. Слсдуцxй шr состоит з обзспсчсниl дрстаточнlх усю -
aхй alпуклостlr на [а,Ы.

Дrt, стого, кaк х a [1,2t. будGr прэдmлaгlfD r что 6aaоaЕ

Оункцхи iaлiотс, обоернх$rи смrйнar,rи кл*сg 0' н, c.Еткэ 6:

о. Gо=... s.t S... S.о, l, ц: r. Фi(t), li(t) €

е сЗt1,1.,!, L - o,...,B-l. npr это.

зо



,[')t.l а о, 1-11'9{')1.1 2 о, r - бlз. (з7)

lз (23) поrrуt асн

sЁ(:) . Oi(t)Hi + Yl,|(t)lii11, (зs)

псlчсl ol(l) . Ч(о) . о, cj(o) . vi(l) . l.
В Gл!.час ц6rчGGких сплайно! ý"(l), посоцдвrrх баrозsrи

Фt хкчrяl.И 9i(G) - tЕ, 9i(t) - (r-в)8,rc Форнулsli (24r) нахадrrrr

_llai(t) . - Ё_t(l-t)(2-t), li(t) . - * t(l-t)(l+t).
Это иаа.стнчс Фовrулr [3,с. 99]. lto (38) з это.. случ.с слвдiсt

ýi(x), lt* + (Mt+l - }!i)t.

т.с. ýi(x) r5юпошiо иllGнiaтс, от йi Ао xi+l, о6€сп€чra.я
al.пуклость спл!йнa.

Согласно (2r.) 0'(t) + lJ(t) . l l в (38) поrцlча.х ва

Iri,.1*1I

sё(r) - ut . 01.1 - Hr)Ч(t), (з9)

rАэ

?I(t) . _{UiФi(t) + v.[vi(o) - {ri(t)l} /Ar. (4о)

В обlзк случrе 9ункqия S|(x) будст rонотонноfi,еслl vi(t)
будэт }roнoтol{Ho rоаDасtrцей. Так как gогласно (37) oi(B) ,
{(о)
ri(t)

- tl(t) iaляотс, lloнoтoн|lo aоgрaсташl}.rФr Функциrr.rr, то .r

обладает эт]л сзойстэоi. всли UrS О, vts О.

тЕOРЕlЦ t. Дая поео, чйобu чNперполяцчон|dа обоб -
цеNхча спла ,н бuл вппчклал внuэ, s[(l) l О (вовр8,
s[(r) S О) ха [r,b] , 0оспапоllно, uпоба dllя чнdеtсов
i € (o,....t1-1} вчполнялuсь (36) u оOца uэ ерUпп ас-
ловut:

а) oi , о, , О; (27);

6) pi i о, oi l0; (33),

зl



oi[bi Фi(l) - r] s о, (4ta)

ei[;i+l0i(o) - l] sо. (416)

ДШВАТЕЛЬСТ80. Случай "а" очс.}rдGн. Рав.нGт!а (27),о6.с-

пaчиaац!е cytccтaoaaн..C rr еди}lсt!снность сплэйха при oi- oi -
. 0, не налэгаот оrраничений на U., vi. послеАн.ra вrбирартся

проиэaольнц.1l нGaопоцительнUrit,l числаяl,a,!rдоaлеt!оряпrr+rи (22).

В случав |бl| раaaнстза (33) суть усло!иt со!r.ёсtностх ра-

вснств (22),(26). поэтоr.у U., v. l.оцно вr.rислятr хэ (26):
11

ur, o]ltir",tt<o)-|], v., o]ltБroicrl-rl . (42)

согласно (4l) oBr веполоrитсльнч, T.opcr.a докagанs.

llл, популrрйuх на пракrике rrцоa базоаIх Фtнхций t слозия
,Goperн .G уАrстс, auполнить при шлIх Б, {6олar"" ni) и rалrх
;it1 (""* tr). 0стается строиrь !нпукл<!с a.GHo Gплaflrrа, ког-

дэ f(t) нG ,!лraтс, хо.{оrонхоl Функцией.l
l|апо.нrн, чтоrcоrласно (37), BToprc проиraоднче ба!оaUх

Оункцrl нGотрlqаraльнu на [0,1l. буден далGG поqд]юлаr!ть, ч?о

он}a !упукл!a a."о. Тоrда Gогласllо (l0), ссли Ui, Vi и.l€от рaЕ-
lt G знaки, то Фуiкцri ll(t) rчпчхлаr rl l{lreт п.зть нa более

одноrо экстрG}.уNa. Воз}rошlч д!с сит!rацt.и:

U, s о, vt > о; (4ъ)
,.,1

0i > о, vl s о. (4з6)

В перaой r.a них при нскоторо+. g . Cr бt нкqия ti(t) нопзт

|.r.aTD l.ин}.вуи, }rlньщий нуля. oчaalдно, пDи Taxolt t Фунхц].rя

O'j(t) инест накqиrуrr, больfий aдин}.цu. Во второй Gиту.ции, нa-

обоDот, Yi(t) ю|aт иrGть }.аксиц/rr, болшшй GдrницI, а oi(t) -
raxнll.yli, llсньцrfi хулr.

Тогда соrласно (38) дл, того, чтобr ýf,(x) } О, доста -
точно, чтобч Mr (rr3a), (136) соотrстстrзнно ф.ло

Uitt S Mi, (44а)

зz



Hi*1: Xi, (446)

Что6.. !поrtнrлосr ý[(:) S Оrнера.снстrз (0llэ) и (146) доlr-
шu lхriiэнять ся мвстаl.!l.

попIтаехс, !ао*нитr нёра.энствa (q4) дDуr.фr.r, вIршsчlх -
r.rся чсреЕ ба!озЕ 0!rнкции.

В [5] систэlа (9),(|r) преобраgозriа к r.rду;

дл-воч-Dо,
-GiX1-2 'е,\ - 81Шi+z' D1, t ' l"",ш-l,

aft-z * \\'Dш,
гдa

Gi . 
"i"i_t/"1_1, Дi - .i - crbi_r/ar_, - brc,.r/ei.1,

В1 ' bib1.1/si+t, Di ' dt - "idt-l/"i-l - biitiq1/.1+l,

._l- gш+l - l, со - "ш.t. b_r -\-d_1 - d".1 -О.

прr Ьо :о, с" lo всс ci ао, Е. aо, Ai Zo. ls прсоб -
рagоaахной GrстGlI иrcaх оцaнхr йi } Di/Дi, а rrэ crcTclu (9),
(l!) - оценrи х, S d,/a.. 0Ьвдrrrяя rtx, lDrrt чэ.}l

D. d.

Ёsвrsd,i-o,...,tl.
0тслда rсно, что м, вшш|нзнrrr (4lrэ) достатоtlно потрGбоaatl,

чтобс dl+lдl S aillDl. Учlт.tl!,, что ri . l/2 - Ь, - сr, по-
,tучaе'.

'',[+ - .,[, - *] - о, fl]= ч,,
с.l-J (45.)

,что д!зт

'i-l пt-

Иi .mоrтlсни, (116) трсбусr, чтобl d. .t ý 
'iDi*l

i+lпi (456)

[+-,
_ ct.z

!l+2

'l ь.lr.
J 

-"t*Iqi.rl
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В допоJtl€rt!.с ( (36) aaGдэi нaраaaнст.а: GGлr пl

будсr дркalrнa дrt, arпукrх

( lr ю
(1ь)

a

пr 
= 

2(+ - f,ittБi.l - |rillii11) (l - 4utii/nt-t),

Gcпr ni > l. ro

n]'s zф - лЛ - BrEr){l - 4lrillБi*1 ni+1). (466)

На npaкTr.l(a к этоllу зар]l.фrу ruпуклостr зaена сплаlна при-

д€тся прrбегать при пi << l и ni >> l. Тaв нa *Y, . рrвa
случаза (16) будут вгrолнятьс, !,lе при ЕначGниtх bi, Е,,raoэ-
,tеl!орrrэlхх (36). Всли это не т8к, то длt цltоJвс|i.lя (16) эти

aaлr.чинl приходится ух€ньua?l, что Ёе raерлaэт rrзреззнстз (36).

ВacлЁ}r iaрaaaнстза, протlзоюlrmlrc (4t),

о,[Бrоi(l) - l] : о, (4?.)

e1[6t+Irl(o) - |] : о. (416)

TEOPE|IA 2. Дlaя поео, чmоба uаперпо^яцuоNнuа обо6-
цвNB14а сплааrl ба4 сапчtлав oxuE, si(r) Э о, аоспd -
вочно, чпоба dля utderccoB i €rполхялчсь условчя:
о, l о, о, 

' 
о, (33), (36) u оdrс u5 .Dупп Есрасехепс:

а) ц < l, (416).(46.),(47.)t
6) n, > l. (alr).(4б),(476).

п., сплаааа, сапUкло.о ,dзps, 8Ё(х) s 0, нерасе спса
(46а) ч (466) вaRrвас, aспlrлч.

aнх! сплalltоa, эqл]l пЁ! taдaЁноrr пt aо услоa.r, пDlaодrт к з
,to,t}lcll.Ф (03r), (Ч5а) или (416), (t56).

8 случ!a ||a", учrтufa, (25), ..циi, что rшюлlrэнrс (l5r)
.л.ч.т .. Gобо* .uttоrнзнrr. (с5е). lr (26),(ql6),(l7.)
(6э.) .

Аr.|Drшно, . Gtуlr. t5't б (!166) слздуст (156) ,

(26) . (ltr) . (с76) шrrrrт (116).

Еп

ar.a



Днаr|оirчrо докаruaаэ?с, ?Copafia дл, сплаlнs, agrlrкrюlо

aaэрх.

oчaarrдно, что aторa, про.rraqдная laэЁa сплaйнa, построGн-

tого a соотaстстair с T€oDGr.ol 2, н! tlнтсDзaлс (ra,liar)

f"o9of, прохalогfil шr"зрrtоri.Dуa,rd Оtпкщr пов aо.tроGо.. ь-

'то.у 
прпi€нrтr дrнlrlо ,coperry сJЕд!rет, aсл.l ToJrbxo raG .Фr!п

фrть rrпоrнвншu уGлоtr, тсорa}a l.

ý} . Прrrлявнlя тсорrrи

l. КубlчGск]rG сплaйнU aюсо|(rlаэтGя бээоrrrrи Фt нхqrпar

rФЕт GшDЁо отrDillтrс, - Xl 
" 

xlal . rr l(aчaGтaо

Фl(t) - t3 lr (t) - { I-tlЗ.

OHrr нэ сqдерrат сaобqанrх параr!троa, Jtooтor.!/ lrслоall,

(48)

тсорех
l и 2 ппЕдстa!лrDт дr!, Ёrх оrрaничэнr, на tсх(цl,llG данвв , ra-
гrl сстки.

hз (0Ф шэсr oi(t)- {ito) . 3,Ф i(l) - 9i(o) - 6, Д.- 6.

Ir (5) нахqдпr oi. 9i -*, o, -ot. 0, " из (r0) - bi-r,i/6,

"i 
. Ч, ,i . }. r"-.r, (20) зшоrrняотсr, а (tба) rr (tбr) да-

DT огрaничзни, Ьо < 2so, "п < 2"tr, что бшю lюкa!ано Gqс l
[8, c.6lt]. Пооr пр.rнr?ой Hoшripo.x. ур..н.нrrl (l1) rrg (20r) по-

шчас" Ьо < }, fo a *. Дп" спл.йнос с гр.нr.чнчrl. уGло!иrrх

тhп. I Ьо-fo.*,адlllтхпаI1 Ьо. сr. О, T.G. 9т. оr-

рaнtaчaнltl auполнiDтсl.

Тзореrr l о aш!укrюсти сплafiна ].9aa€т нGско,|Dl(о

слЕдствlЕ l. Дл, поео, чпобd чхперполяцuон rа ц|l -
бччесхuа сиа N бuл очпуrсrzл rа [rrb] Ооспапочно, чпо-
ба еапчrcлrе ucaoo|rB оаNlqв аdовлaпсорялч Nеравехсп-
оал:
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Его
(49а)

t.-
2-,li32, i-tr...,Ш-2, (45)

З(с*)tSпп_l Sбfu. (4S)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВ0. llоскольку здесь Бt - Е* - }, i- l,...,N-l,
То, очевидно, усrювия "а'| теоремь. l: pi - oi - О и (27) вýa -
lкrлненg. Неравенства (36) переходят в (49). Дя граничнчх ус-
ловий типа I все они ииеот вид (49б), а для типа II, где а -

l1_o- ъ - f ,граr"чнь,е неравенства своАятся к з S по < -,
Oýn*_rS3.

Неравенства (49) полученш в [7]. Там хе для кlrбических

спrвйнов привGдЁнч нGпоGредственно неравенства (18) без упро -
чашtих предполflений (35), (35а).

2. Oбобценнre кубические сплайнч. Их базовче Функции тако-

Bllr что

а) при н!/левчх аначениях свободнчх параметроa они перехо-

дят в баsовне Функции кубических сплайнов 1481;

б) э проgтранстlc сэободньllt параметров с индексой i суще-

стэуот rrногообразия Ri, на котошх, как в сл!/чае кубических

сплайнов, одновременно pi oi - О, что позвоJIяет испоrlьзо

raтb TGopCHy t ra, в которой трсбуется вUполнять достаточно пDо-

cтue равенства (27) и нс требуется р€ш!ть слой.нuе paleнcтBa

(33), как ! тGорGh.х t ,б и 2;

е) на В, иrieет иесто Д|'(t1 . g, где Аr(t) определяется

(l5). Соrласно утsеDценио из.ýl в этон qлучае (i), (lЦ) gуть

,laз п9сдста!лGниi одноrо и того хе сплайна.

}|сслед9lанrrз нaчина?тся с сис?енн нёра;енста (36l. Если

ока!ю.этсr, что з}i.l.эния Б, . Ei.t - } чло-"творярт (36)rто
соот!Gтстз)шЁ9 ,a€но сплайна берется кубическим. Если одно из

'Ttx 
анtчений долнлrо бчть llcньще * , ,о gвено сплайна строитGi

как обобqрн;+tе,

Soo'* (Ьо)а ,

зб

}



П!,и этоr4 будеrr путаться ..споrrьзовать тсорёr.у l. Удаaтс,

установиtь условия зrrда (49)

I

T.ni.T (т> 2), i - O,...,N-t, (5О)

дltя которuх эrо завaдоt4о Bogнollнo. И ToJrbKo, коrда Teopcxrr t

оказвваlgтсt недостаточно, прибaгнеli к более уни!ерсальной тсо-

рсr{с 2.

При приrrснении теоре}a l и 2, как lrtle отl{ечалось, р(цсние

задачх зrlпукrrой tнтерполrции неединGт!енно. Среди хншсGтва ре-

rений }torolo !rбирать наибоrrее бJtизко€ к к!16ичес(оr.у сппэйну в

какоrl-ли5о сra9с,пе, нaприr.ср,

(Бi}:_l}КБr 
-Ё"'(;i*t -*)2l, (5!)

.д. (Бi,di.t) - r.HoшccтBo rочвк, определrевоэ tlслозиr.{Dt тео-
pelt l или 2.

В дaух последнrх парaг9аФrх рэссхатрхaaaтсr эglушаi ин-
теополiqиr дaухя зlд€ви обобlе.lнш( к!6ичзсхих сплafiноa.

ý5. Мrческrrе сплайнч в допоrrrrrтaльнstи )i!лэairr

T!Kr." сплaйнu mр даотся 6aаовraи at нкц.r.и

('- pi)

(|- pr)

al
+or(t)-(lTr)t3+B*

Е]

(52)

tr, - tl|
'l G.

гдс pl, qi - кооDдинатra доalолнитэлrнух уgлол (rrз ,Utrtllrхся
lrrлartl иrlтэрпоrlrцrir) , которrc !aЁстс G пароG?гlll.l пi,п, Ф -
рaaуaт соaокlmностD с!обqдaflх lвpaxaтpoa с]Utslнa, подчrrцrrх-
с, aGTccTtCHHl0. огр.нriчGф.lil os pi < l, о < Ql St. п. S t,

9i(t) - (l-ni) (l-C) +
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!i s l. б.toiuc Фун(ци, к}f..чaсrхх Gпrtэlвоз ,шtучаOrс, rr (52),

* Pi.i - О, (l-q.)r. . О.

}lc?рудlо aиFть, что дrr, оункцхй (52) rrrшlrrяотсл услоэия
(2r). Длl прозэски (26), (2з) и (37) пqдGчит..х

0l(l) - з [, 
-H, ri(o).*[, .f.],

.i<,l-.[,-ffi1 (оfi rd) l+ "i.(lTilт {i
6(lаl),.слr ве [o,pt),

olltl .

l['(э) ,

6 l+

-6 l+

r*э*(3-Э,рr*р!)

( l-"t)

(r-qil

,сслrr t € [Di,l ];

t е [o,qr),, aсли

п.2-
1

-6(l-ni), ссли t € [q,l].

ллl .stолн.нх, yclto.rd (26),(2!) l (37) r

)
3

случаa llo-

л il., чlо дrt, сrободrrх пaрa..Gтроa Gплaйна ariолнfiтся }lGpa-

aснстaa

(IT з9i
:-т
l ц!.'t }- (53)

г1(3-ф, + pt

l|(0) l оггrнrчэнmх ( 53)

Дru пDоaaрl(r усrDarl

l*DaaaЁстaa (2Ф ruпоrrнratrсr.

(2r) rr (37) !!.lсTrt, чrо пD.i .Iпол -

нa"рудЮ alЕrr, чтО п9rt поц/l.GннIХ aнal.aнNrХ ?i(l),

юlrrr (5!) oi(l) > о, ri(o) > о, Фi'(r) а о, til(t) s о,т,к

r<rr oi(o) - ai(l) . О, то, Grt lc..T.rlrяo, oi(B) Е О, v'i(t)z
}О r o[(t) - rýlorol{t*, .оao.с?.п!rr r ri(t) , rо.{olo.{Ho yбr.-

з8



aaшs, aIr(ц}rr. ПDqдоrlra, pacc!пдЁarirr п9artqra к aц*r, что

Фi(t) е 0, 0i(t) s 0, Фi(t) z0, }t(t) t0, что 
,rr 

,9€6оlrлоGD.

В.€сто na9arGтpoa rl,trl уМно lcrrolrrloraTi a это.t l(a.lGс?-

.. .эличrнr oi( l) , 9i (Ф . th..й Фо9,.уп:

(lT oitl)
--

2
)

!..l Р1

-l

-l
(54)

(5r.)

(56)

l

2
а1вt'Э
'al

ii(o)
т

lrrзсто (53) l rrS l, п. S t с rrolqbl (54) mлtц.а.

Kfp = 
оi(I)з #7

T.Klrrx, что oi(t) > r, i!(0) > 4, т.с.

ý fi(o)s (r5Ф

eor oi(l). 0i(0)
будрт обаспсчrrr?ьс, arпопЁair.з услооr, Al > 0.

ot<ll.fr[*q,,, . 1,

0i(о).-йЁ.9i(о)+,J.

L(рlrq) - } о[t l r i161-1r.r}ri(' )_( l+rr)Oi(o).

п]

(57)



oTrreTr+r тоrдества

L(pi,qi)-L(pi,pi)-(pi-si)oi('). 
} (5s)

L(pt,qt) , L (qrqi)-(pi-sr)9i (o). )
По Фор..улаl ( 4) , ( 5) нахq}+.

Pi ' -L(pi,pt)/ (2-pt)Al, oi - -L(,li,qi)/(lчt)Ai. (59)

пусть р. . oi - 0. тогда эIf!оr!нiстс, (27). Соrласно (59),
L(pi,pi) . L(st,ч) . о. Пqдста.ляi спАr oi(|)ri(o) иg (27), по-
Лучаа.r К(рr) - K(qi) - 0, rд. обоsначзl{о

к<").*- i2-u )ir., - (l+z)Б.. (6о)

Фle.rц|ro, R(qt) - K(pi) - (пr-rr) (Б1--сi., ) - о. 3то рll!енGтtо
lloET шllolDlrTtc, ! дlух случаrх:

l) Бr - Ei+t. ТогАа . Grrлу (27) oi(t) - 9tl(0), L(pi,pi) .

'} o!{l)lo!tl)-6l - о. rb тоrдr Llpl - ni(t-qt) . о, что соот_

aaтсraуэт цбхческо}aу сплаЛн!, i
2) pt . qi. Длааu.aетсr аналог Tcoocxu |,а.
тЕOРЕм 

'. 
Дllя поео, чmобч uнmерполяцчохнаfr хабч -

чвсruа cnaaall с оO8чд 0оаоанисло8ад gэлод (г1 . ri)
lа [11,.1.1I. i € (o,...,r-l}, бал вuп!Елад хс [e,bl оо-'
спаmочNо, чпоба саполrl8лчсо t!словuя (27',

:l

т' +lpi - sq,;i+l) . (6l)
Ь-r- iи,

u оОNа us ОсU, ер|rпп чслосuа с п!.осrсосаа, {Бr,Еr*r)з

.) nl < l, дl: P(b-t,E*l). t } -Ъr. ;i.,)'- ; Е..,. о, (62в)

в,з lrп*Бr+ с*., ý п1( } - rrirl, (63r)

{о



l
о) ni > l, Аr: Q(ъi,;i+l)= 

' * * Бr-;r*,)2- *Б* , о, (62б)

в2, п*Бi* *i*tЕi,*l S* - l;*,Бt*, , (6зб)

i € tо,...,N_l }.

ДOКАЗАТЕЛЬСТВ0. Идея доказательства состоит в проверке ус-
ловия||а" теоремн 1 и (Я5). Равенgтва (6t) равносильнu К(рr) -
= 0. Последние. и (27| даот L(prrpi) - 0, т.е. pi - oi - 0. Не-

равенства (63) - это нера9енства (36) и, следовательно, ycrlo-

вия |U| Teope|.tu t, вцполненш.

Проверим, неравенстэа (55).

а) Пусть т1. ( 1. Неравенства (55) riогут наручtаться, если

-l-tтолько 
"t*l 

<Ё или Ьr a * . В даннои сrtучае возl.tоilно Torlbкo

_t-t
ёt*t a Ё и согласно (62а) Ьr> 5. . 0чевrяно, что правое не-

равенстэо в (55а) и левое в (55Ф вчполняDтся, а осташ}tвея да-
от ограничения бБr- R(t-pr). о, pi - бЕr*, So. Из (6l) ине-

ем:

l -Pi
l-

i-2bt-"i*t
Ь* - ci+l

оБ.-t,1

,

r l+Pi'

(64)

l-
+

2(Бi - ;i+l) 2(Бr - E;*l)

liспольэуя эти iDорa.lульa, нахqдиri

2_Pi

оЪ, - п(l-э*) -
-l

{Б* - Et*,)
a

, 'Ei*t)

4l

(65)



l - бсi+!
р(Бi, Ei*r).

(Бi - Ei+I )

Долшrr зrполнятtся Haпlaaнcтla О a ni a l.
DaaЁiОСllЛЬНО HGpaaaнclBl'

i

J

2--Pl - oc.+l -

Oтlt€ченrta ограничзния вUполiraтсr с раaaнстваraи ! Gилу
(62а)

и9 нrх псвое

a праaое р€aносllJlьно

Ё-bi-2"i.t)

t- zБ, - "r.,

о, (66а)

о6a lrеoaaенGт!а (66) зшюлняотся эсладстrrrэ (62а).

6) Пусть ni > l. 3д.сr (55) слэдует про.Gрять м,
-1-1ii.l '*. bt < а. 'Ъ.оз 

нGр..Gfiсt.о з (55а) и пр..ос . (556)

<о.

at|torfiaтc, с очсзшность!, а осталDнчс даDr оrраничениl
(l - iir2 - бБ, S о, 6;i.I - R(pi) S о. с поrrсцьо (6ll)

2
t -6ь ,.(| - гr) (Бi - al+l)

Q(Бr. Ert,),

(666)

нахо-

(67)

бьl

6; -li+l
,,Ert, ) .бс - R(p. ) ,

Ei*l )

yкaraнHtae огDаничaния !tпоrня]тс, с рa3aнствани a силу

(626). Нgраrэнстrа о < р. < l .шrоrн ?сi, ссли вuполняDтс, не-

l+l (Бi

.ие (62б). ТеорGвa дохaзана.

G6), протизополопнrэ (66), онl Gпра.едrrх.u gслэдст-

ь2



п

по

о

-]

п

п

o.1

"i*l

э

Дя 9авсplЕн}.я ана-

лиэа остaлось пока8атD,

что rcрссечaни, liЁоlестз
Aj и Bj, о которчх .rдст

рaчь ! Teopeterнe пустu.

В случае "а|' пнопaство

дl есть п.рэболa с эaр-

!lr}.ой с (7132, 3|32) ll

главюй ocbD, состаlл -

цей с осьо Б, чгол тУ4

(рис. ! ). Парsбол8 каса-

aтся оси Б. в точкс Б, .

_}ипояr.rо*Т..}пси
ь

l 0.t
Рис. l

} . Оr" nooroa",ci*l '
чер.а точку 0l(l/6,t/6). vспоrrл }. Б, . i
болс откфlтуD Аугу 0 |.r. То*"" 

" ф, 
(2iб 

)

нa пара-

то{кой

inf Ei.1. Ей отэечаст аначен.r. sчр 9l- Q-6ltz.
В Gлучаa }б" KapT}ia сr*rэтрrчфа от|lоGlтaлl|iо пряrrой Б. .,l

- ai.1. Точке Ь. соот!стст.),цGй iпfБ, rотrачэет sначсtlэ infpr-
- (tlЪl)l2.

Hapa.GHcT.a (63) определrэт трзуrолDнихlr
(Бi, ai+l). Точкa персGеченх, гrпотGнуtu т!вtrгольвrrка (63r) с
оGьD bi лGlит пра!еэ bt - i, a гшlотaн!/rl тrвуголlнrrха (636)

q осьп 
-1+l 

лGrи? r*,. Ё*,-. *.
В обохх сrlучarх юэ.ýнU эaр]€нтIз 1) дугrr ore ]r orb цс-

лrlкоil mпадлт a соотaстстa)шrac треtlгоrtьнхки r азGrrо с]чtаf,-

нa хФlо lзять кtrбичсскrrr, чGЁу оrlaчаGт,очка ol; 2) rхпотG -

ггггЕгля

a плоскостrх

Hyta трсуrольн}tкa отсзкaзт от дуr.r r{GllDQr! дrгу r х это rлal -
Hr.l aaрrант тсорзri 3) при мaл9( х боrrьfrх пl у
(of r д!iг офrх точск фет r ланнa'l тaоDэха нс пDrшaнltxa.
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ПDи рсЕнии нсрa!енств (63) сrlздусll рекоr.aндацияв,саaлан-
Hrt э ý3. Без рqrёния mlнo указать прGдGлu, когда Taoper.a sa-

l

lхаль|lх зЁэчaнlяr., paBHBl {. , то пля точки а r.lз (63а) mлучасrr

Z-r'l S пt, а м, точкr Ь rs (636) - пl= 2+Уr. Обlrдиняi не-

рав.нстr., lrllэсп (50) при Y - 2+У} (ср. с (49)).

ЗАНЕЧАНИЕ. Tcoparr. 3 сФор|.улхро!ана и докa9ака м, оФЕго
qл!/ча, rранич}rlх услозий, прх которчх (26) .rittrT tGcтo мя
.сех иrцGксо! t, " Б;, El.t пqдчrнrDrсi огранrrчсниrх (25). В

част}остttr пфl граничrlчх уG,ловиrх типs I соrласно (25а) в пло-

скостях (Б., Еr*r) ( доп!rстхr.$t дугаri прrнадr|alат при i - О

Tor.K! а, a при i - x-I- точl(э Ь. м, услоarl ,rп! II, .Ь-пср-
aux, соrлacхо (256) к допустrrчr ,l!/га}l ,ия этхх rrЁдексоа 6!rаут

прrlФдrвrать пеодоr енr, дуг о'а и oib до rх пэ9aсэчэнrй с ocr-
* Бt , Ei.l xr ao-lтo9tlx, r (63) rru нG aaодилх 'Ьоrктизнlrr" tтt-

pa}rG|{lrч)( Б:. { . Поото}rу зrracтo треуrолDнико. лrt, этrх ин-

Fксоa будут в случас ||at| гошзонтaлrна, поrrосa, а 9 случас

'Ei' - lсDтrrкlлlнаr. это !аr{aчанис слGд!/ет иr.aт} aalв!/ TaKrc

пDr прпiа{аrra tGорaх 1,5 rla даЁвого пaрaгрaоa и сJtздgт!]lй

2-t (cr. ý 6).
В ýt lu отrrсчали, что будец обобцGннчс

GплaйнJ.
.о. гF оlttВлЁл.lrо aо9|.уrtоt (t5). Покsш.., что это тaк

тоrд! Oo9i.yr!r. (t) l (t0) прqдста.л т один rr

прхr..фиr.a. Если з (63) брать Ei, Бiа1 9авншrи }.ли супре-

котоЁ.х п9{ 0l - oi , о ихGGт lBcTo такrс А|(в),

дi(t)
a лlнно}. случaс.

то, !a смaйal.
0

лучtGla

oitt), ritt) пqАст..лЁх !i. nl ,! (r4). ъ_

6 - (l-p
Pi

6-R(р

)2о (l)m

оitэ) .
,.

)t"(0)
r.слrt ! € [o,Pl,r'iti) . 91 tPt

04



R(!-PrbI(,|) - 6
Фitt) - (l1r) (2-рr)

п]
z -6

, Gспи

Gтэ.лэнrя 0ункщй Oi(t), ?i(t) (2Ъ).

gjtt) t € [p* t ].(l-pt)

пqАстa|ля, кцА!,! иs этrх п!р ан.чarо{* з эчршнlе дl(t) ,

на(qди}t, что Дilt) - О rсJ!едGт.!с L(Pi.pi).- О.

в TaKorl слуlaаa }lФlo aоGпоrtl!о!атlc, частlUl цBorr п9rд -

.i(t) - 9'i(t)/ri(o), Ч(t) - Фi(t)/Фi(I). (68)

Функциl gl(t), tl(t) - хусоr.о-пrrrйнв. tlooтo.y м, ortx-

c.Hr, функцlt (68) достаточно .lчиG,лlт5 o[(t), 1i(t) з TolKe

t . pi. JЫко.]lд.?l, ч?о оi(э1) .6(l - ni)pi, riФi) -
- 6(l - п,)(|-гi). 1мстаrпrя Gцдв .t palcнш lr, п* ш (54),на-
,oдrrr.

о!(гi) .
6 - (l1r)29i(l) 6 - p?ri<ol

(69)0iФi) .2aL

lla локаrs"aльс"rа тзорвн 3 нэтрудно a]lдЁть, что ! сдlчaa

o!(r) . r/Бr. б/в(l-рt), fi(o) - l/;i+l - 6/р?, а r qry-

lб't 9i(l) - 5/1lai)2, ui(o) - 6/в(эr). }lo тоrда .r! (69)

ri.c.x .) оi(п1) - oitl), |[{гi) - О, 6) Фi(рr) - О, li(pi) -
, ri(o).

lg (68) слздуст, что . слtп.е '|a'l Ol(p,) - О, fjtэ1) -
- l, r r сл5lчав'бl' ottгi) . l, {tэ1) - о. постаrх. f сооt,
raTGTa.lG 9Tr !H!l..Hr, ,нaчGниr}l oункцrd пфl t. 0,1, .rorcr ra-
пl.сать

_ .) oi(t) -\}, li(t) - r -.i(t), (7or)

l + D.

a9



(7о6)

(38)
иrrи (39).

Расснотрш дЕлее ситуациD, когда величинч 9ir Oi, а 3На-
чит, L(p.,pi), Ъ({r,9r) отличнч от нуля. По

(56), 15r' нахqдпl
Фошlула..l (2Ф,

r[оl] - rтFitl1-1-pi], G[vi] - Й[;ri(о) - 2 * qt],

r[оrJс[vrI - I - [L(p*Qi) + 6(эi-чi)1l2(2аir(t+qi).

Пqдстаэляя последнее вuраrение и (59) в (33), получаен
t-
7 t(гl,чi) - L(ei,эi)(l + q.15. -

- L({i,чi)(2-р.li.*l * 3(pi-qi) , о. (7l1

}iсклэчая отGэда с пон<rlьо (58) сначала L(pi,qi) ll

L(qi, ýi), а затеri L(pi,9i) и L(pi,pi) и учитвэая (60),

lюлуча€и 9квивалентнчс равенства

к(чr)L(гl,гr) + (гi - ч*l t|-г'lcr1-з]tEt+fpi(o) - l] - о, (7l')

К(эr)L(чr,чr) + (эi- чi)tБrоi(l) - rlt}icol - зJ - о. (7l")

теперь ,юrно сiOорнулировать аналог теореич t rб (и здесь

ОrРаНИЧИМСЯ gЛУЧаGl.. ОДНОГО ДОПОЛНИТСЛЬНОГО УЗЛа).
ТЕOРЕШ \, Для по2а, цпобu uнперполяцuоrtнаlХ rубч-

ческuЛ сплайн с оOпuл )ополнuпелёнцл азлоtl (pi - qi)
tс [rirxi+tl бал вuпахлd,м на [e,bl, аоспапочно,
цmоба 0ля i.€ {or...rt{-l} ваполнялuсь условuя Pi .
. g(Бr,Еr*,) (ot1,

}'.rТt,l s+, (72а)
bi ' (l-pi)-

* < vi(o)s \, (726)
1+l р1

цб

(t - р.)лФ Oi(t) -' - -ттil, ri(t) - t - Oi(t)
Вторая произ!одкая смайна вччисляется по Форriулам

?

.l



u оОла ug ерYпп услосuа в плосвоспr:, (Бi,;i*l):
s) пi < |, (63l), (66r),

дз3 Р(Бi,;t+r) < о; (73r)

б) пi > l , (6з6), (СВ) ,

лл! Q(Бt,6t.t) < о. (7з6)

ДOlGЗАТЕЛЬСТВo. ]lt усrЕ.]rп (6l) следуэт, что l(pr) - О l,
значlт (7l) aUmг|DтGr. в Gflлt, лG.ý Ё€Dlaaнстa (72)

L(Pi,Pi) > K(pi)/БtEi.r 'о r GоlлаGно (59) rrпоlrнпrся (lr),
Условlr |б'| тсор€п l arпоrfiЁнl,

npo.Gprcrr услозиr (5)).Это оGtцaст.rtrэlс, тaк rc, к.к a

дока!ательст!е таорзrrr 3.

s) пi < l, Еr*, . *, Б, > }. Н.,о*эстэо зн..|снхй Фi(l),

0i(o) (72) нс пtстr. (}тнocriтeJt5нo (72э) это о.зf.rаrlо, а (726)

rii.GDT сl.rсп aGrlGдGт.lG (65) rr (73а). в сшу (72) пD.!llэ liэрa-
aGнс?зa a (55) rшолнптся. BgrorllGнric лаaоrо нзрalэнстaа a

G56) очеrщю, а l (55а) о..о cJtcд!/GT ш (7]э).
б)п.>l,Еi.,r*,Бr.*. г,FIl]тггпЕl

}..aэrr сJrGдуцlrG oбJtacтl ! a случaэВ плоGкостt (Б1, ;i+l)
'Ъ'| - это от|ФIтa, o6rtacтb lOrc, а з слу,rаэ 'Еu - ol(ptlra,
dластD boid (crr.prc.l). Услоrиr (63) о"оGкDт от Ёхх пqм-
лaстх.

Тюрзrrой 0 r cDrrHзHrrrr с ?зо9Gцоf, 3 xr раоtrрrлl aoarý -
ностlr .r.6opa п.9...этро. Б1, Е1.1, oi{t), ri{O). }Ь ir не

ЕШ-Шr:f,ГГ,ТТГ,TfЩ

TGoOar. докasоra.

. qi.

пt. 9tого t Ho дос?хчь, только

исltоllьrу, точки a плоgкостrх

, ! GлучaG 'Ь" допуqтпrr Torrrxo точкl (Бr,

(bi ,clar) rrl rHerHocTel nap!6oJr.

ci+I ) € А5,

В lтoi GлучaG нэ уд.стG, ,спол5!о.ать тсорсrу |,б прх рr.
&йстalrGлlно. из докaraтGльстaa Tcopal{u 4 оrэд!rст, что,
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rjG

д5'

6

р(Бi,аt+r ) > о. (74а)

(55) ,

?

Нааr}.<
l Tfiт.J, 6

а
Р1

1Д. 1q.Aа Gоrлэсио
ci.l

доrr,r,о оrr. !- <

bt

ш' €i C[O,tl, "о 
то.6уGтG,

q(|), lt(O) . Д . Оr"*" дrl, .frоruе _

ci+I

Hrrl (4tr) Iоrш{о бUть L(Pi,Pt) > О, . дrl, rrпопlзнlп (lt6) -
L(pi.pt) < о, qто HG.oarfl.o. Анaлогично, r слУчaэ lý|' аоrшrо

arTl tБr,-сr*r) € А6, гд.

t' Q(Бr,ir.l) > о, (746)

l ororr L(пl,р1) < О, L(pl,pr) > О, ЧТО НС.ОО|i ВО.

Тс в трlrдlостl lо!ниlоот r при rсполltоaartr, схa|ru с дaу-
rt, дрf|оrtнrтзлrншaa, уrлоi]r. Нэ npr.acJta l( ycrrexy ,и ltoiIrKa ]lc-
]шllюaaнt, тGорзйI 2.

ocтarlacD ]юсrtэдlir, aоr}slЁостl - это lcnort5loaaтb нaпос-

9ункций rt(t) в @!), лlтrrая, что 9то к!/соч-

.rо-лllнGl}ш lрнкциl. Прlr сrоa ru oтKatuaacilc, от aчпоrfiaнхi ус-
mrlt (37) шl (55) , коrоэв а.лr с!ц€Gт...lнl r ФоOrуй9оrках
TGopa.. t,2, HorpaayxaarcrrcoxDaHlcll ycmrrrr (2), (l).

Тж как tl(o) .0, ri(t) . l,To саlласiо (39) З[(r)
д.т ан.кmоGтоrtlrrой, эсли 7j(r1) . Ei, r :(ч) . xt,
xt € [0,tI nprr rrФrx aн.ко.lоGтоrн}lш \,xt+l. Есл{ xt

Eг
a [0,t ]

qдного ll,

(l5).
ТЕOРЕ}Ц 5. Дlа поео, чпо6, ,счбчч.свuа cИaa| с

ОсUля ОополNuпсльNrдлl Urаадч лd [r1,:1a1] баа вапуtс-

лril rg [r,bl, Оосп4почхо, цпобч Оая i € lО,...,Ш-l}
e0'firrrrя!@а Uсао.u' (rl), Е. > qt,

(|-ч) (qtвt - эlх1) , 2r(г1), (?5r)

lTJ



pi[(l-qi)gi - (l-pi)xi] - 2к(ql) + pt(pi-si) (75б)

u оОно ug чсJлоаuй в плосrсоспжЕ tБr,ir*r)з
-l.) пl < l, "i"t < Ё, bi > ci+', (6Ъ), (74а);

6) пi > l, Бr . * , аr*, >Бi, (6эб), (746).

лрlG3дтшьстВ0 сзqд]lтс, к д€r.о}lстрaци]. того, что !,сrюзrti
ТGорGхl о6.спечиtаDт .чtоrtнвни. r{tlr) - Е1, rl(чi) . rr.Ппи-

к HrrH lакlэ Ч(|) - I, иначс (22), rr соrласно (l0)
получасra

Еiо!(гr) + Titri(o) - 9i{гi)J - -с,,
firti(lr) + Titfi(o) - u'j(lr)I - -х1,

' Eroi(t) . Tro'i(o) . -rr

глэ fi, - Ur/Ar, Е* . Vr/Ar.

Подста.лr€.. . 9ти .Ip.lcнr, Е,,ir, оitD, ij(Ф, rЛС

- p1l 91. lig (26) l (59) получаGN

Ei+lvi(o) - l

(76r)

(7б)

(76.)

с-

ь (l) - l

lЬдстafrlr, см!

0, - -(2"э,

U. -l

L(Рi,Pt)

L(Pi,Pi).

Tt ' -(tчr

b(q.,q.) из (7l),

L(qi,qi)

2<

(пr-чr)[оi(!) - 0I

2(lчi)r(рi)

)
(77r)

(776)vt'
(гi-ч1)[ui(О)-6J

l. (52), (54) н!ходшr при pi > ql
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1, (;) l2qtu .fr, vittl-
6 - (l 6- 9i (о) l-;m

l 2-Pi *{l

(о) _6

,ч,

oтсaдa слсдуэт, что

о[(сr) - оitг,lf, PiФi(l) - oi(гi) -

oj(гi) -ri(qr) +,

Фi(l) - 6
(78а)

(l-qr)pi(ol - pi(лr) - . (78б)чi

Ig (76э), (766), (78) пол!.чаG..

Еlоi(rr)(l-чr) + Ttt9i(o)(l-qi) - о!(rr)(l-р*)l . -(l-si)Ei,

ii оj(гl)r1 + irг,[ li(О) - +i(rr)l - -эiх1.

Is этой пapra раa€нстl хсклDча€lr Gнaчarъ

i ritrr). Поцlчазrr

Е,о[(гi),

(pr-qr)Trl (t-qr)l'i(o) - *i(qi)1 . (l11)(qiE1 - эlх1)l

-(гl-ч1) tfioi(rr) +i гlо!(о)). p1[(I-q*lg, - (l-pl)xi1.

Пзр.оэ р!..нст.о .Uпоrlнrзтсr .слэдст.llэ (75а) , 076) , (786) .

tb aтoporry сн!чалa приrcнrа. (76r), r rэтэr arо .tполнэнrrе обG-

спзчrr.аот (7rб), (77s), (78.).
Рal.lrcт.о (7l ) прl оrдrннu

a taTCI

blle111. Plr ý1 . ПDС{ОСТИ

(Фi('), }i(o)) пвr Ui(I) > о, ll(o) > о опDэдar|rз? гипзDбопу,

черGо Tor.(y (6,5), с acnлToTrrrrr oi(l) . 2(t+pr),

фi(О) - 2(2-qi). Усло.хr}t |ъ'| 7.оDзl0 от.счаст с. !9тзь прх

Фi(l) < 6., Фi(О) > 6, . ус,tоfиt lt|' - rcTrl пш oi(I) > 6,

ti(o) < 6. 3.iцa..я . пер.оi сrччаG Фi(r) > 4, а !о fTopoir -

ю



фi(O) > 4, согласно (56), обеспечиваеri вьrrолнение (2) и (q).
Тсорема дока9ана.

}lнопества парайетро! pil qil Ei, xi принадл€rrат четчрех -
rrepнo}ry единичноliу кубу, oтKpb.To}iy по переиенньт,i pil91 и 9ан-

Kнyтolly по перененннн Eil Xi. ПокаIем, что пересечение trно-

!кеств, определяеrlь.х равенствами (75) , с кубоlt не пусто.
Из (75) hскrrочаем сначала Xir а rатеrr Еr. Получаеrr

(пi-ч1) (t-si)Ei - 2(l1r)К(ч1) - 2(l-эr)К(эi)+(г1-{i)э1(l-q*),

(Пl-чi)гlхi, zsiк(qi) - 2prK(ni) + (гi_чi)гiчi.

Упроaаеrr эти равенствЁ, учитчвая (60):

(l-st)(El-г1), t - 2(pi+qi)Бi - 2(3-pl-qr)Et*,,

-Эl(хl-ч1), t - 2(l+рl+qi)Б, - 2(2_эr-qr)Et*,.

Преобразуеm равенства к в}lду:

(fri-Ei)(i*-l> , 4Q(Бi,аlаl) - 2(Бi_Бi+l)Еi, (79а)

fil(il-xi) - 4Q(Бi,Еi*,) - 2(Бi{i+thi, (796)

где введень. обозначения, Fi - г*+2(Бl-Е1*1),ii- qi+2(Бi;i+t).
Из сравнения левчх и правчх частей раэGнств такне слсд/ст, что

xi + Ei >о.

Исклmчаем иg (79) один из пара..етров pi,Qil напри.rGр pi,
]lолучаеrr квадратное уравнение

--2Etii - 2в-а + Ci - о, (sоi

гАе

i-
Br - i Er(l+ 1.1 + (br-cr*,)(E*-xi)"

g.-[ l+2(Бi-Еr*,) lBixi* aQ(Бi,ii*t} (t- xi)- z{Б*-ir*,)хr.

Чтобч оно иrGло lciрстaеннýG корниrнсобходиtlоrчтобч

- giGi U О. Это дает нера.енGтво:

R?-
1

5l



Dr ý t+ gi(t- xi) + Gt{i+l)(ei- x1)12 -

- 4ýi(l- xt)tQ(Бi,1+l) - } tБr-Еr.,lхrJ а о.

Ъаlя часtt нaDазснстla есть aIпукла, aни! Фунхq.li пзрG _

iзннrх gi,xi. Ес лок!лrнr.е r.a(Gиr,у'.u a aaпtrнах кa!дDата. иа
Hrlx |lali ифтсlЕссн отасчапсl точхс El - !, Xi - 0, гдс

l--.,
п* 

= 
( f' Бt- Бi*t)' - 4Q(Бr,Еr.l) > о.

Учитч!ая з1lд Q(Бl,Б111), приIодr.l к услозm

l--,
- t' bi * 'i*l - (bt- ci+l)' : о,

прlr

,rо Б. .r
,.

ci1; ЛСl|Я чaСТь l.oaФToнHo

се супрaн!лLliоa анaчGн]rG дрстигаетс, прй ь
aolD,lcTaGT

l
1'т '

-l-'9ar.{о ci+!- ( i - ci+l)-. Чтобt а?о фUtо боrtrtе нулr,lt обхqАи-

lror чтобu -с1.1 > (}Z {7)/4. Ан!лог.r9rо np, Бi < ai.l ..iё.д ог-
рaничснrG Ti > (3-2fi)/4. l(rк r aЁ, ru 

'ofiali пол!/чrть оqзн-

nr (50) при t . ъZE. Фrачсниr fir,(. эIчrсл тся ш (79) , а

аaтGх llaюмтс, рi,Qi.}Ьсаrэнстаа О < q. < pi < l !чполнrптся.

До сих mp lr рaсGхrтр..-

s[{x)
э

!алrr ситуац}lэ, когдs 0 S rl(tts
Sl lз(39 ооотношllиG ..ar-

ЛV HirHi+i фиО. Ёa с!црсlaсх-
но. тепGD} |a допускаG}t, что

при пl < l !оаюшrо ri{r*) .
- Xi a 9. Тоrдr долрrо &rtr
Ёi.1 < Hi. П9И ni > l допус -
Kru fi(гi) -El> l tl до,ч-
io бrтl l|r*, > lli Т.кrc HG-

a

уе_

лоrllrи (|6). тоrд! a случaэ
r Рис.2 'Ъ" пr(t l alrол{rarc,э

п

l

п

52



(х)
G

,lo

(46э). в (80), к.к r .ш.,
полаlа€li €i - t, а м" xl по

лучtсr. нзра!aнсr3о:

(l- xr)( + - Бr.Еr.,)2 2

} 4р(Бt,;i+I ).

8 случас |б'| ni > l и

]rоr}lrGтсi (tб) . В (80) со-
ХРаНrЗlr ЭНа,rЭХrrС xi . 0, a

дл, Ei ]юлучaэrr нзрaaaвстaо:

-,ti$ + ь.- сr.r)'э

> oQCbi,ir.l).

9дсс} никакrх огDанrlaс -
нrй r€ gначэни, п. нrт.

Пр}raзде}r три п9п€Dа aI-
пt |Фоf, rrtтеgполrцих куФrчGс-

Krrrr сплайllаrlи с доilоr!Ёrтqлt -

нши у!л!llи на [r. ,la.r l ,по-
стDоэннllх Ёа сaткa дз -!.
-0.5, 0, 0.5, l с сrоrrrсrрrrч-

Ё9ll отнlrcителlно х - 0 lc-
ходнsи дlннst l rрaнrчнчI
усrрaиil, тi.пa II.

В пэрrоi пр.iaDa rrcrql -
нs дaЁllЕ cyTD fo - f0 . l,
ft - fз - о.з5, f2 - о, {-

п

,l

Prrc.3

?lc. 4

п

l

пэ

si(x)

ф

:l

l п

' lI ' 5.8. здрсr
Ёо п9rl!Ёrlr GxGцl с

п
доtюл{rarзJlDн$a уarЕх , кar

опlGaно a ?aоDоз 3. смайн

п

п

cf]



строшGя блиrаЙ]хх к к!,6ичacхоliу в сrrlслс ,адачи (5l). это ан€-
чr?, qто точкl Бi, Е.a, вчбх9ались на перGсечений прrrflх,дarае-
rdx D.BafiGTr&.}l э (63), и парабоrt (62). на рис.2 пшвсденц rра-
Ф.к !торой п9о{raодноf, Gплайн! с дополнrтельнs. lrзлоrl sё(r)
(лоrrанаr) и !н.чэни' Sl(xi) чисто цбического сплайнs (точк}.).

Дl послсднего a окрссrноGти точск х . to.s услозия aупуклост}.
не al.полнlотся.

Во этороа пр]r..сре ]lсхоя}rе данн* испраtлaнI з то{ках х -
. !0,5, где ]lorlопGно f, - f, - 0,415. 3дссr приходrтGя при-
r€Hrтb схэra!/ G дзliraя доilоrlЁllтельнl.lи уlл8taи, кaк ollllcaнo l тео-

рехв 5. 3нэчGния Бi. Ei.1 ra,6rоaлись нa пGрсссчсвиrх прilrх в

(6J) с пряmrrl Б. .0,25 - е, Ei+l - о,25 - е, c - 0,00t. поr!s-

галось xi - O, Ei.l. Гэвоlrr< ýf,(r) и значания 8l(:1) nclBcac-
tru на prrc.3.

В TpGTbetl приrrзрa_f l ] fз - О,tЦ. Сно!а приrcнrлaсь тGор€-

rrа 5, причеrr ана.вхия Бi, Cir, a!6хрaл}.сD, как ! пр}rхэрG 2

х п9оal!рrлись liapaвaHcтaa (16), tb rспзрr Xor Х2 }rGHblE нtlля ,

Ео- Е2- r, Xt - хз. о, €l, Ез боr!L]. единицl. Грэоик Sё(х)

rl !н.чGни, S!(xr) показанч нэ рис.4.

ý6. Рвцrrональнrе сплаlнu

8 кэчестaa баrоll|х Функцrй aoal}tcx рэциональнЕ Функц1lх

Ф{t) .
зt

'Pi

3

I l+P, ( l-t) ]

*i(t) -{Ч*, (8! )

где -l < Pil -l < ql - сaобоАЁьЕ пsра.aтDU.

Дrri про.!рки услоrlrй (2), (ц), (37) улрбно .оспо,|Daо'rt5-

с, друrой оор{оf, 6.ro.ux Оункцd'[t]:

(t*Pr)
_(.!:g.I2 .

Р1

(t+Зr.1''-.' 1+3р

Фt(t) -
2
1
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(l*q,)З
Фi(.).Й;

2

-!_+{;

t+зq.+q?( l+зqi)t
----т-

{i

откуда легко вччисл*тся

oi(t),2*ii, rl(ol , _(2+i,1,

Фi(t) , 2(l , it * iil, ti(o) , 2(l * ii , i},
Дi - 2[;iii(l + i.)(l + i l - t],

гд. ii.l*p* ir.'.qi, iirо. i.>о.
нстDудlо зидGть, что услозrя (2) р!а Фуфхqий (8l) .Iпоп -

няотGя. УGло.rrG (q) !uполнr.тсi в часtll плоскостх Gi,ii) 'Ь,-
lE|' l(ри.ой d, о.rисUaaG.рй !/рэ.нGнrrсl Aiбi,ii) - О (рис.5). Is
!rра|е.rrй Aлt проиаlqднrх Оункцхй (81) леrко прозa9rотG, ус-
ло.ия (r7).

qi

з

л

с2

в
h
d

Рис.

55

з р

5

о 2
l



Ва€ден обоrнaчaнl,

(82)

тоrда по Фор}rулaй (5) находхl.

-l - -Pi'-ai'H(P,,{,)(Filii + ff,+l ),
(8з)

о, - -ъ]lвG,irlGr!, * i, * r).
8 плоскоGтl Gl,ii) rо.",,."rз E(;r.q-r) . О опlGu..Gт

гхпGDболу h с 8сrхптотани ii - о, ir . о. этх пр91{с ,.ляDтсr
и aсr+iптотartи крraой чст!ертого порrдка d.

Приrraнп. к э?ин Gплайrla}l тэо9Gху l. Иs усrюa.rй .Ъ'l IITG -
KlCT

слСдствхЕ 2. Дл8 поео, чmобч ч\перполацuоххrа ра-
цuоNальNай сплаа,fl бdл вапUклал lra [q. Ь], 0оспапочNо,
rпобч саполнялчсD ра€енспоа

-.,2br(l+p.*pi).l,
- -.-,2cl+|(l+qt+q;)-l,

E(;i,;i).i;i1 -r.

ф- Б, - Ei*1)2. Бi;i.1,

i е (О,. .. ,Ш-l };

(84.)

(846)

(Е5)

(Ебе)

i € (O.....ll-| };

u |.ераоеаспса (6З).

ДОG3АТЕЛЬСТtО. Усло.хi (8l) - это (2D пр.l пqстанозкG .
нrх {(t),ti(O). llo cp..Ha..rэ с тGорG..ой l aдзсr licrtoarr,

t - 't - О l!.raЁGнrl t Qloalltl, (85). Покеrах, что oltr эl(.]laa-

Jlнt|t . сшу (8l). &lст.rтGлDю, rrs (8J) пш pl -. ot- О GлG-

ду.т ш(rt,lti) . О, т.з. то.кх . пr!скостl (i1,{1) лоlшtч

лGштD фa rrпaрболG ь. но тоlдa рalcЁG?aa (8t) допнr tgtort-
..rтьс, пр.r rаrrзнз fi, - t/il* ir . |/Ёl, т.э. шrшФ ф.t5

2Бi(r + i. . ii, -.i,
2аt+l(l+Б..i}.г!,
1€ {о,...,r-l }i
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Jlскrюча, ш пsр (8Ца), (866) шl (8qб), (86а) i1 ,л" i.,
]рлучааrr (85). }Иl, наоборот, подста.ля, r (85) Бi, Ei+l из
(8е) получаэн BGi, ii) - о. сл€дст.хе докааано.

о o.1 0.! 0.!

р..с. 6

lиa от эллrпсa дугу sb с
b((3-r'3)/s.l/4). это точ(lr rqФп.t }{о!

но. Еслll в (63) поrrrять Е,
rcниrrr l 7lr , то ! точкa а

l+l 9аши ]rх супрс.aалlнD. ана-

}lноцэст!о точG(

(85) - это эrutlпG, c1,0.-.

хстричнiaй относllтэльно

пря,юВ Бi. Ei*1, С

цепро|t ! точке E( l /3,
|/3), кЬсациtся ос.й
коордr.}iат з точкa

G(l/z,o) и ей с}+.lGтр.lч -
ной на оGи ;111 и ппо -
ход r.j черса то.ку
or (l/6, !/6), отвсчшqуо

эaaну кубхlaGс(ого сплaй-

на (рис.6).

Успо.ri (25) опр€ -

делlот прrr*a, oTcGKao-

точск l(l/4, (3{5)/8),
Etrl " ii F:цlтfFгaIтЕ

niS
rb
В-Бrl2ЗQlrа!lочке

ci*l
о.,

0.,

0.

0.

о. а

ь.l
0.1 0.

ь
3 B+Vr' t2, фtaдхнr, cTpol,l{G нзра.gнст.a ltоrtучаGн огра..t|.Gфиr

(50) пш т - в+{Е' 12. ЕGли Gра.нrть tx G а..aлоrrчф!l 9луч8Gt

сплаПноa G доll(лнитсльн5r уалем, то oнr oKaaraaтG, боr,tес

rcGтl(иl|]l, чGr Ta,i, фо бопGG сaобФrura}r, чGй з случэ€ к!16rчес -
ких с]tл.liо. (оовlулч (49) ).

l|HoЁcTro, о.lоGдGлrGt оa (63о), а) л16о сqдЕрцrт дуrу ora

цслхt<оr. rr тогаa |.оflно сtроrть !ззно кубrческого сплаlна, б) ли-

Ь отдaлrGт от дуrrr orr .aaхь!lуэ ауrу r afaнo, Grt.шfuэG х зaG-

Htl кубхчGGхоrо сплaflЁa, дсэт то[aк! ,lGpGccraGнrr пряrrой э (63е)
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l дуrrr, a) лrrбо оfrхх точGк с луiо& Orr нс пэет rr

cxa}ra оi!аIaa6т€, liGдостaто.о{оl.

дналогхчно обGтоrт дaло с хнопaстaо. (636) и дугол
Посл. .rбо9а Бi, Е1.1 зru,rсниl i,,{, "ахопrтся(8t):

,]Епгл

orb.
,'

(Е7а)+Pr'-7 ;- т,
,.

aa9Tlxarrýrol aсrп?отarri. дл, ataч.rr.a

{1
йa.,

t
ь

{itT, - Er.,ltirT1 - Бr) . Бr;i*I - Ti,

,,-*-Ъr-Еt*,.
В шэскостrr (frr.{,

Бr

--+. (876)

ю.rца. котороa оrf.ч.Dт аHal.cнx, .l((Yз-r)/2, (г5+l)/2),
ь. (<lт+l, l 2, <{ъl, l 2' .

tlлllЕtUultЕ. дп, 6.!orlx Oунхцrt (8l) м, A(t) (t5) .шоrt-
lliтc, !/c,rlolш ol-ol .о, лПtв) . о (ýl). ! ,To}r сrtучlc

д(t) . о и (l), (llr) суть лtа D.aнUх прGдст!.лснr, одt{ого r
Tolo ia Gfuafiнr.

8 сrtучaэ pi l О, ot l О трзбуэтсr .Iпоп{rть (33).Согл!сно

(2S) l tч l. Б!, ettrl . {f, rtorlct+rl-1 - Býr,irlýri, + rl.

8 пiЁсrостr б1, f1) лчrс rb

Т.к к.к aдGGr B(pr,qt) 
' 

0, то xt (3r) ,rоrUч.с..

Это рaaэнстaо |ш{о прaдс?aaЁтr a alл€:

дуг! lrb!,

т

l __
}<iriltl - Бl6ri +irtll - Er.,tirir+ir+ll . о. (tt)

(Е9)

п-.:Е

) - ото гlпспболr с
cl.t'

очuпсу (85) , Фв auрflдaarc, a пaру пзрaсэlц|rхс,

m

отraчaчих
пршх.



l firrя TorreK, не леlillих на эллипсе, в (89) правая часть от-
лична от нуля и, аначиt, оба соrrноrитепя слева отличнU от н!, -
ля.

Iз услоэий lбl' теореич t вчтекает

СЛЕДСТВИЕ 3. Для по2о, цmоба uнmерполяцuоннай ра-
цuональнuй сплайн бал вапgклад ,la [а, Ь], 0оспапочно,
цпобч ваполнялчсь аеловuя 0i ( О, oi < О, (63),

,bi"i.l-T;>a, ie{O,...,ý-l}; (9О)

- "i*tPirT,9i- (9ta)

a

о.Ь. - Т.,1 l, l

+
с.

1

);i
ь.

1
т.

1

о.Т.,1 1

члu

<li > ,

i, а-*

Qi'i*t - Ti
--

о.Т. - Ь.,11 l_

;г-т,

(9lб)

i € tO,. .. ,Ш-l };

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Проверяеr. условия lб'i теореr,ш t . Из них
(33), иначе (88), шполняется вследствие лрбоrо и3 равенств
(91). Вшполнсние (е1) требует, чтобч бrчю

-,2b*(l+pi+гj)ll,

2;i*l(l . Е* * i]l al,

i € (О,...,N-t}i

0тспда

Ъi}-r-lm, (92а), U2b.
1

i е to,...,ý-l}i
59
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Соrласно (90) спраrздлиlu нерaacнстоа

т

ь
. З*J,т.

1
ь2ь

,.

l

+
2

lз

l

-i.

(9зg)

(9зб)
т.L,l

-.-7ci+l

случас pi > О, о1

пр,l ii > ТrlБr, ii

2"i.l
ь.

l

т.
1

+

и поэто.у (9t) обеспечиrаот .шlол|lснис (92), а знэчит, и (lt).
В плоскости (Pi,qi) точки лalаl ! открUтоf, облaсти С (clr.

рrс. 5). СледстrrrG дока!ано.
9то& схaвоfi r.l рaсоирrлrl облаGть 9начgний (Бi,

;i*1), ,rо хо ет и..еть с..ucл з Ko.lKpeтHux практ.tlaескrх rадa -
чах. Но .iI не расоrршх диапа!Фl rначсний пl. РаGJирсн}rG во!-
llош{о тоJIько аа счст хспоrtьgоaaниi точек (Бi, Еla') aнё элrt.lп-

cs, удоaлзтrор lхх r.ера!€фст!у (Го), npoTraolrolromro"rr, неЕЕ!aн-

cTry (90).

К Gсaлаrrп, Tcopc}ra l,б здaсr oKaall.eтc, ЁGдоG?аточЁой.

&йстarтGльно, пш (Ф), с одrоf, cTopoHI, получaDтс, qGпоqки

rtepa.eнGT. (93-), а, с другоt, - соiнqlrтели слзrа r (89) раз-
HIx !нако., т.е. Ёсрaaa.lстзa з (9l) доlшtr бt.т5 npoтlaoliortfl -
Hsr..r. llooTo.ry пDх pl,< О. ol < О, сслr arбpaтD, напрпaaр,

Б. > т,lБ, l обэспсчrrтl agtoлllGнtlG (ýГв), то доllrrо Фlтьlt
i. < Б.lт.,r. ll . }Ь тоrд, ве .шtоrт.raтс, (926). ншзго нэ riэнiст -
с,tla > о, коrдr доrшп lnorrrrTbc, бт).

< БrlТ, rrпочrнlзтся (9]lE), но HG

rrlrоrrняется ýГа).
0ст*тс, исполtrоaа?l тaооaху 2. OHr r.rrэcт

слЕдст0llЕ \, Дtlя поео, чпоба ч|параоаяцчоllнl ра-
цuохаль|аЛ сп4ааl бал вапчrслчl| rа ]rrЫ, Ооспdпоч -
xo, чпобd сrполrlялчсь услосuа 91 ( or oi < О, (89), (5)

m



, u оdна uэ ерапп неравенспв:
а) ni < l, (46е), (63а), Fi < Et*t/ri u равенсmво

(9la) uлu i, > Т*/Е.* | ч равенспво (9t6);

б) ni > t, (4б), (65), Fi, т*/Б, u равенспво

(9lа) uлu {, < Бr/т. u равенспво (916).

ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Вследствии (ГФ иrrеот место (9Т).

а) При в, < Е*.,/Т. вчполняется (%') , т.е. (47а) теоре -
мн 2. Так как здесь qi > Ti/;i+t, то вь.полняется (926), т.е.
(01б) теоремu 2. На рис.5 этоr.rу отвечает открцтая область д.

б) При pi > ТilБi вýполняется (92а), т.е. (4ta) теоре -
мч 2. Так как здесь чi < Ьr/Тr, то вuполняется (92б), т.е.
(l7б) Teopertш 2. На рис. 5 этоl.lу отвечает открuтая область В.

Все условия теоре1.1ц 2 вчполненц и следGтвие доказано.
При его испоJtьэовании дrя нахо(дения Бr, Бi., требуется

рсцtать совцестно неравенства (116) , (63) , (90). Неравенство (Ф)
вьиеляет на rulоскости (Бl,Еi*l) обrrасть aO|bkO1 (см.рис.6) а
(46а), (63а) или (466), (636) подобласть в ней.

Сделаен два занечания о применении Gледствия 4.

При вчполнении (46а), (63а) или (46б), (63б) нель8я рас-
считчвать всегда обеспечить это только за счет вьбора Бt*, -"
Б..

1
В случае "a1l в (llбa) величинё !-4rrЕr/пr_t t|oileт окааать-

ся малой, и придется уменьrцать Е*, т.е. исправлять реsультать.

для предчду|цего звена gплайна. 0тметих qдин из Bcgriolшb.x пр}tе-

tюв. ilч условились применять Teopeiiy 2 TollbKo когда исчерпuва-

отся во9l|оiaшости приriеlrения теоремýa t ,б. в данноri случае сеед-

сtвuя 3, т.е., когда п, < (3+r'З)/2. Учитчвая еце, что Бr a *,

бi*, a (3-6)/S из ('lба) полчuае..t

z<Б-2) + (y'ý-l)pi+l

-чtL;ТЕЙ_,,
бl

1
п. .

!.- t



В случaс 'б'! mP|ulol( Mc"rr' тaкоa |G. qlecl raлоa i c,
о(a!атrc, gдrrчrrна l+illБi+lnl+l и прrtдGтс, yaaaнLaaтb

< (Y|ls' 12, rоplo ]torlt чrrTr а аJ!огlrч-
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Это aо-псDaIх. 8о-aтоЁaх,! OoBryrrrporIc GJtсдстarя 1J.aa7cr
усrю.1r, ,l1 < о, ol < о, т... B(;l,ar) - iri, - l > о. чтоd.
обссrв{хrr aglott}lзнl.a зтоlо услоrи,, поa].rо (9|),пD.оaтG, |iа-
лaraтr оfрtни|lcниi, a alxc|lю:
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лiсrt из (9!а). то ис (94а) слqдуст, что
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Если {, > TilEi.'. а ii *"".rr*т.л иs (916),
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дiaJ!оfичнs Форra!,п иr.G€}a r слlrчае 'Е|l, гдс по cpaallel.ril

с дlЁнs.и |ilCHrOTC, }tзстalи р, и {1. Di и ci+t

в arклDчGниз п!раlрs.a приaGдGх чиqmarc при}raфl luпухmй
,нтэрпоJtrqиr рlqriоa€лaЁпи Grutaйнавr. нs рrс.2 дaн грaQих a?о-
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9оt проrraaфюЛ сплaЛна ([9raorrnraйH* дуrr), поGтроGнного lto

тэ}. re хсхфнl.a л!нн9t, что l. з lЕpaoi{ пшrraрс ll, ý5. liсполr -
roaaнo сJtcдсrrlз 2.
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Рис 7

на рrс.7 прсдстаrлсвa оунiция Sё(r) м, r! a.lнux r.cxqв -
HIx д!ннUх, a шlaнно: ft . fз - о.з75. исrшъ|оaaлось слaдст-

rrrэ l. n!l.r,тоlr п9ообрмllсt условия (06).В тос|кaх r - -l , 0. l
xrtcaт всtо больrlис градrrсвтч Sf,(l). 9то rrлrрстрируGтс, €tв

lраФико. a оl(рGсlностх r-0 на prrc.8, rшlolrHзHHoB l бoJtr]e'.

насштабэ по оси :.
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