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числЕннOЕ рЕ|lЕниЕ зАJичи кfiи
дп систЕrе oбuкнOвЕнцх деФЕрЕнl|хмьннх урдвнЕнип

с oднOврЕнЕншrl ш|числЕнхЕ}l пр0]lзвOдЁlх п0 1!дрмЕтрш

С. }1.0адееr, А.О, бз9езин

Во нвогих лриrtщениrх поr.ск р€!ефиi зsдачи КоOи мя сис -
tенц обr.кновеннuх д.rФФaрсhциаль}i|х уравнснхй трсб!rQтG, сопDо-

воliдать вIчиG.лениен проиэaфнUх рGlIснrя lкl параrrетрап. В cTaTlC

обрацается з|aи|iанrQ нa то обстоятельство, что испоr|ьзо!анtе оА-

но|a€говuх нсrзнIх вGтоАоa лоз!олtеl эФ(фхтиано поАойти к эrо.i
проблап€. РассхатрrваD?сt дзa ва9ианта: п€р!ьй }.а них ори9нtr-

роaан на рqцaнис нa с,л1,1tкоia ,Gстких систеl., но с aUсоких по-

рядкФ. аппрокси}lации, s этороfi облrдает L-устойч].востьD, но

иr.еaт эторой порлдок аппооксrirации.

Р!сс.iaтрлraсraуD зsдачу кdr. 
'апrЕr. 

! a.rдe

jЕ-f(с.х,Q),t€[tл,т], (l)
dt'

x(to) - xo(Q). (2)

здесь х. (x,,...,ro) - ..скоrýй .ектор, Io(Q) . (xi(a),...

...,r|coD - r!лрннrj !.ктор н.чальнlх sн.чений, q - (а1....

...,Ч) - аaдrннrfi зэктор п!рrr.втроa. Коr.понентU aектора пра -
ltx чrстей f . (frr...,fo) прGАполагаaтсi достаточЁо lлaАк{rи

ФlнкциrЁи aсзх сlоих aргухaнтов,
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oпиtai !лгор.{тri ч}{GrЕнного рGцGнrя аадачи KoJr. пDaдполо-
ш{н, что a. ( tl ( ... ( t*. Т - сетка на отDеэкс [to,TI , ,
aвaд.rr обоаначGние х' . x(ti). Iэ (l) xrrceb

t.
xi- xi-t- .[ f(t,x(t),Q)at . о.

ti-t

в этох равaнсlaа интеlрал Форвулой Сийпсонa

j' ,,.,",.r,oru. * 
Пi'' 

,r'-1 4f(ti_l/2,яi-t/2,Q). ti),

'i-l
rд. hi_|- ti-ti_li Ei_t/z - (tr_,+ tr)/2;

:;i-ll2 _ (ri-t*"i)/2* '\-, ,<,*-,_rrl . Ё,r5,л-,.

.ti-|-r|ci.ril. (з)

3десr l з д!лLнс*rсt. чврсr fx обооначастсi iатрица iкоби, а ft
(t - скалrр) о!нaчaGт чaстнуt проиэaод.llrD Dектор-Функци, по t.
В xTole прхIод.ц к соотнсrзн]Е

xl{i-l- }, 1r'-'. bc<"r_rrr,71-|l z,Q). ti) - о.

Если прaдпоrrоrхтr, что f € с4, то э сrцl обlих ?eopei о глад -
кости DGtaниl !адачи Kqш r е csltorTl и иllеaт lrесто оцGнка

Irttr_,'r)-it-l /2 | s сь!_,.

иGполL!у, это нераaснстaо и ,aно" auрallенис остаlочного члснt

Oopiryлr сr.rпсо.la, посJtсд{ас GоотЁолсliиa }lom|o аaписать a з.rдэ з

xi-ri-t- } 1rь'. bt<rr_r 
r r.aL-| 

/2, 
Q) + ti) .

74



--+cfirls*Gl+o{b!_,),
288о

где Е е [to,TJ (точка Е, вообrце говоря, раапична мя разнчх
ко}iпонент вектора х). 0кончательная rDорrrулировка алгоритма ре-
шения задачи Коцtи такова. Пусть х1 . (x|,...r{l - прифtиlrен -

ное 8начение вектора x(to). Векторч *i, i = Or...rN, определя-

Dтся как решение систе}iч конечнUх уравнений:

*о. *o(Q),

*i_ *i-l_ },r,.r_l,*i-l ,q)+4f (ti_t7r,ii-' /',Q)'*

+ f(ti,xr,Q)),

где ii-l/2 определяется по Фор}rуле (3) . Испольgуя надлеrtаци1l

образом вчбраннче нор}lч в Gеточнчх пространствах |lрешений|] и
|'правшх частейll, MolilHo показать, что дискретная задача (4) ап-

проксиtitирует задачу (1)-(2) с четвертн}i порядкоm по hтах h. и

соответствурlllий rrетод дискретизации является устойчившtl.В си-

ЛУ известнuх реЗУльТаТов ОТсОДа следУеТ GХОдиlr,tосТь рещениЙ х =

- (хо,...r*N) задачи (4) к реrцениD заАачи (t)-(2) при h - о
(cr.r.[1]).

Рассмотриl,t вопрос о численной реалиЕации нетода (Ц).Соот-

ноц!апие (0) при заАанном i Э l мокно.рассilатривать как нелиней-

ное уравнение относительно вектор" *r, 91*11 - б и реч!ать его,

напринер, методоil Ньртона, т.е..отправдяясь от некоторого на -
чального приФrишения *lro дtя *1, опр"д"rrять последупцие при-

фtихения по Формуле

xi,k+l. ,.i,k_ [Ф*("i,k)]-lФ(*i,k), k > о.

Поскольку в вчрапении мя оператора Ф Фигурирурт псрэче произ-

воднче правчх частей уравнений (l) и, следоfатолtно, аiбпбнтu

(4)
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хатрицU Ох вUраrаDтG, чсреа lтopý п9оизвqднtlc Функций ft, то

]оaеет свUсл аосполD!о!атlс, raодaфarцtDованн!}r l.етодФ. Ньоrона a

следу!l€й форl.улировке. будсr опрсделвть последо!атальнЕ прr-

блra aния по oорaaул€

xi,k+| - 
"i,k_ 1 rr{ri,k) ]-l11ri lh1, kэ о, (5)

где оператоD Y(x) при изaестноr. *1-1 *о*"п".rGя аlраraнtяв,.

.h.
Y(x) . l _ ,i-l- Зi]-,(t(.r_,,ri-' ,Q) .

6

* tt(t._,72,*i-l/2,q1 + t(t*r,Q) ),

;i-|/2.,ri-l.*r/z t.} 161з._,,ri-l,Q) - f(ti.i,Q)).
Пос(оrtьк!, д!i рGалиаaцив r.етода Ньотонr з Oорцrлироaкэ (5) нс_
обхоАиlrо вIчиGлхть проиr!однt.G afi/alj, то нaчалtноЕ прибhи-

"ar". 
*l'o * ,i 

""r"araar"о 
братr a a].де

,l'o . ,i-l * bl_| f(ti_t,.l-t, Q) *

ь?.
. "1-1 f t..,,ri-l,Q)c{.*_,,ri-',Q).

2 r-1-
Iтёрацrrdfirtс процесс (5) счиtаGтс, соJaддrйс,, еслrr 9а!ность
,arд1, "i'ktl, ,lrk ar"rоarra, rсrнule аaданного tltаrюго ЧИqЛа

1rt,k+l_ "i,h; 
< €. в кrчсстaa искояого о"ra*r" *i пЕlиншlае}l

npr.6r,"*""a ,i,L* | 
.

PaccrroTФrи тaп.рr зопроG о auчхслaнi,.и произrоднrх ?r/ЭQ.

рсцptr, задачи (|)-(2) по параr.тру Q', Счlтаех, "ro.""".nloiно. 9GоениG I удр.rrет.орrе, сооr"шi""о Y(хr) . g. 1"n-a-
!уя правило д{фФеренцхроaани, неr!}.оf, Otнкц.l]., noJtt чacrt paBGH_

ство

rt,|.-Bi"i-'*gi,
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гАс
.h.

Ar- в - j]l
6

h.
.Q){o.sB - r-| f

8
jl[r1 * 4t*(.i- r/z,li-I/2 1

Br.B+ i-l It}-l * аrrl.r_,r, 1i-l/2,q116.sB* Ь
8

h

6

i-l i-lIf +4t ('t-, 
/z,1

q,'-'l L

{ а

l
с

h

6

i-ll2
,Q) +

aj аj

+ 0.5hi-l fx(ti-l/r.*i-l/2,Q),. {

(6уквой Е обозначена единичфа, ,4атрrца).

f 1

а
l) +f

J J

Такиl.i обра9оrl, лlля эччисленвя {. требуется рещить сис -

т€..у линейнuх уравн.ний (6) с 
"aTprireй 

лi, 
"оrор"" 

иGполь -
gовaлась в нетодс Ньотона (3).

0cтaнoвhric, на контроле точност, численного решения 3ада-
чи (l)_(2), считая длi простотu !lаг сеlки постояннur,. Дя это-
го, qледуi [2], испольsуем Tcopcr.y lЛтетт€ра [!], которал npn".-
нитaльно к нащей ситуации утверждаст, что.еGл, локальна, оUи6-

ка иi{еет вlц Ci- r(ai_t)h5 + О(h5), то глобальнуD оOибку tto(-

но представить . 
"*. "i 

- z(ti)h4 + О(h5), где Функция z

,алrется решенr,сн задачi Кdllи

z| - t*z - 9 =в, tE [to.T],

z (to) - О.

применин к этой задаче алгоритrr (4) аппроксииируi аначениrl

"(.i_t/z) 
вuoаlени.r. }i-ll2 - 1ri-l. "i172 

t }Bttr_,,"i-l) -
a"

- c(ti,ri)). После неслохнчх преобразоэанхй получиl,чtо Дlzl -

Bi"i-l t to(ti_t) * o(h2), откуда qледует, что

ео-о,
.i - lдi1-11вi"i-| t бl1 * о(h6), i > l.

}
(7)

}
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{ля тогоrчтобч воспользоваться рекуррентнчltlи соотношениями (8),
требуется оценка величинн бi, которуо лiожно представить в виде

бi = т#'*r' *(tt_t)hs + о(ь6),

где x(t) - точное решrение задачи (l)-(2). Пусть i(t) -рецtение
систеllч (l) такое, что i(t._r) - *i_t. тогда

xi- Я{tr) . 7s5 t};lsrctr_,)b5 * о(ь6) - бi t o(h6).

[lолохии

ii - *i_t* }иi-'* ri* }cti-'ti_t+ fi_t- t}ci- till,
rде fi, Я},ti 

"r"".rrень. 
при * - *i. Jlегко убедиться, что

ii.f;(tt) * <fllkc.r_,)bs +о(ь6).

Следовательно

х. - i, - j_ 
фlsr<tr_,lьS + о(ь6).1 1 288о

liоскольку *i_! - "(.i_l) - С(Ь4)

Функций f инеет место равенство

, то для достаточно гладких

бt - (*i -?.r>ls + о(ь6).

(9)

Если эадача (1)-(2) является шесткой, тс описаннчй алго -
ритм становится неэlDФективнцм. Существупт специальнче йетодч

иятегрировёния таких задач, в частности, полунеявнце яетодu ти_

па Розенброка. Рассlотриrt один из таких метолов 2-rо порядка

точности [3J;
i+t iх-'. - х- + рr1, * p2l2o

Di*l1l о lr.f (t,xt,Q),

Ei*!1?, hr(f(t,+$hr,*i*B1,,q) ; vf*{c..,xi,Q)tr,

!i*t' Е - ahrf*(t*,'i,Q),
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с точкr sрени, числс!lной рсали9ации удобно ааписaтL Форllулu
(9) з следупрл виде [l]:

xl+l-xi+qtkl+q2k2,
Dttllt ' hif (ti,r',Q),

Di*tk2' hrf(tr+9Ь,,хi+9Ц|) + q}l.

гдё

kl . 1l, k2 - 12 * т1,/.,

Ч1 ' Р1 -,р2vlа, q2 , р2, q - Y/Е.

llr12 в рrдU по степенiц hi*;, нетруАно ltоJlучить

xt. },х, х(о) - ,о, l<о,
поцlчaаr. услов}.с Ьустой*""о"r" a2 - а + р2
нительное cooTl.loшeнrrc е2|2 - |t3, !/прqfiqее

уGлоaия, обеспачвваtlс 2-й порядок cxelc (t):

Pl .P2-1, 8+p2(9t)-|l2, prg - 1l2.

Далее, прихенr, (9) к .{одрпьной rэбаче

( lo)

0. &mл-
Jrокaльной

сlибки, эа.flкает сиGтсху урaaнaнrй мя опрсд€лGнh, пa9ахстrоб

схеrrц (9). Рсцая эту систQliу, поrrуч.сr. pl . l/4, ц- ЗlЬ, | -
- 2lЗ, ъ - l-alz, т - {а/3. прlr это.l локальrlаi оIибка оп-

рaдaляетс, lupal|(.нt{Gra

ci'l .tlKt*lbi *осьЬ,

где

91з1 . ДЭ!l_t .EL 6..
зlбЕ

Спосюб кооtтроля точности численного рGшан]lя лредлфн з

[}]. слсдуя [2l, опиrвrr другоl пqдход, счrтэ, мл простотr far
поGтоян!a$l. llрибли'енноэ iначение rлазноrо члGна l р€ыюtaвrlr

глобsrtlной оrи6l(r rlошlо ]lолучить по оор..ула.

(фт).
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ео.о,
i+l

€

D 1

. ч.h2 + 2а;-1 oi], <"i-+rb2) +

раllло сние l ряд по cTenaнir.

(ll)

2 з

_t
а 1]2, с 

r+rb2t

Пqлаrал D1+1ч . 1l и }rспольау,

h, получаеrr

Фrh2, о. + 911131,

Фi
lJa _

l2
. 3а-!,

4
*!"

62 2

Такиri обраsо..

i+l
е '9i * 2a-l оа

-l
i+l (ei-pr) + l -;" D]2.| ("i-,ei) * о(h3).

Дополних }l!лоllcннuй алгор}rтr. раrен]iя !эдачrr Коои процеду_

рой .Iчисления производной у . fo/a Qj по пара}rетр). Q.. Полага-
е.. 1,О. a;o7aq. и при iёО

i+!t==у -у +plrl +P2I2,

ttr,ri,Q) . fx (tt,x i л)уi),i+l - hr(f

рaaлоrlзни,

l

aj

DitlTz , hi(fQ.(tt + Bh,,xt + 91|.Q) +

+ fх(tl+9Ч, ri*Еt,Ф. (yi.9T,1 +

+ Yfx(ti,xl,Q)i l.
эслr"., Т,,i, a рм lю степGнri. h. иr€ат !trд:

<ri.. r|rilb* + rr}tr{.+ rjrilbf . otb|l,

С[r* rrrilb, . t(.*s*тlti(ti.* rlyi) .

,\* gtfi.t'fii* h

т2

+ 0(fхЕ ххfi)yi

8о

tllх, l
+ 0(h l



Исполь!уя раалоlaнйa точноrо рGalсtlия урaвненrя в aaрIaциtх

y(ti+|) - yrt (яqij. r;ob* - tt;cr{. tii) *

. ttlr* t*i,rllyi + (ri..+ t|.,ril]b2, ocb|l

и !rчитta!ая соотноtснllя, caisuBаllиe параraеlрц схеш (9), прl -
ходих к вчвqдJa, что cxar.a (ll) иrcеr 2-o.1 порiдо( точностr.

[lрr.йениi GхФrу (ll) к 9адэче

y..ly+x, y(o).0, 1<0, (l2)

рсшение которой .сть про1t8aqдная Эх/Ц реrсния rrодальной за -
дачи (l0). liспосDедственн.aн энчислgн].€r. поrъ/чacrrr ч?о в Gлучае

постоlнного ]ага сетки

yi*'-r(b)(yl*b*i),
Р(h). (l + (t_2a)Ih)/(l-alh)2,

откуда нахqАrн yi - ih(P(h))ixo, что соотзGтст.уст повеАениD

точного рGцения y(t) рассиаlриэаеr'lой задачи пр1. больц1rх t.
llля цrчислекия проarsводнd по параlrеlрli rao Ho испоJ!ь3о-

ваlь laкle след)/a]ур cxcray:

yi*l .yitB,T, *Bf.
oi.lТl , br (fn. (tуri+al, ,Q) + fr(ti,xi,Q)yi),

,j

oi.lTz - hi(fq,(ti+Fhi,ri+(P+T)1l + sl2,Q) +

:i
+ fx(t.+Bh.,x'+plt) (у'+(0+т)! l)).

Так же, кaк и auше, проверяется, что этa схсв8 иtаaт 2-й лор, -
дох точности. Кро'tе того, aGли схе!0/ (l3) приrrенить к э:цачс

iдl(l2), то вrрахсние дла у'''иrеет тот ве !ид, котоЁ|й получa -
Gtсi при инт.lшрованиt хетqдон (9) ,адачr Кqrиз / . rx, У .
. ly + х, х(о) - хо, у(о) - о.

(lз)
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