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введевие
В вцчислительной пректике часто возникаtот ситуа-

цни,когда требуется интерполиIювать Функцпн,t ме!оцие

!ПrаСТКИ РеЗКОГО ИЗIt{еНеНИЯ С НеДОСТаТОЧНО ПЛОТНlД' РаС-
полохением на них узлов lrвтерпоJIяции. В таких сJ-Iуча-
ЯХ СУЦеСТВеНВЪЕ,{И ПРеИМ5ЛДеСТВаМИ ПО СРаВНеНИЮ С ТРа-
дяционными кубЕческими сплаfiнами класса С2 обладаlrт
взвешеннце кубнческие сплайны, введенные в работе
[1]. А именно, для взвешеЕных кубических сплайнов не

характернЕ осциJUIяциIл, обычtiо возника!ощне при интер-
поJтяции бцстро!rеняю|цяхся Функций с помоцlью кубиче -

2ских сплайнов класса с-. в этоr,, отноцении своfiства
взве!ленных кубнческих сплайнов яапоминirr!т свойства
кубических обобценнЕх сплайнов ( например rрациональ-
ных, с допоJIнительнЁпt/tи узлами,и др.) [2-5].Вообце го_
воря, в свете терминоJIогии работн [2j взвешеЕннё ку-
бические сплайнн такхе мохно отнести к разряду обо6-
цеввцх кубическнх сплаllнов. изучеgие cвollcтB взвешев-
ннх кубическнх сплайнов продолхено в статьях [6,7l.B

при поддер,кке Роои (грантr) работа внполнена
95-01-01655).
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частностп, в [6J рассмотрева конструкцпя, аналогичная
кубическомУ сплапнУ с допоJIннтельНьо.lи уэлами.

интерполяция взве!леtlнlплa кубическимя сплайнами
дает воз!rохность адекватно воспроизводить хачествен-
ннП характер поЕедевия Фувкций, заданннх сеточвнми
значениямн. Поэтому понiтен ивтерес к этим сплаfiнам
с точкИ эреняя примекения их дJtя р€шенпя задач, свя-
занных с обработкой картограФической Ir геоФиэпческой
инФормацил (см., например, 18] ).

в данной статье, в отличие от вариационной трак-
товки взвешеннвх кубических сплапнов [1], использу -
ется " алгебраический" подход. ,что позвоJтяетr в чiст-
ности, ввест в расс!к)трение разнообраэные краевне
условия и тем саldlм придать большуп гибкость конст -
рукции сплайна (в [1] рассматриЕаrtrсь только естест-
эеннве граничные условия). Впервне полученЕ оценки
погрешtности приблихения дJlя взвеtленнЕх кубических
сплайнов. В ряде интересннх, с точки зр€нllя пDiктп -
ческих прПлохеннfi, слУчаев они принцПпиалЬНо оТЛПЧt-
Ется по Фоlьrе от традtиционнrо( оценок дrIя полиllо _

}lиальнýх сплайвов. Это обстоятельство свяэано с тем,
что оператор явтерполяции взвеOtеннlл.tи кубическяlдl
сплапнамп, вообце говоря, нелинеен.

В статье иэучаются такхе вэогеометрические свой-
ства взвечrеннвх кубических сплавнов, которые, по-су_
ществу, предопределяют хорошие качественнн€ характе-
ристики интерполяция такими сплайнаlо|. СФормулирова-

но правило в:Jбора параметров взвеоЕнного кубяческого
сплайна, обеспечив щее монотонность сплапна при нн-
терполяции любых MoHoToBHllr( сеточнвх данншa.

Как иэвестно, болы!ое значение дJIя теорпп п при-
лоr(евяя сплаянов имеют в-сплапнв. в этоя €вяrп отш€-
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тим, что в статье HalцeHH ФормуJпr вэвешеннЁtх кубиче-
ских в-сплапнов.

введем веобходиl,оJе обозначения и определения.
Пусть в уэлах сетки дi s - хо <... <\ - ь заданв
звачення f., i. О,...,N, t{ t (x) ё О, w(х) Ё О, х е [a,bJ.

u(x) -w., хе [xi,xi.1l, i. o,...,t{-l, (|)

- кусочно постоянная на [a,bl Функция. Согласно t1l
взве!ленЕымкубическимсплайномназывается Функция
s (х), мяни!д,! з пруIщая Функционал

ьг
J(f) - | w(x)[ f"(x)] 2dx (2)

J
а

среди всех Функций r{х)е Ш!, принимаlощих в узлах сетки
А заданные знаqения {f.}.Показано, что s(x) является

кубическим сплайном класс" с1 с уэлами на сетке д l
При этом S(x) удовлетворяет условиям интерполяции

S(x.) -f., i=O,...,N; (з)
1 1,

соотношениям

!riS"(x.+O) = t._lS"(x,-O), i. l,.,.,N-l , (4)

во внутренних уэлах сетки
условиям

S"(ъ) -О, k-O,N, (5)

на концах отреэка [ а,Ь ] .

отметим. что в [1] рассмотрен и более обций слу-
чай. когда на Функциtс а(х) не накладдваются ограни -
чения (1). однако пря 9том Функционал (2) t{ини}tизиру-

ется не в пространстве w2r, а на мнохестве кубиsес-

А и естественньа{ Kpaeвbтt{
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ских сплаЯнов класса С1 с узлаirи ва сетке д, т.е.
заранее оговарнвается структура решения. по ваrёr,tу

мнению такоп полход маJIосqдерхателен.
лз (4) ясно, что при ,i. *i*l сплаfiн S(x) имеет

в узле xi непреIжвную вторую проиэводвуD. В частно}i
случае, когда tr(x) . соп9G, х е [а,ь], s(x) преврацается
в классический кубDlческия сплайн класса С-.

ьк и всякий кубический сплаЯн класса Сlrвэве -
шенвцп кубяческяй сплайн на отрезке [xi,xi+lj может

бнть представлен в виде

s(*) - tr(l-t)2(!*2t) + fi.It2(з-2t) *

+ rо.h.t(l-t)2 - ,i*lhit2( t-t),

где g ' (x-x.)/hi, h, , xi+l- *i, \ - S'(1), Параметрн tп,,

(6)

(7.1)

(7 .2)

i = o,...,t{l вычисляются из систе}н

2по+ пll - 3f[xo,x, l,

li'i-I ' 2'i + Bini+l'з}', f[x,-|,x,] + зшrf[хr,х1*1l,

, Лi = l-|ri

i - l,...,N-l,

\-l * 2\' зttхп_,,х"l, (7,з)

которая являетса следствtlем соотноцений (4)r(5) и от-

лItчается от аrалогичноП систе!r!,I для кубических cruIall-

нов класса с2 (cr,r.[2]) лищь Формулами для коэфФици -
ентов Ffli r

IJ-h.I 1-1ur';;fiттfi,
один иэ распространевных способов ввбора параметров

U. состоит в следиощем, поло,шм
t

Ф.,Il +{r[*r,*r.,J)2l-з, i-o,...,N-I. (9)

(8)
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в этом случае Функционал (2) представляет собой ап -
прокснмацию интеграла от квадрата кривизнн граФика

функции f(x). В рёзуль?ате, как 1lетрудно видетьrвзве-
шеннцй кубический сплаПн с весашr (9) автоматнчёски
учптIlrвает особенности поведения ланннх {fr}. Именно

этим обстоятельством объясняется внсокое кiчёство пн-
терпоJIяцви взвешеннIýUtв кубпческими сIUIайнамп с пара-
метрами (9) даннЕх, имеющt{х участки резкого измене -
няя.

Kpor.ie фор}rуrЕI (9), дrrя внбора параметров ti мох-
но испольэовать боrtее обцее соотнФенке

rr, . [l + {t[х,,хr*1l)2 ГО, i . о,...,ш-I, (|о)

где п = 0,1r... при n-o получаем кубический сплаfiн
)класса с-. некоторве рекомендации по внбору чвсла п

будут данн ниае при расс}rотренип изогеометрических
своfiств взвешеннцх кубнческнх сплаfiнов.

в отличие от приведенного в!Iде вариацнонного оп-

ределения сплаяна !щ примем следуюцее "алгебраичес _

кое"
опРЕдЕJlвниЕ. ВзвешеннЁ!.{ кубическим сплапном на -

эцвается Функция s(r) е cl I s,ь], которая является
кубическии полиномом ва каrlдом иэ отреэков [ *i,ri*1 l,
i = 0r...rl1-1; удовлетворяет условиям Iнтерпсляции
(3), соотн(Iлениям (4) прн задавных коэФФициехтах
U. ) о, i. О,,..,Ш-l, и Kpaeвbтti условия1,1 одного пз ти-
пов з

I.s|(\)-fi, K.o,tl;
П. s"(\) . f'i, r. o,1li

цl. s(r) (хо) - s(r)(\), r. o,t;

Uos" (хо+О) , vш_ts"(ri1-o);
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IV. S"' (1+О) = S"' (ъ-о), k = l,ш_l;

'о -'t' wN-l "N-2'
данное определение вполне анаJIогично определеяию

кубического сIUIайна класса с2 t2J. Условця типа ш

(периодические KpaeBEIe условия) естественно исполь -
зовать дJIя интерполяции периодических Функций.Крае -
вые условия типа Iv такrхе, как и дпя сплайнов класса,
С-, следует применять в тех случаях, когда испоJIьзо-
вание условиЙ типов I,П затруднено из-за отсутствия
инФормации о производнýх интерпоJIируемой Функции на
концах отрезка [а,Ь] .

Систеrсл уравнений относительно паРамеТРОВ ri,
i=Or . .. ,Ш, дпя всех указаннцх типов краевЕI!( условий
по внешнему виду полностью совпалают с аналогичными
система!д.! (см. [ZJ) куоических сплайнов класса с2 rес-
ли они записаны в терминах величин ui,Ii.

Заметим, что мнохество взвещенннх кубических
сплайнов, удовлетворяIощих "алгебраическоцItl опреде -
лениЕt суцественно шире мно,кества сплайнов, порождае_
}шх вариационной ФормулировкоП.

ЛIя анализа взвешенньD< кубических сплайнов мохет
быть испольэован весь богатýfi математический аппарат,
исполъзуел"ftrй в теории кубических сплаfiнов [2]. Оче _

видно, дJtя всех типов краевых условиfi I_Iv справед -
ЛИВЫ TeOPe}.El О СУЩеСТВОВаНИИ И еДИНСТВеННОСТИ СООТ -
ветствующих взвешеннЕiх кубических сплайнов.

При "апгебраическом" пожоде к понятию взвешен-
ного кубического сплайна его вариационнне свойства
могут быть вцведенн из определения сплайна. Формули-
poвK}l cooтBeтcтBytщI.tx результатов анаJIогичнц форму -
лIIровкам дпя кубических сплаfiнов класса с2 (см.[2]).
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Напрпиер, среди всех Функций f(x) € wz2 , интерполирую-
ltlиx значения (fr) на сетке А, таких, что fl(a) - fol
fl(b) = fh, где f', ffi - заланнне числа, взвешеннýп ку-
бяческнй сплайн с краевrл.{и условиями типа I миним -
эирует Функционал ( 2) .

1. Оценки погрецности аппроксимацхи

Обозначим через }Jj класс ФункцЕй f(x) тахих,что
f(r-t) абсолютно ,.rrр.р""". на [s,b) и f(') е l_ [a,bJ.
В этоl,, разделе lrlr докахеi{ два реэультата о погр€Iлно-

стн приблихевяя взвешенныlilи кубическнt,tи сплаrнаJ.llt.
один яз н х (теорема 1) характерхзует точностъ при6-
лихения Функцип иэ класса Пj при пIюизвояьнцх зна -
чениях параметров rr., входяцих в соотнощения (4).
при этом точность приблиJiения Фуякции равна о(н 2 ),
где н . пах{h. }, т.е. по отношених} к максимаJIъно}$I.I,l
шагу сетки имеем второй порядох точltостн не JЕо5ой це-

равномерно' сетке. Этот порядок не улуч!tается при
увелячении гла;qкости интерполируемой Функцяи. Однако
при специальном внбоDе параметров ti,B частности, по
Форr.tуле (9)r порядок точности увеличt{вается (тёоре-
ма 2). доказательство теорем 1r2 вЕполняется мето _

дом, разработанном в [2 ] для кубических сплайнов
класса С2. Ь Формуляруеr{ результатч только ;IJrя

сплайнов с краевtд{и условияrrи типов I-1!|. Аналогичнве
утверждения r,югут бtJть полученн такхе для краевнх
условн!l типа Iv, но они носят более гроl,tоздкиlt харак-
тер.

ТЕОРЕ!{А 1,. Пgспь вэвечевнаi кубuческuй сплайн
s(*) с паралепралч ш. > о, i - o,...,N-I, чнперполuруеп
на сепке ь эначенuя t. . f(xi), i - О,...,N, Фанrццu
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ttx) е ( u UОоа4епеоряеп храевпд условuяд оОноео uэ
пчпов 1.1 члч еспеспвепнал Ераееdц асловuяа G),Toe-
0а спрааеOлчва оценкu

ils(r)- f 
(r)|| 

с s кrн2-r || f"|lФ, r - о, t; (l l)

еOе Ко - l3l48, Rl- 0,86zz9.
чем переrти к доказательству теореплi, за-

иетпм, что постоrннне КЕ в (11) совпада.Dт с постоян-
HtOtп в аналогичm{х оценках для кубпческих сплаfiноэ
класса с2 (cM.t2]). кстати, в [2l случап естестэен -
вшa краевш( условнй не рассматривмся.

ДОКД:}АТЕПЬСТВО. Пусть sз(х) - кубический эрхп-
тов сплапн, удовлетворяюоlий условиЕ,l sз(Ii) . fi,
ýi(Ii) - 11 - 6l(xi), i. o,....t{. l|Mee},

1g(') 1rl-t(') t*) l s Is!') r,)-s (') 
<*) l .
. ;sf)t*l-r(')c"ll, (t 2)

r. Oll.

оцевt(в второго слагаеrrого в превоп части

неравевства иэвестнý [2]. Прtl х € [r,,xr., l
этого

сплайн

ýз(r) lroleт бштъ записав в впде (6) ( надо только ве-
лtlчпнв nl, !i+l заr.iевить на fl, f!+1). Поэтому дJtя

r€ [r,,xr.,l нмеем

lstx) - srtx)! s hit(l-t)q s Hq/4, (lз)

rДе q r uax|q. |, q, , пi_fii
l

|s'(e)-ýi(s)l 5 11r-t)|r-зt| + tIz-зtIlq. (l4)

ПоJrучим оценку дJtя вeлt{чяны q. Вудем предпола -
rатъ, что s(x) удовлет!оряет Kpaeв!$l условшЕ, lяпа I

(эстественнЁе храевЕе условrt, и условия ткпа 5 рас-
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сl.tатриваются аналогично). В этоц{ случае систёма л)ав-
нениfi дJtя ш, состоит из уравнений (7.2), допоrrненннх
paBeHcTBatмtl

имеем
.о . fi, \ - fi. Учятrrвая, что D.- q.+ fi,

9о 'о,
liчi_t .29i + Гi{i+1 -ci,

9п'о,

i.l,....ш-l. ( l5)

где с.- 3Lf[xr_,,rr] + 3цf[хi,хi.1I - Ъfi-r- 2fi- hfi+, .

используя дJrя велнчян fi, fi+l, f|, f|., Фопrrчлу Теr-
лора с остаточньтti членом в ивтец)аJIьнсж вl|де, нахClдпм

"i'hhi
(2-3t)f'l(x, + Th. )dт +

+ -}-h. -1 1-1
(1-3t)fl(xr_, + lh. _t )dl

о

отсада

l

J
о

]}-tr
l

Jr
о

l
jr
о

l"rl ;llr"ll.tць, 2-Зт |dt + lrhi_! dt

-filr'll.tцпr . \ht_r} sf п[ е,||. .

ИспоItьзуя ti9BecTHHn реэультат об оценке
спстеrGl, liатDпца котоIюfi с дхагоналъlltдl прёобладанхем

[2], вз (15) HaxoIlxм lчil S...l"1l 
",

n.*"ilf"ll.. (l6)
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оценка (16) в точности совпадает с оценкоя ве-
личины q для кубического сплайна класса с' (см.[2]).
Тепёрь становится очевидн}л. что из соотнощевий (12)-
(14),(16) вытекает утверхденне Teopelol, так как даJIь-
неftлие внкладки дJtя взвеtленнЁrх кубических н с- сплай-
нов полностьrо то) дественнц.

порядок при.rлихения, гарантируе!щП оценкоЯ (11),
является предельнIд{ дrlя спJtайнов с естественвtддl
краевыtt.lи условиямя. однако для других типов краевцх
условий он мойет 6ýть повt лен при специальЕю( спосо-
бах вцбора параметров t. и большея гладкости интер-
полируе}lой Функции.

TEoPElttA 2. паспь взвеаенхай кубчческцй сплайц

s<x) с парqлепрадц cL, i , o,...,Ш-l, опреOелвнналч

фордуладu (9) uнперполuруеп на сепке ь знацеluя ti -
. f(x.), i - о,.. .,N|Фунlсццц f(x) с wj u уdовлепво-
ряеп краевал условuяц оано2о цэ пuпов 1-Ir.То20а спра-
веdлuва оцехкч

11s 
tt) -gtr\1 кнt

4-r llr''ll-s
с

+

1 t.-1

9. -h. + tr.h. .1-1 1 l l-r

. irнЗ-' шt" ll2. шiп ir,z ||t'|| .}, ,-o,r, (l7)

еое Ко= 5/зЕ4, к| = l/24, (.= зZrс, i, = з7а,

доКдзАтвпЬегво. схема доказательства такая х(е,

как в теореме 1. I(.lrочевъ&| моментом является вывод

оценки для велвчины .l. Отличие эакJII0чается в том,

что эдесь ухе приходится учятЕвать конкретныfi вид

(8) коэФфицпевтов \,pi в эц)ажения д,tя с" по Фор -
муле Теltлора имеем

l
, h.l ' 'i,с.

1 _rhift

lзб

(l8)



ГrG
I

,r --*tпrЗ J "{l-rl2t|v 
(ri+ тh.)dт +

-*t'i,.l
о

T2(t-T)flv (х. + th. .)dT.

очевидво

Iril 5 
24Д llf 

|vl!Ф 
t шrь] * r,b!_,t s ;f,B3 1t'"11. .

Обозначпм о. . f [r,x_i.!I. Учнтrвая Формулr (9),
ходям

( l9)

на-

,i_ thi* "ihi_ l hl(l+c
{t * с-2_,)3 - {! *

(l +о

3
1 "i-t

t.
) +h i-l

следовательно

oi-l-qi ' -(hr-,+ b,11'tqg172, g е [xi-l,xi.1l ,

из (18), (20), (21) получаем

l37

2
i-l )

= (qi-t - q,)(oi+I+ сr) Ф(сr_,,оr)/о(сr_,,оr),

где

Ф(аr_,,оr) . <' . oi_,)'+ (l + q?_l)(l . oi) , t' * oi)2

о(а,_,,оr) - hi(I + о.2)3 * hi_t (I * о.2_,)З.

далее

oi_ 
l -oi - f [xi_t,*, J - f 1xуxi+i -

- -(ь._,+ h.)f ki_|,xi,xi11] .

(2о)

(2|)



"l 
. -* hi_lhi(hi_t* hi)fif'l(t).Ф(ci_,,cr)/ о(сr_,,сr) +

+ r..l (22)

покахёl.{, что

hi-lhi(hi-l+ br)/o(cr_,,ci) s zн2l[(l*о5з * (r*оil)з].

в самом деле, пусть для опре.целенностti
h._l . vhi, \, s l. Тогда

h. _l t h,, т.е.

2

hi_lhi(hi_l* hr)/ о(оr_,,оr) -
v(l+v)

{ r*of)3 . v1I +а3_, ) 
З

Так как проиэводная по v от правоП части этого рЕtв€н_
ства полоlительна, то макснми!r ее достпгаётся пр-'
v = 1, что п дает требуеrrое неравенство. поэтому из
(22) следует оценка

Ёrls }н2 [r" ||2.< |сr_,| .

, la, l) оtоr_,,аr)/ d(сr_,,сr) + !rrl, (23)

где d(qi_t,qi) , t, .oil' . (l . qi2_t)З. неслохно убедить-
ся в том, что

Ф(оr_,,сr)/ d(oi_I,di) 5 3/2. (24)

депствительно, (24) следует иэ легко проверяеt ого не-
равенства Зб{а._,,сr) - 2Ф(qi_t,qi) : 0.

КDоме того, ].loxнo показать. что максимуDl Blrpaxe-
няя t| or_,l* | crl ) Ф(аr_,,сr)/б(сr_,,ci) достигается пря

lcr_,l , lcil' когда оdО раэно 3|cil/(r +а2Р н не пре-
восходит З,/2. Првнrп{ая во ввlманпе этот результат и

o'IeHKy (2,1 ). а таххе учнтtЕая, что cj. fl(nj), qj е

е [хr, 1., L яэ (23) Hмee}r
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l",| з вн2 * lrrl, (25)

,о" u .{ilt" ll2. шiп (l,z llt'll cl. теперь пз (15), (19)

и (25) по.rrучаеr.l оценку

q g 9tl2 * f нЗ Ц r'ull _. (26)

так как |sr{x) - t{x) | ý н4 ||f 'v|l./зs4, (стц. [ 2 ]) ло
из (J2), (lЗ) н (26) ввтекает утверхденхе Teopenil
при r= 0.

из (14) прt tе[0,1/з] иrrееи |s'lx1 - si(x)|3 (1-2t)q.
Учятцвая, кроме того, оценку дJrя |Sitх) - r'(х) l np,
t € [о,l/з] (см. 1211, иэ (l2) полlzчаем

Is,(*) - t,(х)| 5 (1-2E){B н2 * *alt.zt{I-tllHЗ 11t'"1;. },

Е € [о,l/3] .

Правая часть этого неравевства максиriаJIьна при
t = 0. По9то!rу

ls'(*) - r'(*)l . вн2. н3 ||rN ||о/24, Е € [о,l/з]. (27.

при t € lIlз, ll21 вэ (1д) имеем |s|{x) - s|(x)| <

s [-t + бt(l-t)]q. Привимая во вниманче такхе оценку
шrя |sitx) - r'(x) | нз [z] при Ее L|lз,ll2), получаем

|s'(x) - t'(x)| s [-l+6t(t-t)]9 н2 .т, t е tllэ,ll2!, (2s)

где

l+4t (l-t) (2-t) +

класса с2 в точке-

*'I-
,о [ }шr'"tt-qt

х - xi + thi и Нё пр€ВоСХодвТ

4( l-t) (1-3t)

Величива Y представляет собоП не что Ilно€, как оцен-
ку пряблххения пtюхэводноfi fr(x) кубнческим сплайнолri
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"3 llr'" ll- tzц [2]. поэтому из (z8) 
"rr"*ает оценка

|s|(x) - f,(x)i s рш2/z + нз ||t'ult _/rо, t € [l/3, ltzl. J2g)

По сообрахениям симметрии оценки дпя tc tll2,2l3], t€
€ [Z3, t] будут совпалать соотэ.етственно с оценками
(29r, (27). В итоге, из (27),(29' получаем утверцдение
Teopelпr при r= 1. Теорема 2 доказана полностью.

Главньп,r членом в правой части (17) является вто-
рое слагаемое и именно оно отличает эти оценки от
анаJIогичнцх реэультатов дпя сплайнов класса С2 (см.
t2]). Поэтому при интерполяции достаточно глачких
Функциfi и малцх Н вэвешrенннй кубкtIеский сплайн всег-
да будет уступать по точности приблихения сплайну
класса с2.

Из оценок (17) видно,
сплайн с параметрами (S)
член второй степени при интерполяции его сеточнцх
значений и все же обеспечивает третий порядок приб -
ли,шения достаточно глялких Функций. В этом проявля -
ется нелинейность конструкции взвещенного кубическо-
го сплайна. Линейньй метод приблихения, не восстанав-
ливаIош4ий многочлен второй степени, не мо,кет иметь
поря]док точности BEлtIe втоIюго.

Теорема 2 сФормулирована дпя взвецtеннцх кубиче -
ских сплаfiнов с параметрами, определенньпчtи вцр€uкения-

шt (9). АналогичнЕе результаты можно получить и для
более общего способа задания параметров по Формулам
(10). При этом изменяются только значения постояннЁх
К в оценках (17).r

В качестве иJшIIострации получеItнц:к результатов
приведем даннше об интерполяции Функций fr(x)-exP(x),
fr(x) - exp(-lox), fr(x) - вiп(пх), fo(x) - [ l+lоо*(х-|!D2]'|

что взвешеннцй кубический
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I абл}rца l
Пог9ещность приблhr(ени, f (х) вgвапенruи кубически}r Gплайноr.

h 2 з ъ

1

I
п

Iv
fro

.000t 9

.00027

.00025

.00l0

05

I
п

2.6. ! 0-5

3.8.10-5
3.6.10-5

-л2.9.10
Iv
по

.00з0

.0030

.00з0

.0030

.0l t

.0l l

.0|l
.0l l

.00ll0

.0053

.00q0

.0055

.000ц

.000ll

.00()tt

.000ц

.003l|

.003ц

.003ll

.00зlt

Т абли ц а 2

Погречность приблиrени, f l (х) вЕвешеннчrr кубическrr сплай{о}i

взве!деннrд.| кубичесхим сплаИно}, s(s) с разлнчнrд,rrt крае-
вltllи условиямв. РIя построенпя спJtаrна испоrlьэо -
вмаaь равномерная сетка ва отрезке [0,1] с ша -
гом h; парахетI*r ti определяJIпсь по Фсрмулам (9). В

табл.l-з прпведбнв 9наченпя величин

,"* 1s('){*) - t!')(*) |, r - o,1,2,
х€^ J

4h краевче
услови,

l

ц0
q0
1.0

40

.05

по

I
п

Iv

l z 3

20
2о
20

2о

I
п

Iv
по

.00l з

.00l ll

.00l ,

.0068

.0035

.0040

.0038

.036

,72
.72
.9ц

2.0

5э
53
ц5

98

.056

.056

.056

.056

92
92
9з
92

l4l



h Краевь.е
услоэия

9
9
9

9

5
5
5

5

87
Ф
87

87

ЕБ

I
п
Iv
по

59
59
59

59

l 2 з ll

t

I
п

Iv
по

.56

.60

.65

2.1

29.
29.
з8.

l00.
.3l
.14
.39

2.7

q5.
q5.

30.

l00.

6
6
6

6

3
3
з

3

Т аб лtr ц а 3
ПогреU..ость прr.rблrrония f '' (х) sзвеценнrirr к)6ическиr. спл€йноi

таблrца
ilоrрэ]ность приблиlени, f(x) (убическия сплайноr. класса

4

с2

h l,

l

I
п

Iv
по

.05

I
п

lv
по

ц.4.10

|.1,10
4.5.10

3.3. l0

-8

-7
-7

-l'

t

3

l

l

-д.5.t0
.6.1о-ц

-1.1.10 -
-,,2.1 0 -

l .6.t 0-6
1.6,t0-6
2.8.t0-6
t.6.r0-6

.0032

.0032

.0032

.0012

где а - равноrrерная сетка ва [0,1] с шагом h/10, в

столбцах' помеченнЕr. циФрамЯ L,2,з,4 указанв давнне,
относяциесЯ с(ютветственнО к Функцияri f l, f2,f з,f4.Схм-
воrrом по обоэначенЕ естественнне краевые условtlя,

Дrtя сраввения в табл.4-6 прэдставленЕ данвЕе об ин-

терполяцяtl тех хе функцип кубическим спJlайном клас_

са с'.

lц2



таблrца

погреDность пtиблиlения f ' (ж) кубическиtr сплайноi. класса

Т абли ц а

Поградность пр16лишени, f "(х) кубическиlr сплайном класса

нетрудно эt{д€ть, что взвешеннЕе кубвческяе спJrаr,
rxJ }!огут конкуряроватъ с кубкческtадl спJtаrнаlfi клас-
са С2 по точности приблпження только э тех с,лучаях,
когда на участках реэкого измененпя Фунхtшtr узJIл пн-
т€рпоJIяцнх располоrенн сравнительно редко (Функции

f2 tl f4}

5

с2

6

с2

.06

.l8

.7|

2.7

2

7.8. l0
7.8 .l0
5.2.10

7.8 .l0

76

76

76

76

4з

-4

-3
-4

I
п

Iv
по

I
п

ш
по

КраевьЕh

l

05

9.8.10
9.8.10
3.3, l0
9.8.'10

-5

-5
_ц

-5

.20

,20

.20

.20

!

2.1 . l0
6.ц.!0
q. ц,l0
7.8.10

-5

-5

-q

-2

2. 7. l0
8.1.!0
5.8. l 0

3.9.10

-6
-6

-5

-2

.009

.026

.lц
l.ц

h краевче
услоaи,

.08t

.08l
.l9
.08l

37
37
37

з7

l
l

зl .

,
3
3|

05

.0022

.0027
.0t8

2.7

I
п

ш
по

.00056

.00069

.00qб

2,7

2

6.
5.

зl .
l00.

з
6

з 4

I
п

Iv

по

1.8
1.8
ll.

l00.

020
020
024

020
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обрацает на себя внямавие очень IUlохая точвость
приблюtения втоIюfi произэодной Функцяи с помоцью

взвешенного кубического сплаrна (табл.3). Не вда -
ваясь в анмнз прячин этого явления, приведем дЕа
рисунка. на которнх изобраriенв харакfернне граФики
второfi производllой взвешенного кубпческого сплайна,
янтерполирупrцего пёриодическую Функцию siп(2пх), х €
€ [0,1],на равномерной сетке с шаго}.l 1/10 (рпс.1) и

1/40 (рис.2). I|MeHHo из-эа плохо' точности прхбля -
хения второй производной }Gl не стаJIп заниttlаться Btl-
водом соотэетствупцих оцёнок.

2. Изогеометрическпе свойства

характер поведен}lя сплайка на редкоп сетке тесво
связан с его иэогеометрическими сЕоЯства.!дl (способ -
Hocтblo сохранятъ l,к)нотонностэ и вllпУхлость ивтерпо -
лпруемJх даннЕх) .

Пусть значения f,, эаданнне в уэлаrr сеткя А rioнo-
тонво возрастают, т.е. f[x.,xr+l] > 0, i , 0,...,N-t . М-
ЯСНИМ УСЛОВИЯ, ПРИ ВНПОПНеНИИ КОТОРlD< ВЭВеЕеННМ КУ-
бвческиfi спJtаrн s(x), интерпоJIируlсци' эти монотоннве
даннве, будет }@нотонно воэрастаOщей Функцие' на про-
мехутке [a,bl.

llц рассl,tатDвэаем !к)нотонно
только по сообDахениям определеввости. Изменёнияrко-
торше надо внестн в tDорr.rlrлировкя реэулътатов дJIя
случая монотонно убнваtщtlх данвш( триэиальнн.

вопрос о rюнотоllностя кубкrIесквх сплайнов класса
С' пэучался в работах [4,9], где бrr.'tи наtlденЕ доста-
точнЕе условия, обеспечивапцtlе нх монотонность. за-
метrд{, что вtaвод этrх условп' опирается на исследо -
ванпе свойстЕ ctlcтelлJ относитёльно узловЕх эначеннй

давнне
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первоfi провэвqдной спJIаПна - ri ,, что очень EaIHo
для нас. при этоtrl сlлlсл ее коэФOициентов pi,Ii не
играет никакоп роли - по ходу рассуцденнй использу -
ю?ся только соотвоltl€}ния: pi> 0, л.> 0, pi+ iti. l. Но,
КаК y:le ОТМеЧалОСь Btlre, сиСТе}!а для велlпIпН "i -
= sl(xr), i- О,..,Ш, если она записава в термянах pi,
)ýi, в случае вэв€шенного кубпческого сплаПна ,совпада-
ет с аналогичноп спстеriоп дJ,tя кубических сплайнов

)класса С-. Это обстоятельство поэволяет буквально пе-
р€нести Формулировки реэулътатов о достато!tнЕх ус-
ловиях монотонности кубическнх сплаянов (9] ва слу -
чап взвещеннЕх кубическях сплаfiвов. В частностиrспра-
ведJIива

ТЕОРЕrtД Э. ПуспD dанцае lti| лонопоннче. Взаецен-
,rпй кубuческча сплаf,х s(x), uчперполчрчlа|uй знаценuя
(fr} яа сеmtе Ь с храееалч асловuяцч пuпа lr6аdеп ло-
нопонех хс [a,bl, еслч ваполнеNа условuя:

о s f; l 3f[жо,х, l, о 5 fi s 3rt1_,,1l, (з0)

(r+pl)f[xi_,,x. l е шrtlxi,ri.1l, l
} i. !,...,ш-l, (зl)

(l+r,.)f[xi,xi+|] : цftхr-,,хrl, J

где велrrчинll Fi, li определенн Формулаrfi (8).

Неравенства (30) представлЕот собоЙ огранrчения

на первЕе про!lзводнЁе (ваклонв) сплайна На КОНЦаХ ОТ-

резка [a,bl. OHlr эполне естественнý,
замечателънЕе свойства взвешенннх кубпческях

сплайнов во rrнoloм объясняlотся соотноIдениями (з1), в

саt.ю!i деле, с учетФ| фоD[,rул (Е), их м?хно привести к

видУ
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а-|
1

h. -

oi
_-- - a,
'i-!

d._

'*-z,l

h п hi-t
т:

l

1 1а (32)

(з3)

U..
'.-1

i - l,...,N-l,

где для краткости обоэначено о. - t[xi,*5*tl, j 'О,...
...,ш-l. ОтФода сразу ясно, что выбором 1,4ноtнтеля

пr_r/ч, l,toxHo суцественно ослабпть требованяя х дан-
нtл..t (f.}. достаточнце дJIя монотонности вэвеtвевного
сплаЯна, по сравпевию со сrryчае!{ хубического сплайна,
класса С', гле rrr_,/wr. l [9]. Paccмoтpnri с этоП точ-
кн зрения популярнцй способ вilбора пара}iетIюв по Фор-
муле (9).

Во-первЁD(, заr,tетIм, что дJtя каtдого i qяно хэ нё-
равенств (32) 9ав€яо}iо ввполняется. напрвмер, пусть
дJrя определенности oi > oi_l (вообце говоря, моiно
прёдп(шагать о i > 2oi_l ). Тогда втоtюе из неравенств
(32) вцполнено, а первое принимает следущпй вrrд

(t * oi)3 hi

{rtc|,l3 hi-r ё -,

d.z.L-z

с.

oi-l

Отсhда видно, что условие oi > oi_l, вообце говоря,

"способстэует" вЕполнениD условt{й шclHoToHHocTt{ сплаfi-
на.

Рассrrотрни частнЁй случай, когда сетка А рав -
номерная. тогда неравенстэо (33) упроqается

tr * q?)з
1 (34)

Далее, будепr считать, что о! а l, j - о,...,N_l. этого
J

!сегда ttoxнo добиться путем простепчtего преобраэова-

<l * о|,lЗ oi-l
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няя систе!,щ коордrнат (сraатия по оси ,( илп растяхе-
ння по оси у). при этом предполохевип (з4) заведоr,tо
ваполняется, если имеет l, '
;;?_ ;;; ;;;;,_;,-",, ;;":;;,:::т;:н 

( l +о:) / ( l +

tt + о])оr_, - аr(| + с!_,) t za._,{t *о1_,) : о. (з5)

}|иЕимум левой части (З5) по перенённой q. достига, -
ется пря oi . (oi_! + о._,)/2 и равен

,-lqi_| + (! . 11,)tzo"_, - qJt)/4 >0.

Таким образом. l;[l показали, что вераэенство (34) вн-
внполняется, а следовательно, эадание параtетров t i
по Формуле (9) обеспечивает !.toHoToHHocTb взве!rенного
кубического сплайна при сделанвrýt упроцаJсцих предпо-
лохениях. На самом де.пе, как легко вrдеть, 9то утвер-
,(дение доказано в более обцем сrryчае, а llMeHHo, оно
имеет место при вЕборе параr.{етров rr. по Формулам (10)
при всех n >0.

В реальвнх прак"яческих ситуацнях }loHoToBHocTb

вэвешенного кубяческого сплаПна с параметрами (9)
i{oxeT НаР}rl!аТЬСЯ, ВО-ПеРВtО(, ИЭ-за пРобЛеМ, возникаю-
щtlх прll вt!поrtненип преобраэования систёaл кооDд}lllат
в случае, когда величпнц q. сильно отличачтся друг

от друга и среди Hllx tоlеются очень блиэкие к нуrпо;

во_вторнх, когда сетка А очень HepaвHoDrepнa. В этой
связи эаметим, что внбором параметров ri по Форлlу -
лам (10) с достаточно большпм п, всегда t{oxнo до-
бвться вlтrолнения условяп lKrHoToHBocTK сплапна (з2)

дrlя лIDбIJх монотовнвх даннЁо(.
ВзЕешенннё кубнческие сплаПнl, с пара!rетрами (9),

(10) в HeKoToplD( случаях страдают "эстетяческнмП де-
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Фектом, а яменно, кривtJе, опrсвваеlдirе такими сплаfiна-
rol могут m,rеть угловатЕй вtrд.от этого нёдостiтхi по-
1,1огает }lзбавиться следушЕafi алгоритм въбора паlrамет-
ров 9..

вудем вý6ирать параметрн i.i непосредственно пэ

условий lrонотонности сплайна (З2) рекуррентнtй{ обра-
эом. Пусть параметр !'i_! tlэвестен. Тогда, если нера-
вепства (32) внполняотся прн tri. ,i_lrтo считаем ,i.
. 

"i_li в противвом случае вЕrIисляем величину Ui яз
того из неравенств (З2), которое нар!п!ается прн t'i-
' Ui_l, ЭаfiеНЯВ В НеМ ЭНаК HePaBeHCTE€r 3HiKOli DiВёН-
ства. Вачав процедуру вцбора параrrетров, напрпмер. с
rro - 1 легко опр€делить весь набор (вr}, обеспечявал-
ций монотонность взвешенного кубического сплаяна при
лобю< r,toнoтoн нцх даннЕх.

вахнrц.t свойством предлоIенного мгорптма Btrбopa

парамецюв в9вешенного кубического сплайна являётся
то, что на участхах плавного измененпя Функцни взве-
шенвнй сплайн будет меть две непрерlвнllе пронзвод-
нЦе, сохраняя пря этом все достонства, прис!пlие кУ -
бическому сплаfiну класса С2. РазDцв второй производ-
ной реально пIюявляется лкдь в тех у9лах сеткн А .

где он необходпм иэ-:rа резкого изменения характера
поведения Функции. Естественно, при пспользовании

Фор!{ул (9),(10) разрыв второfi произвqдноП сliлапна
ямеется, вообце гоЕоря. во всех узлах сетки.

Отметим, что при построеняи MoHoToHHюt сплаЯнов

полезвtдt' оказIiваются естественнце краевЕе Условliя.

так как прtl этом в качестве достаточных услоэиа мо-
rrотонности сплайна Ф}rгурируют только неравенства (зl)

t9l .
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в заключение приведем пример интерполяции в9ве -
шеннlд.t кубическtд.l сплайноli.r с ecTecTBeHHlлt H KpaeBEottя

услоlиями и параметра1.1в (9) монотоннш( даннtý( иэ ра-
ботн [10l (см.такхе [11] ). на рис.3 сплоцtной линиеfi
изобра(еЕ граФик взвеЕенного ку6rческого сплайна;
пувктиро}l - граФик кубического сплаfiна класса с2.д.rrя

наглядности вцделенц узrЕr интерпоrlяцllи.

з. взвапеннЕе кубическяе в-сплаfiнtl

пусть задав набор параметров r.i, i . О,..., Ш-I,

взЕеN!енного кубич€ского сплайна. дополни!, сетху А

уэлами ,(_j, *rr.5, j - 1,2,З, такимя,что х_з <х_2< x_l <

a ,о, \ < \+t < \+z a ,tt.з. В остаJIьном эти узJIн ]rro-

гут бнтъ произвольнш{lt, лиt!ь в периодическом случае
следует дополнительно tt;Ulofi}lтb ограничения \+5- ь..

ВзвеЕенвцй кубпческиЯ сплайн В,(х), i. -l ,О,..., +l,

наэЕвается вэвешенншtt кубическим в-сrлайном, если
В(х) # О при х € (хr_r,хr*r) и В.(х)= О прп х/ (х._r,
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xi+2), т.е. Вi(Б) - это Фнннтная Фунt(tlяя с носителем
[хr_r, *r.r l .

В-сплайня 8i(x) назЕваются нормалиэованнr ltl,€с-
лн вцпоJIнено соотношенхе

(з6)

Hatlei целью является построенtlе ноIпiаJtиэованнвх
в-сплiйrtов на любоfi сетке п пря произво;rьнýх пара -
метрах {rr. ). Дпя вцвода Формул взвешеннЕх кубнче -
скхх В-сплайнов l.цi прtaменим !iетод, разработанннп в

[Z] для кубическях спJIайнов класса С2. Однако, в от-
личие от [2], где использовалась система относитель-
но уэловнх значениfi второfi пIюпзводноfi спJIайна, на!
алгоритм основан на системах относительво велячпн п..

обозначим ь. - в.(х,). ц. , Bl.(x.), Из условий В,(х)е. l r l- l r J 1
€ с', Bi(x) - о пр1.1 х 5 *i_2, * Е xi+2 ясно, что

bj-rj-o, j s i-2, j }i+2. (з7)

Поsто},tl достаточно наiти Ь.,ц., j.i-l,i,i+l, после че-
JJ

го на кацдом отреэке [*1,ri*1l В-сплаrн Bi(x) опреде-
ляется Формуламн (6). иэ соотнооЕния (7.2) пмеем

ь. --ь. ь.-ь.

^j,j_,* -j* ч5ш5+1, з|r5'-т' - .^, -t:i= , (зs)

j . i-! ,i,i+l .

так каК Bi(x r_r-O) - О, , то из (4) нмеем Bf(xr_r+o),o.

иэ (6) находнм

Bi(,i_2+o) - 6(Ьr_,- bi_2)/hi_2 -({п._2+ 2ч_l)/hi_2.

отсtrда, уtrrтшая (з7), получаем

!l+ l
Е
i--l

Bi(x) =l, х€ [а,Ь].
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hi_z.l_t - 3bt_t. (З9)

Аналогttrlно

hi.l"i.l ' -3bi*;, (4о)

исклочая с поti.lоцью соотношенх' (39), (4о) неиэвэстнне
bi_t, bi*t из (38), а Taкre прпнlrмая Ео внямание ра-
эенства (з7), прtlходrш к cпcтeliie уравнени'

[, 
.*-,[, - *]]-i-|. pi-l-i- ,u,-,.b ,

^, ['' H],i-t, 2,i, -,[,, f],,_,,
,J

(4l )

л..
!,.3Ь

l hi-t

tr. .п. +a+l 1

D.

+ 
'\.1

l + }..
1

hi*t

1 ]]

ь.. -3L ..l
'*| h-l

t
t +l !+

l+

"i*l

определптель это системl

hi_z

l.-1 h.
1

hi*l
т

1

][,

]].

hi+l

]]-
| ' ui-l

l +'t

l+

! +F l+
hi-z
h.a-l

* tri*! l+

i-li+l Ei
)]

очевидно отличев от нуля. по9тому система вмеет qд -
нопараметрическое мнохество решени' ,i_l, 

"i, 
пi*1l за-

висяцее от параметра ь.. полоrким

ь. - h._lhiD/ (PiPi+|), {42,)

где Р. ' hj-, * uj-, (hз-2 + ьз-t) ' 1,(h5_1' hj) (смrсл та-
кого значения параметра bi будет ясен иэ даJIьнейше -
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го). Вцчисляя из систем!r (41) неизвестнц€ пi_llmllDia1,
а такхе учитывая соотношения (з9),(40),(42), пqпуча-
ем набор уэловцх эначевий сплайtIа и его первой произ-
водной. полностью опре,делrmцвй в-сплаян Bi(x). Опус-
кая вцкладки, прхведе}' окончательнцй результат

В. (х,_,) = х i_lhi_2/Pi,
Bi(xi+l) - 

^,.,ortrr'r*,,
Bi(x.) . l- 

'\ih./Pi- 
pihi_l/P

B.(x._2).Bi(xi+2).03

B:(,.i_l).3D._l/Pi,

Bi(xi+l) - -3li*l/Pi*t,
Bi(x.) . 31.7р. - зpilPi+l,

Bl(xr_r)-B|(xrtr).O.

(4з)

i+l'

(44)

Покахем, что наlценнце В-сплаПны являются норма-

лиэованньши в-сплайнамr. обозначиtl st*1 - 
NiI 

B.r"1,
i,-l'

где Bi(r) - В-сплайнЕ, опре.целеннве Формулами (4з),
(44), (6). прt{ к € [*i,*i*1l в c}ury 0инитностх в-сплай-
нов нмеем S(x) - g._,1rr1 + В.(х) + Bi.l(x) + Bi*2(x). ОТСЮ-

да, учитt вая соотнФенпя (4З), (44) находIlttt s(xi) ,
' s(xi+l) - l, s'(xi) , s'(xi.[') , О. Так как s(x) явля -
ется кубичесхи!,l сплаfi ном tt, следовательно, представим
э вrrде (6), то ясно, что ý(r) =1 прп а € [xi,*i+l] дrrя
Jдобого i . o,..., -l. тех садл.t допаýано
(З6), что х требовалось. Отметим. что выполненне 9то-
го равенства обеспечивается внбороs{ параметра bi в

системе (41) по Формуле (42).
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