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введение
В последнее десятиление появилQсь болъшое число

математических работ, посвяценню( зау9леннЕм вло)пе -
ниям граФов в трехмерное прострааство. ocHoBHbTr, сти -

муляруюци&t моменто},l для развития этой теории послу -
хили работы Дi.конвэя, к.гордона [1] и м. ямаr|ото [2],
в которЕх бtлIlо замечено, что влохения даже простых
с комбиgаторноп точки зрения граФов могут быть уст-
IюенЕ достаточно слохно. начало изучения инвариантов
таких влохениЁ, в частности, поляномов, сочетаtощих в
себе свойства поJтиномов графов и полиноЁ{ов у9лов16ы-
ло полохено в работах Л.КауФФ.!ана [З]. Основн алго-
ритмического подхода к пзучению 9той проблеri.я зало-
хенц в работе [4], в котороИ данц необходtоrне и дос-
таточные условия неэаузленности граФа.Д)угое ваправ -
ление исследованиЙ связано с поJIицомами граФов и уз-
лов, обобцаlощих классический поJIиноll Татта [5].в ва-
стояцее время такие полиномы ýlироко исполъзуются в

Работа вцпалнева при Финансовой поддерJцке россиас-
кого Фонда Фундаментальнцх исследований (код проеr-
та 95-ol -ol4 lo, 96-О3-3ЗО67).
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комбинаторной теории узлов и тесво связаны с послед-
ними ее достихевия.lи. Большио Iюль в этоfi теории
снграли работý Л.КауФФмана t6]. К.Мурасуги [7l g

Ф.IЦагера [8]rв которюg построенне полиномвмьных ив-
вариантов узлов сводится к задача}l на плоских граФах.

наиболее интенсивно аппарат теории узлов и их
поливомиаJIьllых иввариантов применrЁтся в фяэике. 9

частяости, в теории квантовъD( груп;t. излоr(ение идей

примевевия теории уэлов в Физике содерхится в [ 9] .

В последнее время в значителъноf, степен}l внима -
НИе К ИССЛеДОВаНИЮ УЭЛОВ, ЗаЦеПЛеНИЙ r' ЗаУ9ЛеНВr,D( ГРа-
Фов стимулируется прилохени8riи в естественню( науках.
так, в биологяи и хи].{ии открцваются все новъэ бнопо-
ЛИМеРН И rýtОЛеКУJН НеКЛаССИЧеСКОГО СТ;ЮеНИЯ, СВОйСТВа

КОТОРЪD( ЗаВИСЯТ ОТ ИХ ТОПОЛОГИП ! ЗаУЗЛеННОСТИ И Зt-
цепленности их макромолекул. Э органической химип

такие классы соедивениfi язвестýн под 8пзвQнп€м кiIё-
яанl, и ротаксаны [10]. Синтезированы такхе химичес -
кие соедиЕения, иt еюiцие топологцtо леЕтницц 1.1ебиуса

tl1]. В биологии уставовлеяо, что ДНК могут и!петь

заузлевнуD структуру. Напри}rер, ва облохке журнала

i12] приводится ФотограФия молекул!i ДНК, яrltеющая

структуру торического уэла с 1З двойнши точкам!r.О6-
зорнlэ статъи по применениь методов теории узлов в

химии. биологвн и в Физике содерхатся в [13].
однrд{ из интереснья направлений в области при-

ло]iевий теорип узлов является разработка математичес-

ких rrетодов ндентвФt{каrцlи топологяв 9ауэленнýl мак-
ромолекул биополиr.iеIюв и мQлекул химическпх соеднне-
нпй. ocHoBBtý| объектQl,l изучевия ЕвлЕOтся проекцtlя
пространственноп структурн заузлеFноЙ }rакроrrолекуrIJ

на njlocкocтb. Такие плоскпе диагрЕtl.олJ получаlOтся, на-
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пример, при ФотограФяtюванпи моJrекул Д]lК. Проблема
идентиФикацtlи топологии состоит в том, чтобЕ по за _

данной диаградrе макромоJIекулн определить тип уэла
иJIи зацеплеяиа, соответств!пOцяЙ этой макIюtолекуле.
традицяоннЁr, подходом при идентиФикации узлов Елг
ется использование полиномиальвю( инвариантов пх
диагрЕш. настояцая работа посв.Ецена исследованrдо
свойств l{ вьFlислевию полнномиального инварпанта .'fii,!a -
дtl дJtя граФов, влохеннцt в TpehaePнoe пространство
( заузленнrос граФов) .

1. папrпном 
'Ьrадд 

для абстрактuого граФа

Рассматриваrотся неориентиtюваннве граФЕ G(v,E) с
петлЕtпи и кратны{и ребрами с MtloxecтBor.r вершнн v-v(G)
и M]loжecтBoltl ребер Е - Е(G). используемце далеё обо-
значения: р(G) - число вер[ин граФа. q(G)- чrсло ребер
граФа, Ф(G) - число коttlповена свяэности граФа, p(G) -
- q(G) - р(G) + ol(G) - парвое числс Бетти. Перечейlсол
граФа назtDается ребро, удаленяе которого прпводпт к

увеличению Kol,EtoHeHT связности граФа. Прешlе чем оп-
редепить инвариант пIюстраi:ственного граФа, рассмот-
рим лехаций в его осяове пэJrиномиальный инваряант
н(G) для абстрактного граФа. следуя [14]. определиr,{

для граФа вспомогательный полиноф, h(G)(х,у.} от двух
переменнlд{ следухllцим образоri, i

h(с)(х,у) - , ,-*r-lri *ol 
(G-F) 

rВ(Ф,г) ,
ЕЕв

где F пробегает все подмвохества ребер из Е(с), |F|
естъ число элементоэ в мно естве F, а G-Е оэоЕначает
граФ с мнохествой вер!ин ч(G) н множествол., ребер
Е(G) - р.
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Полином h(G) будет иввариавтом граФа,так как он

является частвtо{ случаем поливомиального инварианта
Негаr,ли [5]. ДёйствительЕо, поливо!t Негамн f(G;t,a,b)
мохно представить в виде

f(Git,a,b) - Е
Fqв

tФ(с-r)аq(с)-l ElblEl 
.

Сравнивая приведеннве вЕце полиноtr{ц, пол!пIаем:

| |.
h(c) (х,у) = ;r f (G;'.у,у, - ?.

Таким образоli!, поливом h(С)(х,у) с точностью до мно-

ifiтеля совпадает с многочлевом, получаемЕrt{ иэ поливс-

ма нега^{и f(G;t,a,b) после подставовки t , ху, а-у и Ь -

= t/x. отсюда HeMeIuleHHo следуют следующие свойства
полинома h(G), вЕтекаtощиё из с(ютветствуюOlих свойств

полпнома неrаrл [5].
1О. Пусть G/e есть граФ, получевнЕй из граФа G

стягиванием ребра е, а через G-е обоэначиýt граФrпо -
л]Еенныа после удаления ребра е из с. тогда

h(G) (х, у) - h(c/e) (х,у) - } ьtс-"11*,у1.

2о. ЕслИ граФ G UH есть объединеНПё НеПёР€С€КirО-

цихся графов G и Н, то

h(G UH) , h(с),h(н).

3О. Если граФ G,lt есть объединение граФов G и

Н, имеющих единственвую общ}ло BepEElHy (проиsедение

граФов) , то
I

h(с.н) .:h(G),h(Н).

4О. Если граФ с иIt{еет переIЕек, то h(G) , О.

5О. Если граФ G го}iеомоЕФен граФу Е, то h(G) ,

- h(tt).
40



Полчвоц Ялаdа пrlя абстрактного граФа G есть ло-
рановскиfi поливом от одной переrrенной, определяеlа,lй
через h(С) (х, 1) подстановкоп:

н(с)(д) . h(с)(-l -А,_2 - д-l).

Из свойств полвнома h следуот аналогпчнце свойства
для H(G):

1О. Рекуррентная Формула н!{еет вид: Е(G) .
- н (Gl'e ) - H(G-e).

2о. для объединенвя граоов иr,{еем H(GU Е) -
. н(с).н(н) .

3о. дrr, произведения граФов н(G.н) . J(с).н(н).
4О. Всля граФ G имеет переI!еек, то Н(G) - О.

5О. Если граФы G и Н гоrrеоr.rоtЮнЕ, то Ц(G)- НФ).
Полинол.l Н(G) получается из поJtинома Неrами под-

становкоя

в(G)(д) = -l r(c; -b,b,t). (t)
ьр

гдеь--А-2-А-|.
днаJIогично [5], yKareM эначенпя полинома н(с)

дJIя некоторýх кJIассов граФов :

1) Если граФ Tq есть дерево с q реОраrrи, то
н(т_)= о дJtя всех значен}й q.q

2) Если граФ С_ .Еляется цпкJrом длинl! q, то,ч
н(с_) - A+l+A-' для всех q.

q
3) всли граф L содерхит единственнуtо верпину я

q
q петель. то

в(ь ) . (-l)e+l (д+lrд-l)q.
q

4) Еслп граФ D cocтolrт иэ двух верцЕrн, соедrнеь
q

ньв q ребраrrи (мультиребро кратности q), то
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H(Dq) - + [b+l-(b+l)q],

где Ь. _A-2-A-l.

Рассмотрt.м примерЕ вЕrIисления полинома Н(G) для
граФов, л ФбраженньD< на рис. 1. нетрудно видеть. что
в результате применёння к граФу G1 операций стятива-

G G GG G
1 q ! ra

2+л+t)2(л2*t).

2^2-ъ^-4-4д-|-2д-3-А

5

Рис, 1

вня х удаления ребра получgм пару граФов Dl и D2.Dl .

Следовательно, так как H(D,) . О , rдrеем

lt(Gl) . Е(Dз) + H(D2,D|) - Н(Dз) _ H(D2),H(Dl) ,

-{ 1b+r-{b+ll3 1 - - !{l2*r.l11l2*l1,
.-л2-л-2-д-| -А-2.

ГраФ G2 tioxнo представить как С2 , Gl,Ll. Тогда

н(Gr) - н(G,.Ll) . -H(Gl)-B(L|) -
. -*,n + l + д-l)[ь+l - (ь*l)З]

!tл
л'

з -з

стягиванпе ребра в граФе Gз приводит к граФу D4,

а его удаление порохдает гDаФ Dr,Dr, откуда

В(Gз) - H(D4) + H(D2,D2) , H(D4) + G(D2))2,

- -1to + l - (b+l)4] + (b+l)2 -
ь
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- -},о'* А * l)2(д4*

. дЗ+ 3д2+ 7Д + 8 + 7Д-l

ЗаJ.iетим далее, что стяrиванием ребра в граФе G4

}юr(но получятъ граФ Gз. Удаляя это ребIю хэ G4,полу-
чим граФ, которця этимн Jie операlцlл.rи MoIeT бЕть ре-
дуцпроваН к граФУ D2,D2 ц пIюстомУ циклу G4.ТакЕ,{
обраэом,

н(G4) - н(сз) + Ф(Dz.Dz) + н(G4)) -

2л.З+ 4л2+ zд+ 11 -

+ Зд-' + д'

- ЛЗ+ 4д2+ lОд + !2 +loд-l+ 4д-2. л-3

- H(D4) + 2(H(D2) )

-! tl2.1* t)2

2 * 1л*t.л-l1 .
(Д4. 3Д3. бД2+ Зд + l) -

трехrrэрное просц)авство
п3 - в2. проекцию п(G)

применяя операции стягивания и удаления к ребру
кратвости два в граФе G5. получtд.t

Н(G5) . н(сз.Ll) + H(Go) = -(л +l + д-l)н(са) + н(G4) .
- - Ч (л2* л + l)2(д6+ 2д5* 4А4 + 2д3+ 4а2+ 2l+t) .

Ач

. -л4- зл3- 7А2- 8д - lo - 8д-l- zr-2- зг3- д{.
ЗМЕЧАНИВ 1 . Отметим, что так назъваеr,оlй йоrпо -

rобrй полином F(t) мохно пре.цставитъ через полином
Негами в виде E(t)- +f (GiЕ,t,-t),что с точностьD до

tP
знаков переменню( совпадает с внрахением для Н(С).
Опнсание потокового поJIннома приводится в [15].

2. полином fi.ra.Er для пространственнЕх граФов

Пусть граФ G вло:fiен э
и рассмотрим пIюекцию пзR з
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граФа G будем назЕвать реzулярной. еслн либо точке
z е п(G) соответствует ёдннственнЕй прообраз ,,-l (r) с
€ С, либо точка z является двойной точкоi,т.е. п l(z)
состоит rэ двух точек, лёхащих на двух трансверсаль-
но проходr!иra одно пqд другlfi реOер граФа G. Проек-
цию п(G) граФа G с укаэаннъв{и в ее двойннх точках
проходамп "над" и "под" будеr.{ наэъЕать duа?радлой
графа G и обозначатъ g(G).

Пусть g(G) есть диагрii!ша граФа С. Для произ-
вольной двоfiно' точки z € 8(G) определrд, трr' опера -
|мu ее раэооOlсu: 9+, а_ и so как локttльвое изменение

днагра!дrн 8 в окрестности точки z (см.рис.2).

(
+

)
вй з

Рцс. 2

Elэ

пусть граФ 8 получен из g(G) прнмененне}t к хаrl-
до' двоrно' точке одноп иэ операцпй разводки. ясно,
что s будет абстрактнrп,r пJtоскtл.t _ граФом. обоэпачtо'l

через U(B) }lнotecтBo всех графов, полученнrл( из диа-
граrдiн g применениех всех комбхнаtий операций раэвод _

ки к двопнни точкаra 8. ГраФу s поставим э соотв€тст-

вие моном c(gls) . дОl-П2, где пt н ц2 есть число опе-
рациП разводки а+ в 9_, прtпlененцю( х 8 дrlя палуче -
ния s соответственно.

полuнодол ял4а, диаграtФа{ 8(G) пространственно-

го граФа G назнв5етсЯ лорановскяП полином от пере-

!rенной А. задаваемоfi

R(c) - R(в)(д) ,
следуmшIta вц)ахением з

Е
s€u ( 8)

c(Bls)H(s),

4{
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где H(s ) - h(s)(-l,_д_2_д-l).
,Щпя определенности поrtохим R(@ = r. всли диа -

граlоla g граФа с не имеет двопнвх точек,то R(e)-H(c).
Если rз контекста ясно, какая диаграlлrа граФа с
рассматривается, то будет употребляться Taкre обо_
значеняе R(G). из свойств полиномов h(G) и н(G) не -
медленно следухlт след!пOщие своЯства полино}rа Я"rады 3

!) R(X) . ап'()(ll. л-lвl!l * пк!;
2) R(Ж) . R() (l * п<{tl

3) R(О)-R(О)-д+t+д-l;

4) ес.ли диаграt !.tа g имеет перешеек,то R(g) - О;

5) R(Ln) - -(-о)П, где Ln есть не9ауэленвшй одно-
вещlвны' граФ с п петлямr п о - А + l + д '.

зАIi{ЕчлilиЕ 2. здесь п далее испопьэование Фраг -
ментов дпагрaltлit (как в вшдеприведенвю( уравнениас)
означает, что эти дllаграlдлJ отличаются тQлько укаэан-
ньп.rх Фрагментамн.

всли пространственнЕй граФ имеет перешеек, то
для его диаграrдл R(B) . о. в этом случае граФ liof,Ho
характеризоЕать набором поJlвноli.lов. сQответствуюцнх
всем его двусвязвtдll коlrпонентам.

полином яt адl диаграlадl и ее зеркaulьного обраэа
связанll пIюстщ{ соотношевием.

утвЕРшЕниЕ 1 [1{]. Пуспь Bl еспь зерrсалDнча о6-

раз ouazpaJ|rдa Е, То2Оа R(g) G) . R(g| ) (д-l ) .

Tat( как абстрактння граФ и его зеркальнЕй образ
совпадают. то дJtя абстрактного граФа поJIином 

'Iмадtlвсеrда полностью сиtпlетрtпlен относительно нулевоп
степени д.
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Из свойств полвнома следует. что если все вер-
цtпвl. граФа G имеют степень 2, то R(G) является инва-
риантом узла.в [14] указана явная связь полннома Я}rа.
ды R(8) с полиномиальнъцt{и инвариантами уэлов и зацеп-
леflиП, а иr{еняо. с полиномом ДrФунса н полиномом ду6-
ровника.

З. Инварпантность полинома R(g)

основоfi дJIя использованпя полнllоailа 
'D,iадЕ 

Евляют-
ся его свойства иявариантности при изменениях IIlGlп)ап{

пространственнш( граФов. Такие преобразования .Е{irграл{

состоят из последовательяостей эле}rеятарньD( пр€обра -
зований, назвваеliЕfх двrхениf,{и Реlцёмеастера [10],ко-
торые представлены на рис.З. Преобразовавия диаграlч!ýЕl,
порохдаемце наборами (l)-(vI); (|)-(v); (О), (l|)-(Iv) на-
зt|ваются ?uбкuдц (pliable), плоскuдu (tLаЕ) ре?аляр-
trли (regular) преобраэованиЕtlи соответственно. под
максимальной степенью вершrн граФа G будем понямать
величину lпах(dеg(ч) |v е V(C)}.

ТЕОРЕМА t1-4l. Палuнол R(B') яеляепся цнварuанпол
dчd?ралла g проспранспвен о2о zраФа е прu слеdа,оцu,
преобразованuяа g:

(7) прu ре 2улярнrа преобраэованuяý;
(2) прч плоскu, преобраэованuя, с почноспью ао

лнохuпеля (-д)п аля некопоро?о целоzо ni
(3) npu еuбruх преобразовqнuяI с почноспьр ёо

лцохцпеля (-л)п аля некопоро2о целоео 1 аля dцаерац
2рафов с лаксuлалёной спепенёю верччн деньчей 4.
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Рис. З. ИнвариантнЕе пр€образовавия дJtя пQлиltома Ямадц
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4. полином ямадtr дrtя одного семейства
зауэленнtD( влохенип кубпческих rрафов

с двумя веIхшнамя

Расс}tотрим трехвалентньrе граФц (возмоrtlо с пет_
лями и кратнЁц{и ребрами), имеюоЕlе ровно две верщЕнн.
Очевrдно, найдется лишь два таких граФа (рвс.4),пер-
внп пз которнх в соответствии с принятоfi тер&lинало -
гпей пдl будеr.{ далее назьlвать 0-граФом и |lпенсне"-гра-

Фом.

о-граФ "пенсве'-граФ

Рис. 4

Расст.lотрим семейство 0 (п) пространственнЕх вло-
хенип этих граФов, дяаграlалJ начальнюa представt4те-
леп которого изобрахенн на рис.5.

8(2) 0(3) 0(4)
Рис. 5

Д{агра!д{а пIюстранствевного графа о (n) поJrуча -

ется из канонической диаЕра!пGr торического узла (ес-
ли п нечетно) влtt торического двухкомпонентвого эа-
цепления (если п четно) добавлевием дугв. лецаще' во
внецrней грави. как нетрудно видеть. граф 0(п) как
абстрактнЕп граФ изоirорФен О-граФу, еслв а нечетно.
и iпеЕснеП-граФу, если п четно.
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в след!поцем утвер(дении дается Фоджула для поли-
HoM.i 

'lмадr 
пIюстранственного граФа 0 (п).

тЕоРЕ!.lд. Для л,обоео n z 0 полuнол ялаOа просп-
раllспвецпоео 2раФа о<\) uдееп слеdчрцuЙ вча:

R(O (п))(Д) . (д2* л + l + д-l+ л-2)лП -
- (А+д-l)д-2П- (л2*l*л-21 (-l)Пд-П.

ДОКДЗДТЕПЬеГВО. Дrtя краткости воспольэуемся да-
лее обозначением Rп. R(O(п))(А). Тогда в силу своrств
полинома ямадJ toreeм:

Rо-f Ro . (ь Гl) [(д:2)о-lQ - пп_, L
где череэ Q обозначен поJtином firа.Фr дJ,tя неэауэленно-
го 0 -граФа. СJtедовательно,

R- ,- R_+ ац ,- л-lп-,, - (д-д-l) (г2)п-lQ,n-a п ц-| п_

откуда

Ro - ш,,-|* д-l{R,-t- ýo-z) , -FS, a.

обозначая T -R-AR .- пмеемп n п-l'

л-д-l
р(-"-т

}.s,]
-7(Ет) q.....S,,-

л-д-| л l - (_l)'-lдо-l
-;пп=,т Ч --_-гi-

тп-т --!пл а.

l-
д'п-2

l
д

-lл-А
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Мчисляя непосредстЕенно Rl и Ro получи!l, что т
= R| - Мо . -AQ. Следовательно,

.,,,- 
[

лП-Чп -

'iГ'о'-А+l)- л2-л
n2n ],.

п
Е

k-|

Вервемс, к полиному Rп:

R.AR .+т - A(AR л+т -)+тп n-l п n-Z п-l'
п-|

... - дПR . Е д'т . - дПR +О i.o n-l О

п

дп_ kT
k

Заметим. что граФ 0 (0) является незаузленнЁд't "пенс-
не"-граФом, и поскольку он имеет пёрешеек, то Ro= 0-
тогда

п
R.E
' k-l

. л'Q

.л\

(л2- д * t)

А2 -о * l

А +|

п
Е

( (-l )ПдlП- l) -

$- "'-";,Ё],
д(| - л-3п)

+д+ |

Восполь зуеп{ся тем, что

Q,-л2
(д2+д+ l) (л2+ l)

n- д - z.-д-|- д-2 .

Тогда

*,r - _$t,n'- А + t)(д2 + д + |)((-l)Пд-2О- t) -

-1л2 + l)A(l - лJо)] =

= _дП[ (д2 + t + д:2)((-l)Пдl' - ') -

-G*гl)(l-д-ЗП)]=
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- (д*л-|) (дп-д-2п) _ (А2+t+д-2)((-l)пл-п -лп) -
- (А2+д+l+д-|+д-2)л' - 1е*л-l1д-?.' -

- (А2* l+д-2) (-l )пл{.
что заверлает доказательство теоремы. в

слЕдствиЕ !. прu цалаа значенuяа а получаеА сле-
ёуlоцuе полuнола:
R@ (О) ) (а) = 0,

R(о(t))(д) - дЗ * л2* 2л + l + д-l,
R(o(2))(A) . д4. д3. А2 * А _ д 2- д-1 г4- д-5,

R(Э (З))\А) = д5. д4* 
^3* 

о2* о . f I* д]3_ д_-7,

R(o (4)) (д) = д6* д5 _ д-7 -9-д
5. значения полиttома R(G) в точках t1

полином я"rадв обладает иHтepecнEtt свойствоl.a. по-
звол,rool}lм узнать из какого абстрактного граФа (или

уэкого семеяства граФов) получено данвое эауэленное
влохение.

УТВЕР'iqЕНИЕ 2. Пуспь е u g еспь процзвольвае за-
gзленнае влоlФцuя в преrлерцое проспранспео оаноzо
ц по?о re абспракпноео ераФа. То?dа |R(c)(tl)| -
= |R(H)(tl) l.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Напомним, что для полиноl..|а Яtta-
ды имеет место следисцее соотнопtение:

R(X) - R( Х) . (А _ д-|)tR() (l - п<! ll.
в частности. при д - tt имеем R(X)(t|) - R(x )(tl).
Таким образоrr, есля две диагрatlддJ пространственных
граФов отличаются ли!lь изменением прохода в одной

двоЯной точке, то значения соответствушlих полиномов

я}rады при д = tl совпадают. ДIя завершени я доказа

* А4. д2_ Al- г4- А-6
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тельства осталось заметить (см.например, [17]), что
дIlя двух различньD( пIюстранствевньD< влоr(ений одного
и того же граФа существ}rют такие их диагр€tlttмы, что
от одной диаграммы мохно перейти к другой диагрсrмме
с помощью последовательности изменений прохсдов в
HeкoтoptjD( двойнш( точках. El

TaKrцl образом,значения |KCol <tl> | ЕляQтся ц}r-
ва-риантами абстрактного графаr т.е. не зависят от
способа его влох(ения в Tpex}tepнoe простравство и мо-
гут бIfiть использованц для идентиФикации граФа. На-

пример, для paccмoтpeнHbD( в предЕщ}лцем пункте 0 _гра-
Фов справедливо

СJIЕДСТВИЕ 2. Для значенuй полuнола ЯмаOа семей-
сmва ераФоо 0(п) в поцlса8 А- tl uдееп лесmо слеOаuttее
свойспво: еслu rL нецепно, mо |R(О(п))(r)l - б u

lBO<nll(-l)l - 2, а еслu rLцепно,ио R(o(ц))(tl) - О.

6. полином R(G) для абстрактнцr( кубкческих
мультиграФов малого порЕlка

Так как R(G)-О для граФов с перецrейками, будем
далее рассматривать двусвязнце куОические граФц. На

ДВУХ ВеРЦtИНаХ С}ПЦеСтвУет единственнМ гра.ф Gz (0-
граФ). изобраr(енный на рис.6 вместе со своим полино_
мом R(Gл).z

R(G2)-_A2-A-2-A-l

Рис. 6

-2А

ýв

в точках д - l и д = _l имеем R(G2)(tl), _6'
R(c2)(_l) - -2. Диагралдш кубических мультиграФов без
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Itlocтoв с числом вердин 4 и б иэобрахенв на рис.7

tl 1
0 G 2

6п
t
б

2
0 ýr

е 5
с

,
6 в

Ркс. 7

Поляноiлl этях граФов приводятся в табл. 1 а их
значения в точках д=t| данц в та(и. 2. зa}.teтrrr..t, что

all
дJ,tя граФов С; u G; поJIиноirы окаэались одинаковlд{tt.

таблица 1

полинолдl R(д) для кубяческнх мультиграФов

поJtпном R(G) (А)

G2

l
4

з

е2

с;

eZ

G:

G;

G;

-д2-л-z-гl _t2
Аз

дз

-А4

-А4
ll

_А

-Al,

+2л

+д2

+дз

*д3

-Аз
_Аз

+AJ

- здJ

4Г2 +

- 4г2

- ц,;2

+ л-3

гз-
+ д-з

+гз

_ д-4

д-4

_ д-4

-г4

" 2A-l + AJ
+Зд+2+ЗЛ-l+Л-2

-3д2+2л-4+2л-l
-ql .д-6 *A-l -
-4А2-зд_6-зд-!
-4А2-зА-6-зд-l
-4-зъ-2-ъ4-л4 - зл2

5з



с;

-l2

-l2

G1

l2

-ц

G;

-6

-l8

с:

-l2

-2о

G;

-2ц

-8

G:

-2ц

-8

I

ц

-6

А

-l

GGz

-6

-2

таблнца 2

Значения полинома R(С)(д) в точках д . t|

7. каталоги полиноIttов

для пространственнЕх Ф- и п_граФов

В данном пункте полином, Я"rадн табулирован для
двух классов пространственнЕх граФов з 0_ и О-fраФов.
Пространственнце 0-граФц образованЕ влохением в про-
странство абстрактвоrо 0-граФа, состоящего иэ двух
верЕнн, соединеннЕх тремя ребрами. о-граФн составля-
toт мнохество пространственвнх влохенrй абстрактного
полного граФа К4. Дяаграr,irdl пIюстранственннх граФов
с числоlit двоfiнцх точек не более 5 взяrц иэ [18], где
УТВеРriДаеТСЯ, ЧТО ПР€ДСТаВЛеННЬDПИ ДИаГРа!Д.tаt{И ИСЧеР-

пЕваются все неэквивалентные диаграiаrlы (см.рхс.8,9).
нихе приводится полином ямадн для пространстrеннцх
0_графоЕ ма,лого порядка с числом двоаllнх точек не

боJtее 5, приведенню( на рис.8.
вФ,) . -r2 - д - 2 - л-l - л-2,

RФr) - д6-л2- t - дl _ дJ - а-4 - А-5 - А{,

R(Оr) - -l,i + Дq + 2аЗ + А2 + А - l -
- л-l - 2дl - zъ-3 - zb-4 - Г5 - дJ,

RФо) = я7-л5-л3_л2- t -д-2 -о-5 -лJ,
R@r) --l8 t А! - д2 - А - 2 _ д-l - д-2. n-4 - А-8о



€)1

Or

Or

Ов

Orr Orr

оз

Об

Orz

Рис.8. о -граФы с числоtr{ двойtlыж точек не более 5.
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Or Or Оз

Or гl0

rh Оз

Ряс.9. Q-граФц с числом двоltlьD( точек не более 4.
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R(0 ) - д8 t д7 _д6. д5 * Д4 - А3 t Д *

* 2д-l . д-2 * 2лJ _ дJ * Л-6

- д-2 * л-3

6 -9

* д-4 + Д-5 * Д-6 * Д-7,

_ д-t - дl _ дJ _ zг4 - д-5 - дJ - о-7 - n-8,

_ л-2 - л-3 - zbJ - zb-5 - 2о-6 - n-7 - о-8,

- о-7 - n-8,

-8
А,n-7

R(э

Rб

RФ

R(э

2А=л8.д7- З-zъ2-ь-2-
1) -6+л

RОs) - -Д|l -д9*Д7.д5*л3t

R(0 l l)

R(o 
t 2) -д

*дJ

+ 2д+

* n-l -

А -А

-_л9*д8*д5*д3
9

пФ,о) - _a,ll - А9 * д7 + Аб * 2д5 * д4 * А3 -

д8-д6-д3+д2+д+

9_д6+а4+l2

*д4*Д3

л7 . д6-

,д-l-л-2-2АJ-г5- 7 -8 -lo2л-

* 2л-6 * д-9,гз-,,

;,а _* д7.

+

) =-А'

) = -А'

2л4+л-|-2а. -2
2л 5

2

, д-I- f2- zГа- zi5- д 6-

А 2187
lз

to5to4*ol4
2д- 

7_ 
д- 

8_ д-lo

Далее приводится поJIином 
'П.rадЕ 

для пространствен-
ню( К4-гпаФов малого поршка с числорt двоrlнцх точек
не боJIее 4, пр}ЕеденнвD( на рис.9.

R(a,) . l3 + zд + zд]l + д]3,

в(пr) = а8* д6* д5- д4* д3_ 2А2+д-l+д'+д'+д'+
-д

_ 2л2 _ 4_ f l_ зл_2_ 
", 

_^^-i 
^

А4.. А3- 2А2* 
^-2-{2- 

д-з-f4-f6,
R(п

R(а
,) - 2аб

n) - п,8-
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R(nr) , д8 - д7 *об - д5 -д4 - 2А2.А - t *

-' . А-2. 2AJ + дJ * zд-5 * д-1

- AJ * лJ -дJ - 2д-5 * дJ - А-7. л-9,

..дj-А-5-лJ,

- л-3 + 2д-4 о 2д-7,

.. д-3 * д] - л-5 . л{ * д-7 - a.-8 * л-9,

. 2д-| * д-4 - дJ * д-7 _ д-8 * д-9.

I. Ai
1

R(a6) =Л7-л6*д4

+И

+А2 + зд+

+ 3А-

п(оz)

к(пв)

--д8-л5*д4.д3

-д9_л8*2д6_д5.д4+

ъ4

-A5*.qio2A*

+и+
+ зл-| * д-3

2Аз

+ д-l _ д-2

+ 2А- l +

2
А +2л-2+

R (п9) 8
+ +Ад 57

R(n

* zгl- Г2
)-д9-д8.д7l0

ПолиноrGa Q7 и Q|о,сотласво утверr(qению 1, являются
сиl,Е{етричllыllи. так как соответствуюцlие влохения гра-
Фа tr4 являются ахпральнt!t|и (зеркально эквиваJIентны -
ми).

8 . uМрина полинома Яl.iадц

пснятие ширины полинома бшло введеЕо и изуча -
лось дJIя полиномов узлов и эацепления. например.по _

казано,что цирпна полинома дfrоунса Ее превосходит 4d,
где d есть число двойню( точек диагр. л{в узла [ б i
В этом пуякте !,щ получиl, аналогпчную оцевку цlярины

полиноlrа 
'IMa.El 

дrlя диаграr,о{ зауэленных графов.

"""*
IrluPu\oй по4uнола f (С) . 

.Е
цtп

на графе G

наэовеr]t число врsпf(с) . |.r.* - .rinl, гле "r",
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с ! есть наябольший и наlдrеньIцlп показател!t степеницlп
прп переменвой д в полиноr,tе f.

Иэ преддд!пцих пунктов следует, что sрап R(G) (А)

такхе является инвариантом влохеннъD( в пространство
графов. Iия определения lдиринЕ полинома R(A) 0удет
нспользована Форф{ула (1), свяэнвашtая его с полино-
a{ом негами. нам поЕадобится следую0lее вспоl,tогатель -
ное

УтВЕРr(дЕниЕ З. М аксuлальная сулАа сmепецей прu
Е и х 8 пслullоле Не2алu ё-lя zрафа с q ребрадu и Ф

СваЗНdА|J кслпоненпqlaц раВП4 Ф + q.
докдздтЕльство. как следует иэ свойств полilнома

Нега.ь{и, он мохет бмь представлен в виде f (С) =

= г tk*e-iyi, где сумма берется по всем наборам иэ
q-i стягиваний и i удаления ребер; k равно числу
ко}лповевт граФа, т.е. числу получнвцtвхся в результа_
те изоJIированнцх верши!l. Стягивание ребра не изменя-
ет числа компоtlент свяэности граФа, а при удалениll
одного ребра число компонент граФа увеличивается не

более, чем на 1. Следовательно, ks Ф + i. Тогда сум-
ма степеяей при t и х не превосходtит (q-i) + (Ф+i) -
- Ф + q.. Если все ребра бцrlи стЕнуты. то получаем эту
величиЁу при 

"'rЧ. 
Е

цlирина полинома ь{адц ограничена линейной Функ_

цией от числа веtrхJив граФа я количества его двопнЕх
точек .

УтвЕРlfrдЕниЕ 4. пусmь е еспь олохеннuй в преацер-
ное проспранспво связrldй реzулярхай ераФ спепенц r с
ччслоА верчrцн р u d 0войнuлц почкадц в 0чаерацjае.То2-
dа dля tаuрuна полuнода ,?,lcdr R(G) справеOлuво нера -
венспво: lрп R(G) ý p(rJ) + 4d, + 2. Прч эпол равенспво
Ооспu?аепся ца ераФа, без Оаойпd, почек,п.е. прu d.o.
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ДОКАЗАТЕЛЬСГВО. Оцевп't вЕачале значение "**.
Пусть оно бr1'lо достигнуто при вычислении полинома
Негами на некотором граФё G| с числом вердtив pl и чи-
слом р€6ер ч1l полученной.r rtз G разводкой п двоЙных
ТОЧеК ОПеРаЦИrliИ ТИПа s+ И 8_ В КОЛИЧеСТВе 'l n 12

ltугук соответствевво. по

степень при А даст члев

имеем

утвер)йденriо 3, наибольtлую

, п, -Iпл q.
4- д ' 'tя ' из Формулы (2).
ь"|

!о

(-A-2_A-l)pI
't -'2 -|(А+2+А ) ( -А-,2 -А )

-I ql
s

)l от_

Dl Apl------т
(д+t)

d 9t (д*t)
2(ql+!)

s (- l ) q
А

pl = р + d - п, о, (pr + 4(d-{))/1, d > О и п > l,

А (-|)
+

так как
то

оСmах a oo(r-2)/2+2d+l-n l 
^p!-2rIZ+2d+|.

полliвоr,i IIJr я зеркальttого образа G есть R(G)(А-|
куда яемедлевно получаем

|с Ia p(rl)/2+2d+l.
' mlп |

вцJеприведенвые вrл)Фlения заввсели тс)лько от оценки

*tачения пr-9. Так как для G как аOстрактного граФа

эта разность всегда нулевая, то на G достигается точ-
ное равенство. О

СЛЕДСТВИЕ 3. Для проспрацсmвехно? о связно2о ftу,

бuческоео zрафа span R(G) s р + 4d + 2.
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в табл.з пряводятся raисленнце

полинома для 0- я 0-графов (рис. 8,
полученной оценкн.

значения ширины

9) и значения

д-4

таблица
llИрива полпноь{а R (Д)

0 -граФн О-fраФЕ

d

з рап

оценка

о

4

4

з

lз
lб

ц

6

2о

5

l9
2ц

о

6

6

з

l5
l8

4

l8
22

9. Редуцированвыа полином ЯмадЁ|

Пусть G есть пIюиэвольное заузленное влохение
абстрактноrо граФа G. Лорановскиа полиноr,l Y(Gr)(A) -
. R(Gr)/H(G) на зDвем реdуцuровавнdлч полuнолол яцаОа
пространственного граФа G*. Ясно, что Y(G+) является
полиномиальнlll9' инвариантоIta в классе пространственннх

влохений абстрактного граФа G. Ширина редуцирован -
ного полино}tа Y меньще ширины полиноь,tа я}rадц про-
странственного граФа G на величину ý'рапП(С), т.е.
sрапY(G) - spanR(c)-s рапн (G) . мя произвольного простран-
ственного граФа G в точках д . !l будет вьполняться

равенство |Y(G)(tl)l -|. нихе табулирован редуциро -
ванныfi полиноr,! 

'I}iады 
для 0-граФов (см.яиаграrоrы на

рис. 8).

Y(0.) - l,

Y(02) . -А

Y (еr) - 15

4.о3*п2-2д+t+А-| - д-2

-д4-д3*д2-д+д-l+А4,
Y(Oo) = -а5 + д4+2аз-3д2*4-зд-l-А

л5-д4*2д3-д2-д*з-

-2*rо-Зtп-4_д-5*_4-6

Y(Or) = lб
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Y(06). -А

Y(9r) - -l

Y(Э9) . А

+ 3А4

- 8А- l

2л

а-5 2.б

д-5.л-о,

-А -7

+Д-6

- д-l - д-2 . 2л-3 - л-4_
6 _ зл3 - зд2 + 7д - l-

, бд-2 + 21-3 - в{4 ,
_д3_2д2+4А+l-

-5д-| + зд-2 + zГ
д6-2д5.л4.д3-2д2

+

4
+

3 зд-4

V(Or) - а9 - я8 +

Y(Э12)- А

- 4д-l + бА-2

-л6-л5*зl
- бд-l * 4А-2 *

+ 2-

+ зА+ 5 -

7 - 2пб * 3л4-зд3-д2+3д-t-

-2д-l * 2дJ * оJ- d-4 . д-6,

2л

- 2д5 * д3 -д2 + l _il .f3 * f6,
4-3д3-л2+5д-3-

-А-l -дJ.Гз-f5,

_А-"_зА-+3А-'-А'+д'

-д3-u,д2+4Д+l-

Y(э

Y(э
|о), А'

l l)- -n-

-д8*дб
6*А5*

7

7

2л-з- 4А'4

- бл2

*л-5*дj-д-7

,зА4.д32дА 5l(Эt з)= Д

y(ol4)- д7 - дб - д5

- зА-l +

- 7д-I t д-2 + 5д-З - здj - д-5 * zf6,

2л-4 + 3дJ - д-7 * AJ.
-А
л-34А

+ 2А' 3 -zл2+зд-l -

далее приводится полино}l Y(c) для
лого порядка (см. диагралдrы на рис. 9)

Y(ч) . l,
V( аr) - а5 -
Y(ar) - 2lЗ

v{oo) . а5 -

А3*А2 - д - l + д ' + А',

п-граФов ма-

- И + l - Zb-2 , ih,
п4_лЗ*2l2 -А - | +А - д-j,
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Y (а5)

Y (а6)

Y (а7)

Y(%)

Y (п9)

-А5
6

.45

- д6-

. -д5

-д4-д3*д2 - д * д-| * д-4 ,
2-Зл*2*зд-| -3 f4,зд,

zл

д4 +2А+

з

д5- 2А4 *

з+А +

* 2дJ - А-5

- ЗД-l - ДJ * ЗдJ - д4 - дJ. дJ,

- д-l_ д-2* zд-3 _ дj _ д-5 * д_6.

2д А +

+ д2-А*з-л-!-д-2

qл3.л2-5л+з+2д
3-зд2.4-

ць-2* zl4 ,
_l

6 3 -л2 - д * з --д5-А4*Y (а|о) 2л

Заь{етим,что дJIя зеркальнвх диаграмr{ g и gl также вы-
полняется равенство Y(g)(д) - Y(8')(д-|) анаJIогично ут-
вершеншо 1 .

10. вы,lисление полиноr.rа яrадн

Ьпислевие поливо}lа 
'D"lады 

основано на Формуле
(t', сводяце} его выriисление к вычислению полинома
Негами. Получениё поливома Негамн бцrrо подробно опи-
саво в [19]. процесс вычислёния полинома R(с)(д)
вкJIючает следуощие этапц.

1. Компьютерное представление пространственного
граФа и его ввод.

2. Прtа4енение к диагра!о{е пространственного гра-
Фа операций а+, s_ ll so для d двойных точек.В резуль_
тате по диагра!Ф|е строятся 3d мультиграФов без двоп-
ных точек.

з. Авалитическое вычисление полинома негами
f(t,x,y) для всех полученннх мультиграФов.Ре зультато},
является список полино}rов в символьном виде.

4. подстановка в полиноr.!ы Негаr.rи 9цgqто цgрg -
!,tеЕЁЕх Е,х и у значевия g - lд+2+д-l;, х - -(д+2+д-l1
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лl у - l, и Jzмножение полинома на нужные коэФФициенты,
согласно Формуле (2).

5. Сложевие и упрощение всех полученнlл( полино-
мов средствами пакета аналитиtlескпх вычислений

DERIVE. в результате формируется полином Я{ады R(G)(А)
исходного пространственного граФа

Далее мы кратко опицtем какцЁй из этих этапов.
Более подробно будет обсуr(даться лиЕь реализация эта_
па 2.

1. Представление граФовr, вложrадлх в пространст-
во. Дtя компьютерного представления диаграмм граФов,
вложенных в трехмерное пространствоr6шIо использова-
но их изобрахение на плоскости в виде обьл(новенньD<

граФов с кратными ребрами и метками на вершинах.Рас_
смотрим диаграмму граФа G с тремя двойньпчrи точкаIчlи

на рис.10 и построим для него представление Н. Двоfi-
ная точка G заменяется в Н на новые верцины степени
4 и четыре вспомогательные вершины степен'И 2 (см.

рис.10). Двойные ребра в Н соответствуют ребру G,

проход.Еrlему СВеРХУ в ДаННой дВойной точке. При этом

долхно выполняться следующее требование: если в вер-
шину степени 4 поместить нач€чlо прямоугольных коор -
динат, то все четыре вершины степени 2 долlкны нахо -
диться в разнЕiD( квалрантах. Вершины граФа G помечают-
ся в н символом'чr. На кратные ребра в G, не обра -
з}rющие двойных точек, ставятся вспомогательнце вер -
шины степенц 2 (см.рис.10). Поэтому в Н кратные реб _

ра будут появляться только при замене двойных точек
G. Нетрудно показать, что по такому представлению
однозначно восстанавливается соответствующая диаграм-
ма влоrкенноl,о в пространство граФа.
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-)

х-ж х*х
Рис. 10

н

так как Еа гомеомоIФнЕх граФах звачения полино-
l,!a ямадв совпадают. то для удобства ввода на ребра
мохно добавлхть столько верщин степени 2. сколько по
зволяот ограничения реалнзации програмIttы. После вто-

рого этапа все вершинti степени 2 гомеоморФно стяги -
ваются (кроме верщин в изолированнцх петлях).

Дrя правильliого определения по н типа двопнЕх
точек необходимо также знать двумернýе координаты
всех верltlин граФа н. рIя ввода описаннtilх представле -
ний зrarу зленнЁD( граФов использовался граФическиЙ ре-
дактор, дашций Ёа выходе запись о структуре граФа в

вЕде линеЯного кода смеr(ности граФа на язцке оGRд
[20] и двумерные координаты вершин. текст програ!4},rы

вычисления полинома 
'It!tад1,1 

в прилохении 2 содерхит
простуrо процедуру янтерактивного ввQца ивФор{ацни о
граФе и кооtrдинатах его верЕин.

2. РаEI:I.rilll а лвойн ц:( точек диагра}тч!ы. нами б!дег
описан алгоритм прIа{енения операций 5+,8_ и so к

двоfiньп4 точкам дпаграl,[!tы пIюстранственного граФа.
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пусть диаграшlа заузленного граФа Gо имеет d двойню(
точек. так как к каJlцой двойноЙ точке прtа!4еняотся
три операции независи},lо друг от друга, то в резуль-
тате будут порохдены зd незауэлеrlнъо( (абстрактньD()
графов. Занумеруем все двоrные точки Gо последова -
тельно от 1 до d и определtд1 двоrflный вектор r, i-й
элемент которого Ti . О, если к i-я двойной точке
будет прlа,.tеняться операция 8о, и ri - l в противноr,|
случае (т.е. при операциях s+ или s_).

В приведенном Htni(e алгоритме в соотэетствии с
вектором Е процедура ОПЕРАЦИЯ-s 0-ДIЯ-ГРАФД заменяет
двойввё точки на новые BepltмHrl. Обозначиl.a через U(r)
Функцшо, эначение котоIюй ЕrавЕо числу компонент r
равннх 1. Тоr.да результирищий граФ Gr будет Е{ёть
U(r) двойншr точек. Заметим,что в вспольэуемом пред-
ставлении диаграмм пIюстранственнюt граФов двопяые
точки ухе заменены на верлины. поэтоtt{у при реализации

алгоритма достаточно заменить двойнве ребра на прос-
тые для соответствующих верчtин пр€дставления граФа

процедура опЕРАцииJАзводки-гРАФА в двойвцх
точках граФа Gr осуцестlляет переклочение ребер в

соответствии с операциrrtin s+ и а_. Полученные праФы

вакапливаются в наборе С. ДIя ка(дого граФа из а

в векторе ,,l эапомивается велячвна а+- s_,являоцаяся
покаэателем степени при А в множителе ФормуrЕ (2) вь-,
числения полянома.

fu'lГОРИТ}l 1 . Поро]rцение по диаграr,тr.!е пространст -
венного граФа Со всех незаузленнr граФов операцияIt!и

раsqдки дзопяых точек.
Вход: простравственныfi граФ Со с d двойнъ&rи точками;

Gо
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Вrлrод з

1. Набор 9 незаузJIеннш< граФов, полlFIенньп< иэ Go;
2. Вектор у{, величин а+ - ý_ для мнохителя из (*);

метод:
1. ýз=Аz=6i
2. Мя r:oO до 2d - 1цикл
2.1.опЕрАция_Sо-ДJIя-ГРАФА (Go, r; Gr) ;

2.2.п:=U(r);
2.З.опЕрАции-РАзвоЖИ-ГРАФА (G.,пi Оr,А ) э

2.4.g z- ý+ 9 ,i
2.5. лz= ,{ + / r;

Конец;
набор 0, состоит из 2U(') .р"Фо"r а в яаборе g в

лd

ре зультате окажетс , i 
'U(r) 

- ; c,i2i = Зd граФов.
r=O i=O (l

Пусть все двойнце точки заузленного графа Gr за_
нумерованы последовательно от 1 до п.Определим двоич-
нцй вектор tri-й элемент которого f,. = l, если к i-й
двойной точке будет применfiтьсЕ операция s+, и t.=o
в противном случае (т.е. при операции s_).

Процедура_Функция тип-двойнойJочк}t определяет
какое ребро в двойной точке диаграммý граФа проходит
сверху.

Процедура ОпЕРдIIИЯ-РдЗвОДКИ-ТОЧКИ в i_й двойной
точке граФа Gr осуцествл*т перекJmчение ребер в со-
ответствии с операциеfi s+ или S_.Полученные граФц на-
капливаются в наборе 0r. IИE каждого граФа из gt в

векторе l. запоминается величина "+ - "
Процедура . ОПЕРNIИИ_РАЗВОДКИ-ГР-ЦФД- ( G, l пt ; 0 ., А ) э

Вход! 3аузленный граФ G" с m двойнЕш\,tи точками;

67



выход з

1. Набор сrнеэаузленнц:к граФов, полученных иэ Gr;
2. вектор .4. величин 8* - S_ для мноr(ителя из (2);

метод з

1. crt- lrз. fi
2. Для t!-o до 2П _ 1 цикл
2.1.8+: -s_:.o i
2.2.GЕ:-Gr;
2.з.дпя i!-l до Ф цякл
2. з. 1.туре -ver :.мI-двопноЁ-точки ( i)
2.Э.2.Вслп t.-l то ý+:-s+ + | наче 6_:-8_ + l;
2 . З . З . ОПЕРАция_РАЗВОДfi -ТОЧКИ (i,ti,Type-veT,Gt);

2.4.|i t., or. cti
2.5. r4.[ t ];- 9" - g_;

конец j

Напоr'!ним, что по построению прёдставления зауэ-
ленного граФа двойЕая точка за}tевяется на вецлину v

так. что все четнре вспомогательнце вершины находят-
ся в разных квадрантах, если начало прflоугольных ко-
ординат находится в \'.В зависlдt{ости от типа операции

(s+ или s_) ее коордиЕаты адают ось по Х или Y та-
ким образом, что вспомогательнЕе верчпнЕ. лехацие по

одну сторону от оси, соедивrrотся ребром при соответ-
ств ующей операции. Верlлина v при этом удiшяется из
граФа. тип двойноЯ точки кодируется сIалволамп '/l и,rrи

'\', показнвашцими како€ ребро проходит сверху.
Процедура. ОПЕРАЦИЯJАЗВОДКИ-ТОЧКИ (k, tk,TypLver, Gt) i
Вход:
1. эаузленнЕй граФ Gt;
2. двойвая точка ver с порядковъа,t номером k граФа Gt;
з . Тип прrоi!е в яеrttо й опера цrrи t k ;

4. Тип двойной точки Type_vef;
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Выход з НезаузленнЕй граФ cEj
1,1етод:

1. Если (Type_ver=t/l и tk-l) или (Type-ver.t \ l и tпФ)
то

1.2.дхisз- {координата х двопноЁ точки);
1.3.рr" i:-t до 4 цикл

С[i]:.{Координата х для i-го соседа верчины
Ver};

иначе
1. 5.дхisl -(координата Y двопной точки};
1.6.Рrя i:-l до 4 цикл

c[i]:. {коордяната Y для i-го соседа верIrrинц

ver) i
2. со!rпепЕ Ра зделяем верчинЕ по раэные стороны от

оси l
2.1.Ul:.U2s.oi
2.2.М, i!=| до 4 цикл

если c[i] < Axig то
2.2.1.Ul:.U| + l;
2.2.2. sidelIUl]r-(i-й сосед вершпвы Vеr};
иначе

2.2. з. U2:-U2 r l;
2.2.4. side2[U2]:B{i-fi сосёд верщины ver)i

3. Удалить верчину ver из граФа;
4. Соединить верцtинн sidelI l ],sidel[2J,sidё2[| l,side2[2];

IФIвд;
з. fuчисление полинома негами. свойства полино.

ма Нега}rи даны в основополагающеП работе [5]. Ал-
горитм и текст програ}о,lы вычисления этого полинома

для граФов без петель и кратных ребер привод,гся в

[19]. В прилоr(ении З указанц веобходимые изI9tенения

програ!!r.щ дJIя правильного вцlaисления полинома негаt"!и

для граФов с кратнцми ребрами и петля!tи. Ввчисленныё
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полиноrtlы раскладываются по степен8.1 х и у и записы-
ваются в текстовЕа Файл как си}tвольнце стIюки.

4. за},tена пеDемевнык в полиноме. на этом 9тапе
производится подстановка в полином негами символьtltlх
значенип длЕ переa{еннцх t,х и у согласно формуле (1).
Именно, переменная t заменяется на полином (лt2.д-l),
вместо х подставляется полином -(А+2+д-l) и у за-
меняется ва 1. Ка)iдып поJIином умножается на соответ _

ь
ствуюцlиа мно)|(втель А'-, эависrщий от числа s.- s_ при
разводке двоянцх точек диаграritr,Е дав8ого граФа. Эти
множители определяются на этапе 2 и находятся в тек-
cтoвol,{ Фаяле. получеяяЕе в результате полпномЕ запЕ_
сываются в текстовый Файл (6ез приведения подобных
членов ) .

вцделевие этой процедуры в отдельныя этап объяс-
няется Te}t, что череэ поливом негаritи вц)ахаются tvlнo-

гие известЕЕе полиномц типа ч-Функций татта, среди
Koтoptlx потоковай полино},t, полином Татта, хроматиче-
сrпй поrrr"оп.l [5]. Таким образоr.i. производя различ -
вые подстановки в полиноме Негами, r,loxнo получать
другие поливомы и изучать их свойства.

5. получение окончательного вида полинома. на

этом этапе был использован пакет аналитических вы-
численип DERIVE. так-как полино}lы во всех текстовЕх
Фаплах представленц в Форr,rате этого пакета. произво-
диJIась непосредственная загрузка Файлов с полиномi -
r,rи. их автоматическое упрощение и с}rм9!ирование (ре -
xla"r Demo). в силу больt ого колrчества полнномов (для

графа с 5-ю двойнъ&rи точками - 24З полинома длиной
до 1000 сиr.rволов ) и огравичений пакета данные разме-
!lались в вескольких Файлах. которые обрабатнвались
последовательно.
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в работе исследованы своr{ства поливомиilльного
инварианта Ямадн для граФов, влохе HHьD( в Tpexlt{epнoe

пространство.
Получены явнЕё Формулы мя одного семейства

пространственных граФов. Дана оценка ширины инвари-
антного полинома для влохений регулярньr< граФов че-
рез порядок граФа и чнсло двойных точек в проекции.

Разработавы алгоритrrц и програ},!мные средства
для вцчисления полиномиаJIьнцх инвариавтов простран-
ственннх граФов. Полином Яr.tады табулирован для про-
страЕственных граФовмалого поряка, взоморФных

О-rраФу и полному граФу К4. Ре зультатц работы могут
наl+ти прlд{евение при создании экспертню(, инФор}|аци-

онно-поисковых и регистрацис)ннtл{ систем в бIФлогии
и химии.

заключение
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прило)l(EниЕ 1

вло,кениаполяном яr.{адý для пIюстранственных
лестниц !,iебиуса

Ml uЗ

) . zл3 -л2 + 4А - з + 3д-l- t{2, ъ-з- ziд,
) - д4 . д3 + 3д - 3 +3д-l - 5дJ * Д-3- 4Д-4 - д 5-

Ml

ш:},'i

м;

R(Ml

R(}.,3

-fб - A-i,

R(M;) - -А7 * дб - 8д5 + 7д4 - Iбд3 + 25д2 + 3А + 58 +47А-

+ 79Д-2 + 66Д-3 + S9Д-4 + 4Од-5 + ZЗД-6 * gi7* аf
вtш|l . -аб -д5 - 9д4 - sдЗ - zьд2 -7^-29 * lод-l -

_ ьь-2- , z4ь-З + Ьf4 + lЗС5 + 27i + 2А-7,

пфl . -la + 4д3 - 5л2 + t|A - 8 + l4A-| -
- zд-2 * tоГ3 - здJ * 3д-5,

ntrrjl - 15 - 4д4 + ltд3 - l9A2 + 26А - з5 + 3oA-l_

- збА'+ 2о^'- 2ол '+ бд'- 4А ".

l

в

+

7з



Прtлrtожение 2

Програr"rма разводки двойных точек заузленного граФа G
и получения всех слагаемых для вычисления

полинома ямады R(G) по Формуле (2)
(без приведения подобных членов)

РШrcПri lяrа|ц|ц;
uBeB Yапаýре, YапаРrос;
var d, r, r : integer;
begin

IпрчtGrарЬ;
аээiбп (FilеGrарh, 'graph3d.dat' ) ;

rеrгitе (FilэGrарЬ) ;

aBBigB (FilеРоrсr, 'роrсrfi. dat') ;

rerrite(PilePorer) ;

lfBrЦl :- о;
ПчrЬriпбDочЬlэYеr (GO, d) ;

rгitеlв (РilоGтарh,Роrэг(3,d) : Б) ;

rriteln (РilеGгарh) ;

rritеlп (FilеРовсr, Роrег(3,d) : 6) ;

чгitеlц (FilсРоrоr) ;

for r :- 0 to Pouer(2,d) - 1 do
Ьоgin

lррlуSOtоltlYег (GO,Gr, r, d,lоцS0) ;

ДррlуSрSлТоlllVсг (Gr,f,опSО) ;

епd;
clorc(PiloGrapD) ;

clore (FilgРоrэr) ;

епd. { Iaratrain }

tlXIT YaraType;
interface
соцаt

iахOгdеr{irарh.
lахyаlепсе g

llaxYalcnccl -
DornToUp .
UрТоDочп .

30;
zl;

liaxYalonco+1;

'/'i
'\r;
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tyP.
ýрсOrdэr
ТурэlзiЬ
IYz
TyP€sPi!
IrPGLaь.r
ТrраIФ
Typclrray
TrP.coorrt

ПроФrхаrrc прсrюrэllll 2

1. .l.]Оrd.r{rrф;
array [1. .iаrvаlqпсql] of iDt.ззl;
rGсоrd l,T,z: iпtозэг; опd;
аrrау [ТуроOrdэr] о' TrP.Icib;
аrгау ШурсOrdсгI ol
азrау [ýpo0Tdcr, 1.. lаrYаtслсзll of 8.!1;
аrrау [ТуреOrdэзI о' iцt.6.Е;
аввау fIурс(Нэт] of IYZ;
гсGотd

0r{.r ! i!t.gar;
Spir ; lурзSрir;
sPtr : Т!tр.lзt;
Lab : ТурзЬЫ;
Сооrd : Тур.Сооrd;

qDd;

t.:t;
tert i
Тrр.lгтаr;

гrrl
Рil.ОtlЁ
гilGРоr.r
lшb.fiDt

; iDtэt r;
l irt 6ar i

GO, 0r l Тrр.OгаЁ;
Btt. : .rЕ.r(1..1б] ol int.taa;

iц)l.пrtatior
,атI:irt.tr;
Ъзgir

Bit. [1I :. 1i
lot I :. 2 to tБ do Bit![I] :- Eit.[I-l] r 2;

ой. { tщlУрз }

lПIТ Iш.Рrос;

чtбs lшrТrrр.;
рrос.dовв lPplrsotoluvar

Proc.dc8. lPPlrsPsrтolllYcE

(чаr GО,Gr: TrDGGrapi;
vaT r,d,IолSО; iDt.t r);

(rar Gr: Тrр.GrарЬ i
Yаr lоцso: i!t.t.T);
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Продолrcнrrс прrrrохаlхl 2

рrос.dцr. llrЬ.li!ФоцЫэYеr (rаг G: ТуроGтаЁ;
var d: irt.tGr );

р!осеdlrе llpltcraPb;
fцlctior Роззr ( С, Х: iвt.6сг )! i!tебGт;
ilPlcrc!tatioD
рrос€dцrэ I!рчtGrарЬ;
labcl 1, 2;
чаr I, J, [, f,git : iltgtBT;
be8i!
cith 0о do

ь€ti!
1: rrit.('IlPut ппrЬг of зrаф чоrtiсоз -)');

r€аdh (order) ;

i' ordзr > llаtОrdGrcгарh tber
beti !

lrEitBh ( ' IDvalid !чrЬаr ol бrарh vcrticG!.');
Eoto 1;

eld;
lritеlп('Iпрцt v.Ttex adjaccвcr. ') ;

'оr 
I l- 1 to огdсr dо

Ьэgiп
2: DгitGlп('vertet',I:3);

orite( ' Irput Dо.ьr ol it! п.iФЬr, ->' ) ;
rеаdlп( );

iff>iatyalelceth.r
ЦiD

,rit.h('
goto 2;

eld;
rrite(' Iцрцt

IlYalid !!tьGr о' ,.rt.I rаiФЬог..');

!!rьGri!t о' all DаitЬЬг! ->') ;

Spig [I,1I :. l;

'oTJ:. 
1toldo

bati!
Spil[I,1I :. sPi.[I,1] + 1;
rоаd(lаiз) ;
Spir[I,Spir[I,1I] :. l.iб

елd;
rrita('IDPвt rGitht. of лсiфЬот odgoB ->');
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Продрлrаrrэ прrr.rоraнхr 2

гоrd (Iзit) ;

фtr[I,J] :. lэit
.!d i

frit.lD ( 
' -------- ' ) i

.!d;
ЕгitэIr;
,ritвtr('IrP.t ,.rt.r cooldinatGr. ') ;

'ог 
r :. 1 to (Н.r do

fЕit.Ь('Y.rз.r'.t:8) :

friэ.('сооldir.tэз l I -->') ;
rоаdЬ(Gоопt[о .r.cooEd [I] .Y) ,
rrit.lr ('--------' ) i

.!d;
Eгit.I!; ,ritalt('Irpпt dоrЦз poirt.. ') ;
ititq ( ' lrFt rчЬзr ol лоцdопЫr poiltr ->' ) ;

roatll(l);
?tit.('IlPцt it. rrrЬ.тlц ->r)i
loa I з. 1toldo

loB J :r 2 эо Spi.[t,l] do

(J);
ЬЬ[J] з, ,v,

aпd;
чгitсь ( , --_-__- , ) ;

шd; { ritb }
ond; { IлDцIGгаЁ }

tшctior Porer ( G, l] i!t.;Gr ): iдtGtGг;
vla 1, I:
Цiп

I !. с;
irl>0

loltint i

lог I !. 1to1- 1doI:. I.c
сlrз l :- 1;
Роlзг l. I;

ord; { Рост }

7,]



[I родрr lсlrlc пprrroraHrrl 2

Dоlat.V.Tt.r ( таг Cl 1rр.GrарЬ i
чаr vartGl: iцta6сг );

1аЫ 1;
vlr Yat, I, J, I : iltct r;
batir
ritb о do

lог l :. 2 to SPir[rcrtэr,ll do
bctil

v.r l. sPi! [y.rtax, I] i
lor J !. 2 to spi.[var,l] do

il u.гt.а - Spir[Ucr,Jl tЬэл
Цir

lor l :. J+t to spir[v.E,l] do

Spir [Yэr,I-1] :. Sрir[Urг,Х];
SрirПсr,I-1] := Sрiчоэr,tr] ;

ald;
SpirПcr,lJ i. sPi![Yer,1] - 1;
боtо 1;

cld;
1:

qDd;

for I !. Y.ttct + l, to (}td.f dо

'or 
J :. 2 to ýPi.[1,1] dо

ь.tiD
Spir(I-1,JI :. ýpiB [I,J] ;

Spit(I-l,Jl :. Sptr [I,J] ;

Spi.[I-1,1' :. Spi. [I,1];
.!d;

lоr l:. 1toOrd.r-tdo
lor J :. 2 tо sPi.[t,l] do
i' sPi.u,J] > Y.rt.r tbaD sPi.[I,J]:-ЗPi.[I,J]-1;

18



П родрl lсlrrrc прruоrэнrrl 2

lor I :о v.Bt.x + 1 to (Н.г do
Ьзgiп

Lab[t-r] :. bb[I];
Coord[1-1] .t :- Gооrd[I] .!;
Coord[I-l] .Y :. Coord[I].Y;

ald;
LаЬ[Ordзг]:.";
dес(Ordзг) ;

cnd; { lith }
e!d; { Del€t€v€rte! }

fцnctioв ТlrрэDоцЬl€Роiпt ( чаг G: TypcGTaph;
Yаr vcr: iпtagar) : cbar;

vaT Y: аrrау[l..2I of iltcgoг;
vl, У2, х, J : ilt.tcri

Ь5iп
rith G do

betir
П :.0;
foгJ:o2toýdo

if sPiD[vGr.J] - 2. tbcD
ЬtiD

ilc(l);
V[I] :. Spir[Yor,J];

Gnd;
Yl :- U[r];
v2 :. Y[2];
il Coord[U[2]].I < Coord[V[1I].l thо!

ьзбiB
Yr :. U[2];
v2 :. v[1] i

erd;
if Coord[Yl].Y < Goord[Y2].l tbol

з. Doralollp {/}
.l!. TrPabвbl.Poiпt :. ОрТоьtл; { \ }

сD(t; { ritl }
; { TyP.DolbIaPoi !t }
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п ролрлrасrrэ nplrorcнrr 2

t lос.dцr. rррrЁFý.lо{Ь.v.r (чаг Ycr,li; iltqз.a i var Gt:
ЦтrcriЁ;rаа ЦтвYет: сh.r) ;lat С l аrrеtrr[l..,|I of гоаl;

sid.l. 3id.2 : аrrау[l..2l о' iltatзr;
ol, I, J, Ut, lПl, vl, v2 : i!t.t г;

Ьсбi!
ritb Gt do

Цi!il ( (ýрзVзт . Ьпtоф) щd (ti <> 0)) от
(

tb.r
UрТоDоп) ald (Ti - 0) )

0r :r GооrdПэrl .t;
foa l:.2 to Б do с[I-ш :.Сооrd[Sрir оот,IIl .l;

.!d
olro

0r :. CooTdШoT] .l;
fоr I;.2 to б do CII-IJ lrGoord[Spi. [V.r.I]] .t;

.ld;
Ul l. 0;
U2 з. оз
lor I8. 1toado

il СIII < 0r
Ьрл

iDc(Ut) i

-

ýirtct Ф1] :. Spir Шог,l+1] ;

alaa
Ьзir

tlc (U!l) ;
Std.2 М] : . Spir Псr , I+l] ;

.ld;
D.let.v.rg.t (0t ,r.l) ]

vl з. std.l[t];
Ull :. Sidcl[2l ;'

doc(ll);
dос(йl);

il Yl > Yог
i' йl > 

'.l
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Прорrхоlrg прrrохalх, 2

loT J ;. 1 to lопý0 do
il rпrЬогirзUl > V.E tb.o aзc(IurhingEl);

irc(Spir[Yl,1]);
Spir [Yl,фtr [Yl,t]] :. tlil;
Sptr[Vl,Spi.[Vl,1lI :. 1. ;
iлс(SрiзО2,1l);
Spir[l2,SpirE2,1lI з. Ul;
ýpir[T2,Spil[t2,1I] :. 1. ;
Yt :. sidc2ul ;
v2 :. ýidз2[2];
il 9t > Yсг tb.! d.c(Vl);
il Y2 > Y.r th.! d.c(Y2);
inc (Spir [Ul ,1I ) ;
Spi.[Yt.Spir[Vt,U] :. Иl;
sPiз[vl,sPi.[vl,1]] :. t. ;
inc(spi.[и1,1]);
Spir[V2,Spir[U2,1]I ;. Ul;
SPir[92,SPir[U2,1]I :r 1. ;

опd; { rtth }
crd; { lррlrýDstоlЬэVэг }

pEog.drr. Dсlсt.GшoV.lticcr ( чаг G з ýрсGзаф )i
labcl 1;
,.Е Yl, Y:l, Yaa : irt.t r;

titl G do

l| lоr v.f l. 1 to llad.t dо
il lлЬ[VоrI <> 'Y' tba
il (SEr [ror,1l r з)

b.tir
U1 l. ýpir[Urt,2l;
92 ;. ýpirПc,8l ;

tf (llоVзr) !лd (v2or.r) цd (r1<>Иl) эЬ.r
Ьзi!

D.ht.Y.at.t(c,r.t) ;
tb.! d.G(Yt);
tlcп dcc(U!l) ;

v.t
UoT

81
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П родоr l:Hrrc npиrorнlrrr 2

iDc (sPi. [vl,1] ) ;
Spir [Ul,Spir [Vl,1]] :. Y2;
spir [vt,sPi! [Yl.1Il :. 1.;
i!c(sPi.[v2,1]);
Spiз[V2,Spil[92,1I] :. Yt;
sPii[v2,spi.[v2,1]] !. 1. ;

боtо 1;
end;

if (Yl<>Vоr) and (V2<>Uзr) ald (Yt=v2) thg!
b€tin

DqlоtсVсrtэr (G,VoT) ;

il vl > vcr tbcl dзс(Ul);
ilc(ýpir [Yl,lJ ) ;

Spir [Yl,Spiэ [Vl, U] :- V1;
spir[vl,Spiз[V1,1]] :. 1. ;

toto 1;
€rd;

old i
епd: { ritb }

; { DоlсtсGопоYэr?iс.! }

рrосаdвг. outPutcraPhтoFile ( чаг Gt: IурзGrарD
чаr lBrbG: intзgoT );

чаr I. J, i :

Ьti!
,ith Gt do

Ьбiл
вritаlц(Fil.ОtrЁ.Ord.t,' (tr.Pb',lurbc:l,' )' ) ;

loB I l. 1 to ord.r do
Ьбiп

frit.(Pil.GEaф,I!3" ', (spil[I,1]-r):3 
" 

');
for J :. 2 to Spir[!,ll do

,Tita (Fi l.Gr.pb , ýpi r [I , Jl з9) ;
il (L.b[B . 'v') ot (LдЬ(Il - 'F') the!

rrit.(Pil.GnФ,' '+ Lab[II ) ;

rTit.lr(Pi
.!d i
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п ролоr xelrra приlохдrrrr 2

rritоh(РilоGrаф) ;

аDd; { risь }
crd, { оltрцtсrеФтоРil. }

Procedlr. rPPlraPý.Toruv.T ( Yщ Gr: 1rр.Оrарl;
чаг lolS0l i!te6.r );

1rЫ 2,
var Gt з

var,BitT,ý.,sp,T. I, J,l!s|.оор: irtэt E ;

ТGч : TlrPelтray i
Цrрэv.г: cb.r i

Ьбi!
Тзq :. h$cring;

'от 
т :, 0 io Por.r(2.1o!S0) - 1 rto

ьэtir
Sp :. О;
sп !- о;
ct :. Gг;
lrrЬ.гilt :. Т.т;
lor l :. 1 to lоцsо do

ЬrgiB
Vог :. lnýэrirt[Il ;

ýрэYот :. lyP.DoDbbPoilt (Gt ,Y.a) ;
BitT ;. (Eit.[II .цd т);
i' BitT <> 0 th.! inc(sP) .1!. irc(sr);
ДPPlrsPsToOr.Y.r(Y.T,BitT,Gt,TrP.Y.r) ;

old;
iлс (lnrbG) ;

DclGt.GoGovGTticзr (Gt) ;
Inrbloop :. О;

2l ,ith Gt do
lor I !. l to otd.T do

if (spir[I,l] r 2) щd (I . Spir[I,2]) thов
Ьgiл

iпс (lшЬLоор) ;

D.l.t.vaTtcr(Gt,I) ;
il I < ord.r th.r toto 2;

aвd;

8з



2

ortPutor.ЁToFi l. (Gt,a!*о) i
,tit.l! (Fll.Poo.a,Оt. Oвdrт:8,1шЫоор з 9,

(Sр,ýr):б,' (ýр r ',Spl9.' 31 .l,h:E.')')
l{T}

cod; { lррlrýрýrТодllvст }

procoduro lщЬ.гiцDоrЬt.Vсr ( vaB G: ТурсGпф;
,аt d: iцt.6ет )i

vrE l l irtataт;

d :.0;
lor I з. 1 to 0.(Ысr do

il (С.ЬЬu] <> 'v') цd (G.spir[I,ll . Б ) th.r
Ьзtir

llc(d) ;

lшЬсriл6[dl :. Ii
.!d;

.!d; { l!пь.ri!зьrЬlэUэт }

lPPlr3otoluv.г ( v.E ОО, or! Тп,.Оrаф;
чrt r, d, loDso: iltэt Е);

з ТУр.lsгаr;
I,J,i!irtc6.г;

Proc.d!r.

,ar Т.т
v.r.

b.6in
GT :. о0;
tФ.airlDoub1.1cr(G0,tr) ;

loDýo :.0i
.itb Gr dо

'от 
l:. 1toddo

il (Bttr[Il !пd а) . 0 tl.l

UoT :. bcTiц[Il;
tor J :r 2 to sPi. [v.T,lI do

Spil Пct.J] :- 1.;
toE J ;. 2 to sPit [v.E,lI do

lог ] :. 2 зо sPt.[Фi.[v.r,JI,1I tlo
il v.t - Spir [ýpil [Uct, JI .I] thor

Spir[Sptr ]rоr,Jl ,Е з. 1.1
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Конец прилохения 2
Lrb[vэr] :. 'P'i

e!d
еlэG

5€gi!
j,Bc (xo!so) ;
'Iсщ[lопSо] l. IцlЬгiлt[I] ;

еоd;
tlurbеEilt := Тац};

епd; t lPPlySotoltlvзr }
Ьеgin
eld. { YаrаРгос }
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Прилохевие З

Изменения в програai0.rе вЕtIисления
полинома негами иэ [19] для обработки граФов

с KpaтHbltlи ребрами и петлями

В процедуре Init-Dats нужно ввести новыЁ массив

NоЕСочпt; array[ t..bxP, l..bxP+t ] of Ьооlеапз

а в 1€IЕ проIЕдЕr вставить его инициалllзацию первнм
ОПеРаТОРОl,{ В ГЛаВВО!,l ЦИКЛе ПО ПеРеr,rеННО* i I

foE J:= l to махР do

for к:. l tо ьхР + l do

NоtСочпt[J,К]:. trце;

Далее нухно заменить стIюку

Md8e[ Liýt I I,J ],I,J ] | = Q;

на Фрагмент

for t{з- 2 to biEt[LiBt[t,;],l] do

if(Li9tIList II,J ],N ]- r) апа

ПоtСочпt ILiBc I l,J ],ш ]

thеп

begin
Nоtсочпt IList I l,J ],tl ]:, fatBei
NЕd8е [LiзtI I,J ],I,N ];, q,

bEeaki

end;

все другпе процедуры програмIr{ы вычислення по-

линома негами из [19] остаlотся без па.4евений.

поступила в редакциtо
7 }.tapтa 1996 года
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