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1пtrоdцсtiоп
Polynornial graPh invariants have fоцпd intereBting appli-

cations iп оr8sпiс cheoi9try and biology foE сhаrасtеrizаtiоп
поlесцlат grарhs апd DNД [|-5]. ТЬеsе apPlicsEions sGiDчlаtев
incengive theoretical BtudieB of роlупопiаl iпчаriапts.Iп this
paper tre consider а gепёrаl свlсчlаtiоп sсhеце of опе tyPe ро-
lуDпЬl invariant for clasgeg of роl уgоп grарhs. А 8rарh of
5чсh сlаsа шау Ье рrевепtеd а9 п-вопý iп а рlапе соппесtеd

wiEh еасh оthеr Ьу ап еdgе. sоце of these сlsssеs include шо-

lесчlsr 8rsрh9 of Polycyclic chernical соФочпds. Тhе зсЬече iý
Ьssеd оп rесчrrепt rеlgtiопв which are indцced Ьу п.о еlепеп -
tаrу вrарh ореrstiопý! deletion and сопtrасliоп of ап edge. 8у

а siорlе way Uе рrеsепЕ а gепеrа1 explicit fоrшrl6е for thе ро-

lmоцiаl. тhеп t.е 8ho9 thst ýeveral r.ell kпо9п рlупопiаls шау

Ьу injected into this 9сhещ Uith sчitsЬlе coefficbnts.By соп-

8trцсtiоп the роlупошiаls are вiпilаr to thе diсhrошаtе of
Тчttе, i.e. thеу donrt diвtiп8чiзh 2-iвошrрhiс grафý. Тhеrе-

Тhig rroEk rrаs sцрроrtеd Ьу the Rчssiап Poundation of Рцпdа-
пепЕsl Iцчезtigаiiопs thrочД the 8rапt 95-o1-ol4lo and
GARс -коýвF .
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fore they ch8racCerize а Uhole clssg of considered grgрhs lrith
еqчаI пlшЬеrý of п-gоп9.

l. Bagic notationB and dеfiпitiопв

А11 grарhs conBidered iп this paper are finite, чпdirес-
ted, соппесtеd, !.i th or uithоцt 1оорв or rlultiple еdgез. If G

is а grsрh, v(G) and E(G) wilI denote itg sеts of vert ices and

edgeg, |v(G) | . р апd |B<cl | . ч. The graPhs called сhsiпs of
п-gопs conBist of п-gопs соппесtеd with each otheT Ьу edgeý.

Т!rо аrЬitrаrу п-gопs еithеr have опlу s сошоп еdgе (i.e. they

are adjacent), оr have оо соltttоп verticea. Each п-gоп is adja-
сепС Ео по поrе thап Ешо оthеr п-8опý and по thrее п-gопý !0hich
ghаrе а сопmоп еd8е. Tt'o Ееrшiпаl п-8опs of а chain are adja -
сепt to exactly опе оthеr п-gоп. Let U[ Ье tbe сlа9ý of all
chains rrith k coPieg of п-gопs. Тhеп gтарЬý of Uf, rмy Ье rte-

fined Ьу rесчтsiоп. lJe ааачпе that ul, п е 2, consisEý of thе

dеgепеrаtе п-gоп which is thе Eree t'iCh s single ed8e оп Ewo

verEicea. Every G € u|, t > r, п } 2, is оЫаiпеd from аопЕ

Н € Ui_| Ьу identifying ап edge of а пеU п_gоп iriEh ап edge of

the tеfitiпаl п-gопв in Н. А chain of U| rnav Ье епЬеddеd inEo

thе plane sчсh thsЕ а11 iсз interior faceý r,ill ье n-gons. А11

graphs of Ulfоr 2 ЗпSб апd t SkS4 are рrезепсеd оп

Eig. l.
}Je remark thаt thе clags U[ сопtаiпв grарhв uhich рlау ап

iпроrtапt rоlе in organic cheпistry. Let Cf; Ье бчЬsеt of grарhs

of UI.for whicr! еасh vertex iý со!tлюп noE !юrе Сhап for tto п-
l(-

gons. ТhеrеfоЕе thе de8ree of апу !,еrtех of gtарh of С[ ecuals

too оr thEee. GraPhB of Cf; are wеll-kпоwп аs поlесчlаr 8raPhs

of unbranched саtасопdепбеd aroпatic hуdЕосаrЬопs It,2,6]. Мо-

rеочеr thеЕе is опе-tо-опе correapondence beEt een grарhs of
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ctaBses U[ а,rа С['2. In раrtiсчlаr, for clagses u| ."а u|
have [ 7,8]:

|ui| .
2k-4

2k-4

г]I]

+2

+2

.tr-д) l2
(k-5) / 2

,ifk}4even,
,ifk>5odd

апd

Iui| =

(з(k-2)/2+ D2 tц, irk ё 2 ёчёп,

(зk-2+з(k-|)/2 + з(k_з)/2+ |)/4, if ka3odd.
Iп gепеrsl саае the пчпЬеrа of all grарhs in Uf, are eiven

Ьу сhе follovin8 сопрасt ехрrезsiоп (k > l, п > 5) [9J:

lul-'l -* (,,-зlk-2.{ [l+(-I)П] .} tr-t-rlnlc} *

*f t r*<-lt"* j It-(_l)'][l*(-t)k] *

+ [ l-(-| )k] [ (п-з)/2l) (п-з) tk/2 J-t

Two graphs are Baid во Ье 2-isomorphic if thеrе is а

bijection Ьеtr.ееп its edgeý ghich iпdчсез а опе-Ео-опе corEeý-

ропdепсе between itý cycles Ito}. tt easy to 9ее thаt tto arbi-
Erafy сhаiпs of Uf, are 2-i9о!юЕрhiс grарhs.

We reca1l týo lrеll-kпоwп Polynoпial invariants for traphs.
The dichroщate of Тчttе х(G;х,у) of а 8raPh G is defined Ьу

the follotJin8 eqцglity Ill]:

Е
YcE(G)

(x-t )Ф(G-Y) (у_|) 9(с-Y) .

вhеrе thе ацппаtiоп 8oes очеr а11 еdgе sцьsеtg Y of Е(G),Ф(G)

is the пrл!Ьеr of соппесtеd соmропепtý iп G, and В(G) is thе

сусlоrпбЕiс пrшЬеr of а graph: B(G) . q(G)- р(G)+ ro(C).

Тhе роlупопiаl N(GiЕ,х,у) of а graPh G t'ss lпtrоdцсеd Ьу

Nеgашi in Il2]| ш(G;Е,х,у) _ ,_ .o(G{)r9(G-Y)yq(Y).
lсв(G)

x(G;x,y) = (х- l )'О(С)
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We will рrеsепt rесчrrепt rеlаtiопs and explicit fоrmчlае

for the dichronate of Тчttе апd NeganirB роlупотпiаl for grарhs

of Ul.к

2. The 2_invariant fчпсtiоп

Wе nolo defirre а fчпсtiоп f Ьу а recursive sсhетпе with
fоrmаl coefficients. 0чr aim is to derive ап explicit fоrпrчlа

of f for chains of n-gons. As еlеmепtаrу ореrеtiоп of соппесt-.
ed graphs, we consider the detetion апd the сопtrасtiоп of ed-
ges. I,Ie denote thе resulting graph of deletion апd сопtrасtiоп
of ап edge е Ьу G-e апd G/e respectively. А graph G/е is
obtained froп G Ьу deleting е апd ideneifying its ends tо а

single чеrtех. Ап edge is called the istfuпчs if its removal iп-
creases thе пчmЬеr of соппесtеd соmроцепtg iп а graph. А graph

fчпсtiоп is ca].led а 2-iпчаriапt if it аssigпs to 2-isonorphic
graphs the sапе чаlче.

Let f Ье а 2-invariant graph function with values frоm

sоmе ring R. Wе wil1 assume thаt а fчпсtiоп f satisfies the

fo11owing сопditiопs:
l) if an edge е is поt а 1оор or ап isthmцs, thеп

f(G) = дf(G/е) + Bf(G-e), (l)

whеrе the coefficients А апd В donlt depend оп thе choice of е;

2) if It.K is а чпiоп of two subgraphs Ц апd К which have

опlу а соrшпоп vertex, thеп

f (Н.К) = Cf (Ir) f (К) , (2)

whеrе thе coefficint С does not depend оц the subgraphs Н апd

К;

3) if а graph Т, is а tree with а single edge оп tlrо ver-
tices, thеп

f(T,) = D; (З)
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4) if а graph L, is а single vertex with опlу 1оор, thеп

f(t,) - Е. (4)

Applying the above properties of Ehe fчпсtiоп f, wе mау

iпшrеdiаtеlу саlсчlаtе f for thе siпplest classes of graphs.

If а graph Т, is а соппесtеd trее with q edges, thеп

f(T_) = сЧ-lр9. (5)
q

If а graph Lo is а single vertex with q edges, then

f(L)=се-lвч.
q

If а graph D

q edges, thert

consists of Ewo vertices joining Ьу Tnultiple
q

f(c )q = дч-lв - вп ф{;ц9 (6)

3. Fчпсtiоп f for graphs of U[

Since the fчпсtiоп f is 2-iпчаriапt, wе shall denote

the value f(G) for ап arbitrary graph G € Ul Ьу fl. Recall
thаЕ thе class Uf,, п } 2, сопЕаiпs the degenerate п-gопs. Тhеп

Ьу (З)

fn=f(Tl)=o. (7)

Fчrthеrmоrе, Ehe class U|, п -> 2, contains ап п-gоп опlу.
Ву (6)

f(Dq

If а graph С is а simple cycle with q edges, then
q

п-l п-l п-l
=f(C)=A д+ВD А (cD)

п A-cD
The following Еhеоrеm gives а rесчrrепt fоrmчlа of

fчпсtiоп f for chains of n-gons.

)=Bq-lo**Bq-l=ýB)q-l

f (8)
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IllВОRЕИ l. Por а сhаiп Uith k п-gопs, п > 2 and k: 2 ,
te hачё 3

';- [',.#t--,;l-:;:,,,', 
(9)

РRООF. Let { е u|. Сопsiаеr а саlсчаlаtiоп всhеце for

t(С[) вrевепtеа on Fig.2. Стапh Н[ iB оЬtдiп frоп G[ Ьу cont-
racting ап edge of itз tеrпiпаl п-gоп. СrаэЬ Cf,_,.To_, is соп-
atructeil frоm С| Ьу aeteting Ehe еdgе. UBing (t),(2) snd (5),
t e have

t[ - аrш[> * вttс[_,.тп_r) -

= al(нf,1 * B(co)"-2r (ci_r ) .

k

п п Gt
Hfi /л

п

\ в

D п_l п п пп

Рi8.З. Iп thia саsе uе сап written f

for gтaphs Н|_,.Ь,, С|_, апа С|

Eig.2. СдlсцlgЕiоп ýсhеце tоr С} .

непсе

rrHil .d <t| - B<cnln-2r|_,

сопgidёt поw s calculation acherE

). (|0)

for f(El) зhоýп оп

(Bf,) tbrouBb thе funetion

_|.Т. for l ýi l п-Зtf
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п n-l

\в
п

Ht

l
п

п

п
/*.

п

п пп

п

п п

п_2

\в
Ir_3 п

п-t
л

п п

п

л

п
л

п-3.м f

\вI

п

<в1

п

_пtk-l ,

т1

l \вп
k-r

ех...хд>

) . лп-2свf

лпuk_r

tH|_,l *

r<{_,l .

п

Рig.З. Calculation sсhеше for {.
Еrоц (l), (2) апd (5), че have

r<H[l . ln-2я<B[_l.L|) + в Y 
^ir<c|_,.rn_r_*l 

*

+В

. л'-2свt (Hl_ 
l ) . В

[*i ^'"""-,-,1
оо-2 - {со
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substitцtlng f(Hl) and f(ni_| ) froE (lo) iпtо (lt) апd

-n_-_n_-nrrritiпs f; сhrочф f;_l and f;_2, uе ohain

fl- B(cD)
п_2 + дп-2сЕ + Ав

n-2 п-2

д-сD fl_

- лП-2сввtсо)'-2t[_,

д*l 
= ýр)"-| _ n*r.r] ,l_,

- an-2Bcn-|r'-2Btf,_, .

Thig сопрlесез сhб proof. в
Nоtе Ehat the e8Pregвions аt ff,_, and r|_, l" tЯl

dерепd оп k. Dепоtе these coefficientE Ьу ап апd Ьп;

"n 
= в An-l : !9O)"-l * д,-2сЕ,

5 = лП-2raп-lоп-2r.п

Непсе the fоrоцlа (9) пау Ье Еrittеп in the fоrm

_п_п-_пtk ' "rr'k-l - 
orr'k-2 '

sчЬвtittlЕiпg thе апаlо8оц9 ехртезвiоп for ff,_, апd

into Еhё lateE equation, rre heve

t[ = an(Bnr[-' - Ьпfl-з) 

- ;;i]'r:,rLr_ "пьпfl-з.
Repeating this Process, t'e сап рrеsепG f[ thrочgь fl

fT_, fоr аП srbitrary l з i s k-l. Denote Ьу "I-i "nU 
ak-t

corresPonding соеffiсiепtЗ аf fl апd f!_,, "berc 
с] , ,r,

Uj, ' On. 
'ni" 

iпрliез thе folloving вiшрlе

[,

dопt в

-п
'k-2

апd

the

and
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[:i:: ] t; :]til
Using (7) апd (8),we gеt for the fчпсtiоп f the following
THEOREM 2. Fоr а сhаiп with k п-gопs, п 2 2 and k } 2,

we have:
-п k-.l -п _k-l _п

'k = "r, tl - d, to '
whеrе

lg + BD o"-l - (CD)n l 
,

A-_cD

LEMI,{A. Fоr arbitrary n } 2 апd l S i S k-2,

,1 = on-fп
о

D

tt ] t;: r]

= дП-2сЕ * в A'-l- (cn)'-l
A-cD

k-I

[;:]

ап , ь = дП-2всп-Iоп-2, .
п

4. The diсhrоmаtе of TutEe,Negami's апd Yamadars polynonils

Iп this section we show thаt thе properties of сhе fчпс -
cion f coincides with the properties of the dichromate of Тчt-
te, Negami|s апd Yamada|s роlупопriаls for chains of п-gопs. Wе

also сопsidеr the chromatic and the flow роlупоmiаls. This а1-

low Ео obtain rесчrrепt relations and explicit fоrmчlае for
the роlупопiаls as а соrоllаrч of Тhеоrеms l апd 2.

The dichromate of Тчttе. It is rcell known thаt che dich -
rotмte of Тчttе x(G;x,y) satisfies thе fo1lowing recursive re-
lation for ап arbitrary graph С [ l l J:

x(G;x,y) = 1(G/e;x,y) + х(G-е;х,у),

t

}
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tatrere е ig поt а 1оор or ап isthnus. Рцrthеr, if ýчЬ-

8rsрh8 Н and К hаче опlу а сошоп ч€rtех, th€п хG.К;х,у)
- хФ;х,у)l(К;х,у). Еоr 8rsрh8 Tl and Ll the diсhrФаtе is еqч-

в1 tо 1(Тr;х,у) . х апd x(Ll;x,y) - у. Тhiв роlупошiаl iB а1-
во а 2-iпvariant of 8raPhs. Therefore, the propertieý of thе

dichromate are identical t ith tbe correspoйing рrореrЕiеs of
the fцпсtiоп f цпdёr the соеffiсiепtвз д. l, в r |, с l l,D -
- х, Е . у. Iп this саsе fоr other quantitieB fron Theoreп 2,

. t _*n-l - n-2 _n - _n

l -х

. п-ll -х.у+х_.
l -х

СОР,ОLIЛRY l. Por сhаiпз with k п-gопs, thе diсhrоЕ8tе
оf Tutte satiвfieв the folloяing rесч!тепt rеlаtiоп

x({;x,r) . Ь 
- #]rtci_,,*,rl - у*О-2 ;1cf;_r;*,y)

апd it оау Ье рrеЕепtеd ss

' ,-*o-1 l -"_,1({:х,у) . "l-'[, + х i}-J - d*-'x,

!'hеrе

t:;]

. n-ll-xу*.'.tт
п_2

уl. ]",I

- n-lI-x
У + -IT

п-2
ухо

Тhе polynomial of llеgацi. Ву сопзЕгчсtiоп, the Polynooial
ot шеgацi I(G;t,х,у) iB defined ьу the equation Il2l:

tl(G;t,x,y) . хN(с/е;t,х,у) + уш(G-е;t,t,у),

rrhеrе е is an arbitrary ed8e of а 8raPh G. Fоr grарhs Н,К,
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Tt and Ll, qrе hgve ш(н.К;t,х,у) .1ш(Н;t,х,у)ш(кit,х,у),

ш(тl;t,х,у) . t(x+ty) апd п(L|;t,х,у) = t(x+y). Tlre роlупопiаl
is а 2-invaEiant of grgрhg. llепсе, Еhе рrореrtiез of f апd

Nеgапi|s роlршiаl are tЬе aalE цпdет coefficientB; Д . ",В. у, С. l/t, D. t(rr+ty), Е - t(x+y). For оЕhеr qusntities
frФ Тhеоrеп 2, tle have.o.{{{" * ty)n-| - 

"-l1. 
1*.у1*'-2,

ьrr ' хп-2у 1х+g),1п-21х+у) , t], t(x+ty) апd f|. (х+grlп11.-11r.u.

coRoLLAlIY 2. Eor сhаiпs rrith k п-gоп9, thе роlупопisl of
Nеgашi зatisfie8 thе fоIlоъ,iп8 rесчЕrепt relation

t .п-l п-ll
rrt{l - 

[(xTt-"-2 
* (x+tv)"-'-- х"'Jшt{_,l _

- у(х+у1 хП-2 {x*tyl"-Ъtc[_rt

апd it пау Ье рrезепtеd iп the fоrш

rr(cf,;t,x,r), "I-'rl - uI-'rl,

пhеrе fn - t(x+ty), t] - (х+tу;п+ (g-l1xn,

t;t;]
-| k-l

:]о

а

ь

- . n-2.+ (tx+ty-xrx ) о

ьо. у (х+у)хП-2 (*..у)'-2

Тhе polynomial of taD.da. ThiB роlдопiаl h(G)(x,y) ваtiз-
fieб thе follot ing recurBive ехрrеgsiоп [lЗ,l4];

ь(G)(х,у) . h(c/e)(x,y) - }b<c.el<*,yl,

.о - {{ tr*tr)'-l

i
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Дссоrdiпg ta the ProPertieý of the Polynomial, ire
Ihsvе h(c.tt) (х,у) - ih(С)(х,у).h(Н) (х,у), h(Tt) (х,у) - о апd

h(L, ) (x,y) - xy-I.
Тhеп we сап сопсlчdе thаt the properties of f апd

h(G)(х,у) coincide чпdеr the coefficienEs: Д.t, В.-!/х,С=|/х,
D-o, E-xy-l. Eor other qчапtitiез frош тhеоrеtп 2, an !-2lx,
bn= о, "I-1 = (.rr)k-|, а|-|. о, ri - о Bnd fi. xy-rl

coROLIДx|Y З. Роr сhsiпg ъ,ith k п-gопs, the Pollmonial of
Yaoada satisfies the folloving rесцrrепt rеlаtiоп

h(cl) (х,у) - [, - +] h(G[_r) (*,у)

апd it шау Ье Preaented in the fоrп

h(G;)(х,у) - [, - i]k ("у - t).

PolFooial Р(G; l)
i9 the well kпоrп роlупошiвl iпчаriапt of gтарhs. А rесчrаiче
fоrшчlа rmder dеlеtiпg апd contliactlng ап edge iB аз follow
I l l ];

Р(GaI) . -Р(G/е;r) + P(c-eal),

Utrеrе е ig not а 1оор. Еоr 8rsрhs Н.К, Т| дпd Ll, !,le hаче
I

B(H.K;r) - т- Р(Н;})Р (K;r) ,Р(Т| ;).) .I(I-1) апd P(Ll;I) - О.

Тhеrеfоrе, thе ProPerties of f and P(G;D coincide чпdеr thе

coefficients: А. -l, В - l, с - l/}., D.l(}t-!), Е - о. Вё-

зidеэ, пе сап write 
"rr 

-{ttbt)"-! - (-t)n-l), ьо. o,"I-'.
. .:-', uT' , о, f: - }()r-l) апd f1 , r(r-r)",,.

As а rеsчlt we оЬtаiп the вiпрlе forotrlae Uhich also fol-
lоt' frоп other propertieз of thе polynoEial [lt]. NЕп€lу, Еhе

chromatic роlупошiаl зatisfieý Еhё folloýing recursive relati-

The chfomatic роlупопisl. Тhе сhrоцдtiс
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оп fоr сhаiпý rriah k п-8опýз

апd it шsу Ье presented in the fоrп

P(Gl;r) =*t(I-|)o-1 - (-r)o-|]p(cx lil)

B(cf;ll) .d- tl-rlt<l-rln-l - {-tln-l't.

Тhе f lotr а1. Por thе flou
rесцrвiче fоrшчlае is written ав [Itj

F(G;}r), plg7,,1) _ F(G_еiI),

uhеrе е is поt а 1оор. FчЕЕhеЕ, foT grарhs В.К, Tt and L| , Еhе

equationB F(Н.К ;}.) . Р(Н;}.)F(К;Л), F(Т|;Л) . О 8пd P(Ll;l) ,
- )t_l hold, Тhеп the properties of f апd F(Gj)r) аrе thе sапе

чпdеr the coefficientE: А. l, в. -l, с. l, D. о, в.}, - l.
Еоr оthеr quantities from Тhеоrеп 2, ап . }-2, bn - О, ck-| .

'"l-', Ol-''о, f:- о апd ft| ,I-1. непсе, the florr !оlупо -

шiаl satisfieg the follorrin8 rесчrrепt rеlstiоп fоr сhsiпg t'ith
k п-gопs; F(С[; l) . (1-2)r(Cl_| ;r) . This i@diately implies

ГtC|lr) . (r-2)k-l(r-t). Nоtiсе that the flou роIупопiаl i9
thе specific саýе of of Yamada'B роlупоmiаl at х, l апd y,l.

роlупопiаl P(G;}t), thе

ТаЬl е

Роl доmiа1
The dichromate of тцttе

х (G; х. у)

д п с

п п

D

х

Тhе polyrroпial of Nеgапi
N(Gз t, х, у) п l

t Е (x+ty) t (х+у)

The роlупопiаl of Yапsdа
h(G) (х,у)

l
х

l
х о ху- l

ТЬе chroIвtic роlупопiаl
р(с}) J l

l л (I-1)

Тhе flow роlупошiаl
F(Сi}.) -l п п

о

),- l
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Nоv wе present valueg of coefficientý for а11 conýidered

роlупошiа18 (see table):

f(c) - дf(G/е) + Вf(G-е)з

f(tl,K) - Cf (Н) f (К) i
f (Т|) = D;

f (Lt) - Е.

сопсlчsiоп
lllе hаче considered а gёпеrg1 саlсчlаЕiоп ýсhепе for thе

роlупоmiаl graph invariant Ьssеd оп еdgе dеlеtiоп апd сопЕЕас-

tion in а grарh. Eor chains of роlуgоп8 rесцrrеIlt and exPlicit
fоrmцlае of thе invariant was derived. IC !0as shоwп thаЕ sone

!rе II-knor, роlупоmiаlз are injected inEo thig gсhепе tith ýui-
tаЬlе coefficients. As а сопsеqцепсе, Ehe fоппчlае for Ehe

dichromaEe of Тцttе and Negaлi's роllmоmiа1 gаб PEesented.
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