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Введение

туры облqдают rrривь!чныхи свойствшlи:

В основу дtrrноfi статьи легло рассraотрение несколь-
tФlx вопросов. Первыfi яз них - существов8няе уЕявср-
сlльной рекуроrввоfi Фуrпqgrи для Еопределюrых дей-
ствитсльно9я}чпнх фунrсдд . Истоrса рвссша,трив!rхого
вопроса восходдт х теории допустиuьлх хножеств (допу-
стихое хноrхество еегь цодель слабой аксtlоxlтrчесхой
теории Крrm<е-Платекс (KPU)). На KPU uoaoro сцотреть
кцс нr. иятересное р!дtциреrrие веории pex},pctlt{. При
eTorr обобщение, с о,qrой стороrrьll рекурсивные фунхrlли
я рек)rрсивнG,перечислиrл{е пре.Ф{кtтн яraсют сстесгвеt -

нь!е определенrtя, с дlугой cтopoнt{, хлrссичесхlя теорпя
является часгннlr случlсr [3|.

На. пюбоч допустицоц raнorcecTвe р€курсиввце сгруt+

универсвльнr:й р.п. пре,ФrхDт, выполняется втор!я тео-
р€r.s о рех!rрсии, О.лgrало, когда р€чъ sахо,цит об yrrзlBcp-
сальноfi рскурсивяой Функrrt и, аЕIrлогия карlrшrстся. В
[Бt приведснн приr..рЕ[ допустиrrнх хноr!еств беs уrпавср-
сальной рскурсивной Ф}.нкrц.rи.
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В статье расс!датривiется Пконструктивны* BapilalrT"
(}rIУ(R)) на.}lrденьшеrю допусткrдого lдно?liества ва,д деfi-
ствительныlди числ а.мп.

полуrlgн результs,т о сущес,lвоваfiии универсальной
рекурсивноfi Фужцrии для Е-определины]L вещесrвеняо-
эн&чнцх Фушщдfi.

Р accrroTpeнa проб леиа. унифо р lднз аII}tи для }-опр еде-
ди}дýх пре.Фrка.тов на fi}r(В).

Следуючрлfi ряд воЕросов BoýlllаKmlг в свя9и с }lссле-
дова.ние!Е сsойстз БоЁцеm{р!и ПвLIчисли}Iостъ=D,опреде-

лиlдость" rтрifiлен?пгедьно lt, нечётнцlл cтpyttтypa.rrr в чЕст-
r{ости, Б вещественяыIrд числ8.1д, Это *srrач8€тr что класс
всех вычисляlдых пpelplкaтoэ доilускЕýт аффектявное
Ередстsвлеяие в виде }формул [3t. Гоячаровыrr С, С.
бып постав JleH Bolтpoc о ха.ра;rr,еризаId}Iи Е-определrrrлых
дейетвительнозна.чных фунIrrр:fi нв язъgксl ч.р.ф, и ал-
rебра:аческих Фужщлfi. Даякое fiредстO,влеяне о9Еа.ча€т,
чт0 всякья тtJ(ая фунзщия €стъ рекурсивное объед}rнекие
некоторых влr.ебра*lчесltих фунlсшЙ, sцда.вных на. непе-

ресекаюшц]ilхся отрезкьх с алrебраическиliи какцадди. На
осЁове лредлоrБенною описанил Еостроены абстршстные
lдп.tт?ины, вычисляюrrцие действит\ельнозr{s.чные фуккtши.

На.rrоrдниrд рsд определеrrrrй необход}дсых ддя иэло-
)ltенпя основного ча.териа.ль.

Пустl, В - стадrдертнOя моделъ веIцсственннх чп-

чиli на.нченьдIее 9аддI*каýие Bce:t н8.сп€дственýо конечных
слов (сrrисrсов) с проелечентадiп иs R.

Понятия А.-, Е-,П-форrrул и }опрсдспиLlости в l,ro-

дели IJ}Y(R) - стандвртны [3t.

l. Хараlстери9аII}rя },огrределиrrых вец(еств€lIно9lILчtlьDt
фунrс1иfi . Существова.rrие рекурсллвноfi универсальной

фунtсltап

Рвссrаотриra частичllце вецlественнъrе фушчрtи. Для
оIмсЕJIия Е.ощlеделкraцх чrетичных веществеЕно9ЕIач-
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t|ъtx Фувtttп,rЙ в кач€стве бlsuсвц'( воэьriем ч.р,ф., rлгё-
бра.ичееме функlrrи. Даrrныfi выбор про,lцlктовЕ!l тем,
что данные хлассн фунrq!,tй достiточно боr.}тц, аффех-
тив!{о оЕисываются и пuеют рGкурсивнъla lrниверсrльны€
фунtсrtаи.

СоГо'l АШЕНИЕ l. оболrсччд:

< с,6 >= {а|с S д S 6}i (с,D)-{r|сqsqбi.

опРЕдЕлЕниЕ 1. Частя.пrа.я вGIц€ственв!я фуtIхtЕIя
/ нrsывrатся lлrвбршlческой, если:

а) dornl =q 6,ý;;
6) iml =а ci4 2;
в) Г - {< g,у > € ( о,6 ) х < qd > | р(л,у) = 0}.

где р € B,ft1, t2l, cr0rgd € Во (под П'o подrлsухсвлстся
веtцествсt{яое з!дaнкцlие раrцаональннх чисел).

ОПРЕДЕЛВНИЕ 2. }опр.дслиrrая Фунхrцля .Р на,зы-
ваrтсý рекурсивной униврсъльной для нексяорого класса
функдrй, если ддя лкrбой фунrсдrlя J иs атого хласса на,fi-
дется , € fIIP(B) тахое, что: F(z, с) = l(c),

цч0
УТВЕР?fiДВНИВ l, Даl лхох,оапоа аlасбраччссrrrв fylcr-
сучсспс!сm Е-оврсiа:чrrсл укчsaрсм.Ёоr rуr.вqtrr.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО, Для доха9lтельегв!, la.ldcтиur
что веществеt;rlое задalJ!{аttие рslц.rональtlцх чнсел Пъ а.ra,
простrл rrодсль T/r(П,) и поатох)r сильно юнструЕгивнс.
Пlrсть алгсбрв.ическая фунtс&tя .i' ичсет след}rюtцс€ опр-
деленrе:

а) doml =а c,fr 1;
б) iml =q c.l х
в) Г-{qаl9} С ( с,} > х < c,d> l dr,у):.0},гдс

р С B,[tl,hl, c,O,gd е П..
Пусть dcry) - Е Е c5;df. Воэьшеч у - вз8rlшllо-

i<. isý
о.щfознtчную Hyr.ep!.I4.rro rцlостоfi чодели Ti(B)i t -
функцrю, ко,Фrруtощую стrrrlrртвъlI обраsох cm,rcro,r, про-
aлсхснть! Еоторýl - н!турrльнне числа. В аюх случас,
в Бrчеств" хода !,лг.брrfiчссюй функqfi'r слGдliст вs*rь
звiченr€ фуtIЕIЕrи t на crEtcЕe, сод€рхr,Е(сra иЕфорraшрrtо

26



об облrет!, оrrределеяrяt областж значения и юафФиrrta-
etfгBx определя юп!еrý полиноuц

et=

= t((< и-l(в),ч-'(}) >, < ч-l(с), и-l(d) >,

< и-l(с11),. . ., и-l(с..) >)).

ре9ультrт утвaрrrrдшт суцlGствование
оrпсцlия Г-опредепичr*х вещ€егвеrпюsв8чrшх фунrсцвй в
терl.хн!.I адг€бр lrlчGсtrsrr х ч.р.ф.

TEOPEII A l. Пусmt у - оzсuно-оOr.оrr.счхс, .оr.сmруr-
murчrсl+ц, ,|роGmой roilcru ТЁ(В), А - увчасрссrlхсr фlrrqчr
Оu ulсбрвччвсаtз fyxrqud, ТоgЕв Elt lйo еейсrъоutъсllко-
аrrсчшоЕ E-oBpciaurod jlrrgчч l шdiупсr
еообсmоuа

а) vld1n) S уЦ3,D + l),
6) z С |uЩ2п|, уЦlп+l)) - J(c) = tr12.1(z),
е/ а = r(i(zп)) - J(з) - ч(l(Зr)),
е,) з * u(i(3B Ф t)) -+ l(э) - r{1(3n + 1)), прч..а. (уЦ2r})l

чi(2r + l)) g doln {4z.1, (li(2r), yЦ2lr * l)} С dom.f,

[J {rЦz"), иIr(2в 1 1)) = dom/,
*€о

(rП(2|, rli(zl+1)) П (ч/r(2л), чЩlв+r))=0
lп аэбв l{ъ,

ДОКЛЗЛТЕЛ По Teopcrrc 1 [0l Dопрсдел+
llлla дла }опрсдвлюrой ващзствзtсlоэвl.rноfi фуЕýltс{

эффо:гпвной .Еsэт,юнrgпl}r бесt€!яторtltJl
tфрхул, T.c.l

Дла л!обого d ФорIулr Oi(a, у) Елдrст чrсfiiчrrую Фrrt&
tаlю 

'd. 
В сипу Фraинrr.iльностlа В [,{ облtсть опрслс-

леяttя t1- rюлдrлгсбрrячссюс IяоrFссгво. Нrrца srдЁчr
llox!ýf,Tbr чго суЕ(Gегвуст рrsбпсlмс обл!стfi опрсдGпGвяя

Ьс,хсо

l(з)-у .- 
'.IiI(п')F Vl.(r,у).

i€r,
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фунхt1rtп l на отреэхи с граница.r.и иэ простой чодели,
обл вдэ,ючlее с свойстъrли:

1) аоm/ = ("; {jsr , oi+'h

2) для ка;ttцогю отреэко (oi, 
"i+') эффективно Harc,-

дrтся полиноц dcry) таrсой, чтrо .с € (а{, ci+') --
t (r.(Е) =g н р(l,g) = 0).

По теорехе Вr.rr-дер Дриса [4l х!:rlдос Еолуr.дпебраЕr.е-
схое uнoficcтBo есть конеtIное объе.Фпlсв}rе отрезков, грь
Hrrtlдr ко,!орых пспадаrот в В6. Поэтоху областъ опреде.
ления t цоrсно пр€дст!эить сл.дlrюцl{u обраэоч:

donli = U(ci, ci+l).
-isl

На хаяlдоч тrдох отре9х. фуюсц.rя f кусочно негре-
рывяr_ Волее топо, для ха2r(доrrо j отреэох (cj, cj{'! } x9;t-
но раsбиrъ xoHerIHыш чяслоx тоqек 

"Io <...s oi,-,
ci" = ci, cj'b - ci+r TaJc, что для любого } S ,n фуurtrrlrа 

'либо юнстанта H,r (cj'}, ci'l+l), либо нсrцlсрыэна п cтporý
raoнoтoнrre (при этоrr с|'} - элех.нт простоfi t4одели для
любого }). Не слоясrо покп.затьt чта каждое полуалпебрs.
,чaское цяоr(есmо зrлrrтся булсвой хоrrбияеrцаей отно_
шеrмй вида р(э,...,з) 2 0, где р - полино!{ с коаффиIрr€r;-
тюх из простой raоделu. € о.Iщой еýоронъ!r нв кsл(дох от.
резхе (cf'r, сi'r+l16унlсglя /6 enporro чонотоннья, либо кон_
cTarrTa. С дlугоfi cTopoкr, она - реsультат перссеченr.rfi
по,Е,рфrюв и нqЕрафихов поливошов. Иэ рсэультатов
гл,{ Pl следlет воэxоrrrlоегь хонсчною раsбиения oтperвs
1cfr, c|,r+') Tot(oei что бjД = лj,r,l s ... s сi,r,й _ ci,r+l и
для лrобоr.о J ý п на oTpesKe (dJ/, лj"rJ+I; Рувrqяя fi эа.
даaтся
o;ptн и9 полrдIоxовr определяюпDlх эту фуlосдrrю. Учrr-
тцвaя вцшаизлоrсaяное я sllctltдв индексrrцrк} болае про-

рrsбяеяие обл!,сЕи опрсделG-
} облздающсс иcxoutJut свойства.

отноtцениех р(д,у) = 0, где р -

cтo t raн yorneu 
.

ния donl = tJ ({i<l
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rл. Естaстве8Iцд. обрýох во!впБr/gг ч.р.Ф. l тцФл, что
i(0) - и-l(с!); fr{l) - r,-t(ф);.,.

3шlотlоl, что обдrстя оt!рсдсленtiя ч!,GгtftдIЕaI
tý{й
цrrя

Jб чогут псрGссfiLться, т.с. IoБaT во3tllf,ЕIlrгь сЕгу}
(d,o{+'} п (c!,c!+l) иs раsбяс_

юая облrстсй опрадел.ния фуrmg{й
но. Ншдь,qдьча пaресгроиъ [ в

tз
ь

|lгt г,ггlтп

я f1 соответствен-
ооrрцlйв нужlrlJс

для лрбнх

й

х(1) =

доподнI.Daдьяо слсдlьщсю:
l) Ц2r) s
,) (уЦ2,), 11}iп t,цzrl,,Щr}+ t;)= о,

l*h.
Строич по Еrдrtgцсr f,rcrx (otr" и будrт lrcкorrborrr).

) _ ь(0),
)-Цt),

g(0) - i, гдс Д(з) _ у.+ 16(а,у),з е (у(Ц0)),(у(Цt))}
(суrцес.rвоrrrис тrsолo j слаlryaт rrз утвсрrrrдёпiя l и грэ-
,qцдFц'rr рrссрцденr.й);

I(0) =
ч-lф), ссли r("(ЦО)), у),
н.опредслеЕо, зсли -O(r(Ir(0)), у),

и-r(у), ссли r(u(b(t)), у),
н.опред. леноr ссли .t((Ir(l)), у).

{

{

фупспс.t I испольsовlяись всa оцrаlхи
всрясц всс парaоечсllия ввда: (nl, .Р' )п(у[(2р), уЦ2р+1)),
гдсOsrЗп-l.
rтl
эI;i[тiГilо .я

-l для постросяи,
rc (с|., фl). Про-

Если ttерсссчсяяс нс
("l, ф') пересGчение

пуево, то вцlсliдDrвl.ч хS огрсl-
и I.LIolп{x аффФrтивно грцlиItFI

(cl, cl+l)\(cl, ф'} п ( Г] (уЬ(2р), уЦ2р + 1)))) -
lSr-l

= [lИ,Д+r),
.<ь

п



Тогда достра.rrва€х Форraулы сл€.щ.юttп{ц обрlзоч:
Ц2't) = y-l(p"),
Б(2п+ t) = и-l(р,1,

L(Зв+m) - у-'(f-),
Б(Zrr + п + l) = y-l(/-+l),
r(2r) - р,
g(2rъ+rп)=р,

гдс lp(a) - у .- ft(rl y) при r € (ч(i(2г 1 m)), и(Ь(2п+
+rr}+ 1))) (существоввlпtс т!хою р слGдrcт кэ !ггвср]ýде_
ния 1 и пре.ш,rд)пrцлr рrссуаtдсниfi );

х(2в) =
ч-l(g), если r(u(/r(ZB)), у),
н.опрGдслсно, если rФ(и(lt(Zrt)), у);

x(l) =
и-l(у), если О(и(Ё(2r + l)),y),
неопределено) если -О(и(f,(2п + 1)),у).

Не составляет труда провервть, tlтo требуеные своfi-
ствв. '&' - 'в" для фушсцай i, g, 1 выполняются. Соот-
ве.r,ственно они исхохне.

тЕоРЕмА 2. Длс злосса D-оъроdоJzчцьЕ, a?.ur,.,cmo?.H-

хrзвсчraDl:r фуttзцuП сg ще сmо у вm Е. с лр с l е*tша, уЕца aр col }нс,
fgхкqчл.

ДОId.АЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ? - гедeлеввсхs.rд нуL{е-

р li|я троех нF.lгур&лънъ!х числеi fi -- хлияевсхэя яll}де-

ршия II.р,ф, Не тру.rgrо пока,зать| что это }определихые
ф}нкдtrи в НW(R), Пэ пре,,щдуцеfi теоре}Iы сле,цJет, чiс
для лкэбой Dспределиrrой вещесrгвеннознr.чнсfi фунхции
l ньйдется тройсз ч.р.ф. Ir, 9, 7, пояаестьк) опреде,t,tя-
юtцьg фуяхцию l. Повтоrrу в Е&чэстве кода для фунх-
ц1tи f хоlсlо вэять т.'eдеJ!ев нохеп тр,rйки < J,/с,иt >. где
ь(з) = .'q(31 9(л) ,= ,с1(з), у(э) = к-iлj. Дока:rсем, что па
л,обоfi TpofrKe ч.р.Ф. < 

't, 
9, х > моrкно аффективнс и 1,1д-

нознri,_но построить тройху ч.р.ф, ( i,9rх > таБчю, что
сча будет tФдоr. для Karcofi-To Е-фунхщ.rи, Для атою Ё

доrlrн|о уд9в л€творять условияI:
1. уЁ(2rl) 3 иiirп + 1),
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2. |Й2l), y[(3l + 1)) п (yl(ze), уЦ2& + 1)) = 0 дл, любt{х
},l

Пусъ < 9r[с > - троfirсо х!fiих-то ч.р.ф. ti Цr) з
= ir(л), 9(а) = ;д(а), 1(э) = ь(а). Перестроях функдию i
в i, чтобrr удовлетворпгь условие l;

i(a) - ц(t,э) -
q(а), еслп a(l +l u) S t([ *l z + t),_
рrсIо,Фrтся, если расIо,Фrтся ц([ *I 2Ь

р!,схо.ЕIтся, если р!сrодится fi,(I Л, ! 2 + l),
если ц([ +I 2) : ц( +l 2+,).

юrцсе Е'оrцrедс ленис:

J(a)=yeIrrY(B)|.

ts !(("е < чi(zп), yi(zrr+l)> ry=
.€о

-.{rlз.l(а)) V (з = rI(2в) _ у = чх(2t))v

v(s в уП(2п + 1) + у = чх(2в+ 1))).

Для построаr*rя trrrпверсr,льноfi фунщии ввaдеrr вспо-
хогатсльЕс фуtпсия. Пусъ фужrцая р -о.Еlо9нLчная нуraGрllgaя Tpoca яrтlDlльЕнl чисел:

л(-) -
l, сслlа rT r< t, &, J >, l € .I!I,

&€ЦI€Ц
рlсrо.Фrгс, l прогtlэнох случl.i

lraсrйiсЛIt
р!д:о.qaтся в пpoтlвHora gлуч!a.Na(r) =
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Нстр5rдо похцrlть, что Флцqrя рrл ltrt Dопрсдс-
птттт]

Отrредслtдr. увйэ.рсr,льнуrо ФувЕýrю слсдlrюп9пr об
plsora:

Р(q а) - рф(пr))F(< rсrdф(rп)),

lrф, {(*, Icrd(tli{d'D))))) >, bcad(tail(tritф, п))), а),

гд.
Р(rц l, }, а) - у ..

.+ Нr(П) l.! ]{Nrt(t) & (((s е < vt{tъ.2ъ),

ча(щiв+r)> фJ=

= 1,рз"l(з)) v (а - uп(tц}а,) а g - r{t, ZB))V

V(a _ чl:(п, 1r) _о t, : уr:(!,2i))).
Исrюльэуя BcopGxy l Heтpy.дtlo поЕцrвтьr чrо Л явля-

arlT.l 1rrсrвэрсrльвой ФушпцGй ддя Kracct
чlсгйчtrtlt вс!цсеЕвсвяоsншrЕнх ФунЕцf,.

3. Задrаrrrдлдс об !пцФорrдi9!r!lи

В дrдrной чlGм стдтьи р!дсra!,трвв!aлiся пробпrеrrr
уr форrл5rrця прс.Ф сьтов нв Dr ЕощlqдедиuвI в
НУ(а). Естсспваrнцй вопрос - доцусхfют лst опDсдс"
лиutla хвойacЕвr опрqдсаrrat{a уt (фрrдi9lдооr - чlс!о
во!ниt!tтr H!дPtlraap, trра нrл,о2rýдциtt Пltttоtltlчaсюю'
pctвctýia da) вспоторого урrввФrrя l(c,g) _ О [8[.

Hr,пorrHror рял оцlсдспанrrf, .

ОПРЕДВЛЕItИЕ 8. Прс.слолоюп PSXx У - rrод-
цвохgсгво проиlaдaнtiл Л х Y. Вудtч юворпть, чlо Р'

Р, сслll. Р | Р п Р - грlф!д( Фуrпсцца с
облаетью опрсдс лсвtя llrр.

|=ITF]
Р' стlвит в соогвGтgгЕпэ вцqдоfi Гi.frЕ

Р топьхо о.Едr aлctacrrт !r! IнохaGгва Р. - {у з

Цаrу)}. С одgоfi cTopoB*r lts .rзctioxt{ rцборr слсд/.тi
trTo любос цво с€сгво Р чохст бr*lъ уrшrфорrоаsпровrяо
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х!авх-m Р', с дуrэй gl,,opoнъr, доегаточно тлrссло най-
ти'lорошоП опр€делиraоG увифорхиsпруtоtцее цнож.сtвоl
дlrзa aслr дaяно. taнохесгво доегlтоtпtо просгое [3l. Prc-
сraотрич проблеч;r униФорrд9шr!п{ дrrя Dопредедиццх в
,rW(в)

опРвдЕлЕниЕ ,l. Клrдс G облцдrлт своfiствош унв-
форrдaзцIдд.r, есди дtобое Р иэ б rroаrleT быrъ унифорхи-
зировrно веюторь!u Р пs G.

PrccoroTpиrr G = {Р g В' х Ц Р - Dопрсдслихос в
IlЩВ) хнояссство }, тогдь спр!д.длив} слелуюtц!я

ТЕОРЕМА 3, Да алболо п-r'сслпхо.о Е-праiчrопс ,D ш
iаЕсmашmсеrшrв ччraсs сучrсrпrуGm ,r - l-дr.mraлl iаЕсmоь
rпазrхолrсrrсr Е -опусlutлч fuхtцч t со сrоf,апсодч.,

t/ dоп(J) - {а| ]yt(c,y)h
2) аg s е dо,п(l)flr@) } r(я,l(я)).
3АМЕЧАНИЕ l. Др}rгп.и словlшli хласс G облiд}.т

свойствоу уtпiфорцLl.prи. Волее тоrэ, aслlf в опрсдрrеЕrи
клrссr G чодель В эr,rrсвить Hr любую д)угую, упорядо-
ченнук)} облrд!.tоrцуtо свойствох Фrддrиrrlльностlr свой-
ство унtiфорrдfзr.цЕд сохраtlитсr|.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. llc !,r.еньцr!я обtцrrостr, рiссчо-
Tpиrr случrfi ; - l, Пустъ О - Dпрqцлхат но Щ тэгда он
акэявi.леЕFat эффеIстпвкоfi lц,rsъюнкr.g{и бссквaдrторнt{r
Форraул сигнотурtJ ,о l

.trly(B) F t(r,у) .- fir(R) ts \,/ *(",v).
i€r,

Построкх Dфорrулы {ti(g, y)}ic., 9Ффектrвrrrя .Ф{эъ-
к}нхция хоторьrх и буд€т опр€дслять исюraук) функtс{ю,
Для кrлqдlх i с tl, со с R форчулr Ol(a.J) sцдаэт rrHo:*c-
стrзо ,l; (юторое цоrФт быть выроцденвнч), При услови-
ях: Д-r - Irусто| Д - непусто, HIJEB алдrча вцбрать иs
;Q rсlxoe-To у, которос и будст исхохых энrчеrплех фунх-
qatt t, tlуп вцполнеяии ЁWВ) F {ао, у) для х!fiопо_то
i € ar условия 1-2 буд!rт вь!полнснц и соотв€тегвуюцIес у
будст sн!.ч.ни.х Функцаи l. Иначс фунlqцrя f будет вс
опрсдслсна в mчке со. Покuзсч, что у цоrtно внбрать

33



афФективно. Форrrула еi(д-у) будет опредслять даяно€
у.

В силу Gхикихrльности R хноа<еgгво Д являэтся
объе,цанениеч юн€чнопо числr отрa9ков, грrниtlý ttот9-
рнх поп!.даtот в Пr. Если /{i - невьaрохдевЕоa шно (еgго,

рrссцотриц следlrюццrе случlJl.

l, Cpe.ql отре9ков еегь отр€зок видв < -ооr8 >t в сточ
сл}rч8е r.orl(нo построять Форra}.луl

,Е|(с., у1 + 3c(V0 ý сО(э.,6)) &

& (Yc ] с ily,(c ý yr S с & -О5(r.,у)) & (у = а - 1).

За счет элицян&tц?tи KBaJlTopoB она эквивr.лентна
бескванторноfi Оi(g", у).

2. Cpc.q.r отрезков нет отрезI!ов виде < -Фrс >, но есть
отреэоr( видs < с, +Ф >t в этоr. случае потроиra формулу:

i?(",,у) * -(3с Yб l со(л,6)) & 3c(v0 } сФ(ао,0)) &

& (Vс l с ]gr(" S у, l с & -О(э",у)) & (у =с+ 1).

3о счет влиrrинilц.tи хв8нторов oнi Dквивалarrгя8 бесхвав-
торной l?(д., у).

3. cpelg,r отрa9ков нст отрсэхов видв < -ф,с >,
( оr*о > во есть отреэки вида < с,Ь >, в атох сл!rчл'е
выбираaм сахый лсвый отрезок. Искохая форхуле jllrlceт
вид:

Ф|(о.,у) =.(3а1 YD1 ý сrФi(з.,0r)) & -(3и Yb >

> иQ(а6,62)) & (:lc ]6 Yyl (c ( 91 l0 & е;(э,,у1)) &

&ýс l с &.-l;(зо, с)) t (V"2 6:ly2(D l !2зс tz

&-Ф(з.,9))оо=9),
3l счет элиrrпнчл{и Kвollтopoв она еквивiлентна бесrошr-
торной О!(з", у),
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Подохоr
t!(s, у) = t|(з, у) v О|(з, у) v r!(з, у);
}!(с, у) + (-ri(c,y) & (t}(л,у) v t|(c, у) v

V.i(д,у)));
Qi(з,у) + (S.i<.-, -ti(s, у) & (О|(а,у) V

v tfr,у) v О!(s, t ))). . .

Псrtочая фунtсцlя будет ичеть следIющес опрсделе-
нис; J(c) - у (* 

'rrУ(п) 
F V (ai(c, у)), чFо Dхвrв.л.нтно

dC.
Dопредепению.

Дшшьй ре9ультDт дs€т сще о.Фlн подход к докь
srтсльсгвtr сущсствовrЕия унивсрсальноfi для дсйстви-
т.льяЕх функддrй. Волес тотэ обобщаст рс9ульт8т HD слу-
чай Пr.

СЛВДСТВИЕ L. Суцссrпеуоtп Е-опреOеltлoг ýухrця
yttuo cpco'llxu Еu rоспччнrrз icEcnraurnaaaraorraclaraat Е -опрсOс-
lчrrrrз Sувrqчfi. Суцрсtпоlап E-fyxrqur ушчесрссlllсг irл чс-
сrпч.rхrч Е-опраiаеrrлшs fухщчfl ur В' с В'.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для дох!.зrтсльатв8 достдточ-
но 9!дaетить, tгю для хласса G aсть универсальное
}xHo:rtecTвo и хласс G облrдаст своfiствоч униФорraиэa.
щrи.

3. AбcTpr.KrTrr,re х,-,инн (АМR).

Испопьэуя пр€дl;гiвлевие действительных Dопреде-
лихых ф5rнкц.rй с поraоrцьр ч.р.Ф. lr алrtбршrчеФsах
фпл<ltий, поегро!оa !бстD!дЕтяые шrrдинц для внqисле_
ния действительных фуIпчrfi (АМR).

опРВдЕлЕниЕ i, Любrя дМR включадт в себя:
l. Универсальную raццияу для въar{яслевия алгебрs,

ичесЕих фунЕIptfi MA(i, а) = fi(з).
2. Увиворсвльн;lю мщццну Тъюринга MT(j, а) =

- Ь(с).
3, Головнуrо чLцrинуr týотoрiя состоит иs бесrоясчной

лснтц ра:rдслснноfi rrl регистры, обоrначасrдые Er,...
...,Л.r.... В хr:rtдох рсгистрс s любоfi чохент вр€у€ни
содерrхится элеш.нт иs If I7(В).
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.i. Прогр!дarду Р = rr, . . . , I.. Кчвдrя 
'i 

l.oxcт бtJть
о.qrоfi из слсдJr юrtлlх юц!.нд

юнегlllтн я9 сигн!'турtJ в рaгястр
л-);

б) R- *мА(&,...,&) (эr.rись в рGгпGгр i. раsультr.
та работы raаlrrияЕ Т от содзра<иtlого рсгистров Лtr...
...,лr);

в) Ib - мц&,...,&) (заrплсь в рсгистр Л- результа.
та рйотн I!.цrянъ! Т от содержихого регистров 81, . . .

...,лl)i
г) 

'l 
О(Лr,,..,fir) tiaB 9oro л, .Joe пt (зслп форrrула О

иемне н8. sначaниях регистров Лrr...,& то переfiти х
въaполнеяию xoxlJa.Фl Е, яначс выполнягь хоxанду ,?8} где
{ - А-форrrула);

д) i- - & (ашмъ в рGгисгр i- содэраtrrrrоrэ реги-
cтpr Лr)i

е) Л- .- l(Rlr...r&) sttrtticb в р€гистр Ла sвачения
терха f от содерrýlt ого регистров Rr,...,&, где / полу-
чея из бlзясннх операrддсй кохпоэиrдrи).

Для начала ра.боты абстршствrя tiалIина АМR дол:к.
на бнтъ снаб2G€но начtльноfi хонфигурацrrеfir т.е. после-
довательностью ct, , . . , cr элементов иэ }rW(R), поrrещен-
яых в регяегры Лrr,..,Л., Пре,втолоlэпr что прогрrraм}
Р состоит и! юшанд rr, . . . ,It. Дбстраrстная rrаrлина ДМR
я}чинi,ст нчислсния с коraш{,ФI .{1. Пусть в нсхоторьrй мо-
racнT вреraсrrи цацIина выЕолняст юч!д1щl rt, тогда дr.ль.
нсйцlес вычислaнr,tс происхо/ц{т сJtсдуюtlц.tra обраlох.

Если rr не явлrстся хочrндой условною пaрсходаt то
следующсfi выполняоrой кохандой будст rда1,

Если 11 = (ilО(Лt,. . ., ral ) lhen goto lz, cloc m) и форrr:.дtt
,l истияа в! sначениях рсг}lстров irr...rЛt, то следУю..
щсй выполняехоfi хоrrандоfi буает I., иначе r-.

Внчисления S!дФt{чивrются тогдi ti тольхо тогд}, хо-
гдt fl€т слсдуюrцсй хоrarндщ. Зlллючитсльн!я Бонфигу-
рilц{я сегь содсрrкиuос рсгuстров на Dтоu lцlr\е.

ОПРЕДВЛЕНИЕ 6. Дсfiсrrвктельнознrчн!я фуякщая
l - АМВвычислихв' ссли нtfiдстся абстра.rстяая хаIцt|н&

r)Лаьс
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AMR, Trкra, что l(c) - . тогда и тодько тoгдr, хогдl
ДМR, нвчинаэт рйоту с юнфигуршцrеli < ,r0r0r... > и
эrБirrr!ив!зт ра,боту с юнфrгурадrrлеfi ( yr.,. ).

лЕммл 1.

'. 
.EоrrвоrчgurАМR-rrrзчсrчrшз fyxrr4ufi АМR-евччсlчrс.

2. .\оаlсmчло ucпо.lrоrarauс о taроrрсццв :одоriа Ь .-
_ /(ir,. ,. , Лr), dcl - ДМR-о*ччсrчrrаr fзrtrqчa

J. CraiyTl4uc фхпgчч АМR- еrrччсrчl tr:

(( n,,...,.. rl = { ;::,1T}}s,,"'

Дт(а) - irurc спчслс, ,с4ч о - спUGоr I
0, а пропшсвол сrучоа 1t

rc7|ccc(< cl|...rc. >, j, f) _
( с1,...1р,..., ао )1 cclv i !ъi
сррвъl|< olr...r or >, < 0,0,...,f >).

acru j ) r.
ТЕОРЕМА 4. Еусmь t -- lвd,споtmlrlхоавчхв ýyxrnllrrt

,utucзuJ.c, хв хввоmоро лвлttчхс ДМR с проараuuоd Р =
= Jtr...rI., tttocla t lоа'олпа,D-опрвЬаluuоЕ.

ДОК.{r:}АТЕЛЬСТВО. Пусть l - действятсльно9яtч-
нrя функц.rя, внчисляxая нв нсхотороfi хrдgrд:е АМR с
програхrrоfi Р = lrr.. . r I,, тогдr прогрllrче Р сэпостrвич
посл€довlтельность форra)tл Orr..,, l. слслrrоrцrrх обрt
зоrr - кrлlдоfi юtarяде 

'd 
пoePlвt{ra в соответствпе фор-

хулу О; по пр!виrtуl

Ф;(а,у,j) *
, - вIо.Фlaя ювфигурstýtя KorafH.IEr Ia,

асли i < nt
у - BцIo.Фlf, хонфигур!tия юrrдr.Фr Ji.
j - Horrcp спсдуrrцей юцавлнi
д - BtJro,Фllя ховфвгурцlля xlttJиHы,

если d ( в,
у=r)j=0.
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Постросвие соответствуюцп,lх форцул раsбпваэтся яа
СЛ}rчrи.

l. Если (Iб Ё i- ь 6), тогдъ ý(a,y,j) = (у -
= rерIссе(э, rn, с) & i =;+ 1.

2. Если (I; + Л- .- МА(Лir,.,,, 8;. )), тогла О;(з,9, j) 
=r

* (д((r) il,..., (r) 
j* 

) - у & j .. d+1), гдс,l - 1пrиверсrльнrя
для алгсбршrчеосrх.

3. Есля (I; + 8 ь МТ(лВ;,,..., Л;r ), тогда Ф(л, у, j) ;+

ra ("((с) tt,.. ., (э) lr ) = у & j = i*1), где Т - универс8льв!я
для ч.р.Ф.

4. Если (! = Л- е а., тогд& Ф(с,уrj) * (у =
= ?ёрlвс4цrл\(rГ) & i= j+ 1).

5. Если (I; €= 
'' 

С(Лl,. . ., &) liвв goto п, еlсвп),
тoгда

ti(д,у,j) + ((G((r)ir,...,(з)ir ) & у - п &

& а r у)) v (-G(в)j' ,. . ., (") i ) tz j-пtzr-у))).
Построих А + LF'Р-определавие для следуюIцего Ере.Ф{хr.
тi:

С(с,t, ( уlm )) +

гз

за t tцrлов от ювфигурrцrrи ч
переtцля r rонфягур ацrrя у;

m - ноrдер коцщl,Фl ютoрую Hyrtao
выполtlять па tд!.пе t + l, если ,а S ,r,

инrче ,?r - 0.

Для этою ввgдэц оперотор;
){r(ý;c,t, < y,z >) * (t=0 & э=у & rr=O)V

v Звl3уl Ша(rr) & Nt(rl) & Nа(ф & ý(a,t - 1,

< уl,п1 >) & Q(yl,y,B).
обоsнlчиraз

Q(l,t - l, ( у,u )) +
+ 3пl 3yl Nо(t) & No(rl) & Nв{ф & S(a,t- l,
< yl, пl >) & Ф(уl, у, в).

Провсдд рассlпiдсtltiя, lJftлогичннс россlDiдсниях т.о-
рсrrы l [6l, хоэкrо rк,cгpotaгь А+Lr'Р-оЕредслские для Q. В
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итоIЕ исtзомьй цре.щ{хsт имеет следуюIцее определение:
C(crt, ( уrа )) = L}'Рбl;r,1,;(1(ý;с,t, < 9,z >)).

Легко 9аддетить, что рессrда.трива€rдвя АМR - въпIи-
слиша.я фунlсрtя иrдееrд след}rющее Еопределение:

l(л) = у н II}У(R) Р (:ltTta(t) & C(x,t < у,0 >)).

ТЕОРЕМА б. Лрбu ilвЕсtъвtmсаrltоахочкч Е-опрсlсr'ч-
л в фуrrччл АМR-о rrчч ctltл о.

ДОКА3АТЕЛ ЬСТВО. Пусть J - вещественноsначtlая!
Dопределиrrая фунrсцая, тогдв по теореrде 1 наЙдутся
ч.р.Ф. hrеrх полЕоегью ее оЕределяюIцие. Пусть /с - но-
}дер raаIцинц Тьюриrrга, вычисляющей фуlжtцаю 9,
fu - нохер r.ацмЕы Тьrоринга, въ[числяющей фунlщрrю 1.
Нетру.rцrо убе,lцлтьсяr что следующsя }a&цIина, нвчиная с
конфигураrдди ( ar... > вычисляет ( yr... )r где у явля-
ется вЕачениеra рЕссrда.трива€rдой Фунlсцди в точхе 8:

r1 : Лз r- -1r
Izэ Rz*fiз*1,
Js: 8з *Zft1
Ia z i| (, е< у(П(&)), у([(аr) + 1) >) thеtъ goto 12

еJlе Б,
Jc: j/ (с е и(Ь)Лв))) tbez goto 7 eloe 6,
Iб : il (r = y(i(.ng) + t)) thеп goto 9 eIBe 2,

17: В1 * у(х(&)),
J6: d/ (с = с) th,eп goto 18 elce 13,
Jg: Br .- и(l(ft + 1))1

Ip з it (с = с) thслl goto 13 elae 13,
Irr : ff+ .- T(&,.Ba)r
r11: .Е1 .- rl(&,fir),
rlз: П1 *Лr.

ОПРЕДЕЛЕНИВ 7. Абстрахтн8я хацIиЕа Univ навывь
ется универсальной для кдасса АМR.вьrчласлиuыr( функ_
rцлй, еспи для любоfi АМЬвычислttмоh фушщви l нr,й-
дется z С IIIY(П.), что /(з).= у тогда и только тогд8., tto-
гда абстрактная шацIина Univ, на.ллнtя работу с хонфигу-
радý{и 1 8rzr. . . >, эаtсаJrчиваст конфигураIцаеЙ ( уr. .. > .
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ТЕОРЕМА 6. Ухчэзрссrlнсr дсчrчхс Univ с!чсоrъс!сm.
ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Hr нефорчальвох 1rpoBHc рйо-

,т:! rtrптrЕI.{aЕг Ет,тэ!т,!т{тJa
если с - ход ДliLrrrлrинн Р, вшчясляющсй фуяrсg{rо J,
тогдD нlfilкrо дсйо.щ,tроввть число с я иIитировать вщчи-
слекис Р пt!г зt ltl!гoxi прrr aтora нl кs:кдоra tдrлс Bt{rгl-
снвЕть содзрrlоtraос рсгисгров и юgllrду, юторую Hyrýro
вIJполнять но слсlýrtовlеrr шалс. Когдr вЕчислaние з!.
ханчrв!.тся !нrчaнис Фунtýrrrи содсрrlýrтся в регrстрс Л1.
Ита.lq нал понqдобится:

1 ) эrло.qrроввть пропр!,rar.цi
3) yrreTb воспроиsБо.Фrть т.куцlуtо с}rтlrrциD, юторiя

соеюrт иэ тсryцсfi ювфrлгураIцr.r и Hox"pr слсдуlошсй
хоуанлы.

Этrлr l. 3aso.цrpyera коццrдц Ерогр!дaцн следrюцд}lц
обрlrоra:

а) ддя хоцrнд тrпа Rб +- с юд < 1,rцс >;
б) для юt аtrд тrrrrr R*.MA(Лrr...,Er) ход <l,;r

< 1,...,i>>i
в) iеlЛ(Л1,...,&) юд <3,rT< t,...,Ir>);
г) лля кочаrrд типа IJO(Лr,...,Лr) tf,ав goto ц clcc п

код ( {r9r( 1r,..r* >rвrrп>, гдс р - юд А-форrулr* ;

д) для хоrrrlrд тrrпв Л,. - Лr ход ( il rц Е )i
е) для коrrаrrд тrпта Л. -l(Лl,...,&) код < 6,1-,

1r...rl ) , гд€ 
' 

- юд Tepua l.
В втох случ!r юдош прогр!.r.r.н будст шrrсок во_

дов юr.lнд. ТскJrцея sонфt гурlrrrrя 9цдrвтся crtticвol
( cr,...,si >, гдG ci сод9рr(хraое регистрз ft.

QIЕL Построш Дll&,шцrrиrш для слсд9rrоrцlаr фунь
u!/lft;

co{dg(a, < ci >) =

ct - ювфигурrtц|' послa вt{rtолвенrая хоl.lд-
.Фr с rrot epor. i нl,д хонфипурц.g{.Й с,
ссли j ý i{с),

g ссля j f Ел(в).
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Начвльная конфигурвrвrя маЕIпlIьц с = (( Q j )r е,0,
0,0,. .. ) .

Програлrrма для 9той ф1пfl$рtи ихеет следуюцрrй вид:
11 з il head(tail(Л1)) ) iz(е) thвъ 2L elBe 2,

Ia l Еs ._ head(tail(Rl)),

Is: fts * (")&,
Iqz i! head((e)& ) = 1 tЬеz goto 5 еIзе ?,

Ig: ffr * герlссе(hеаd(ffr)), head(tail((e)& )),
head(tail(tail((") & 

) )),
16; il (с = с) tЬеп goto 2| еlgв п*|
11 l i! hеаd((е)аЭ ) =2 thеъ goto Е elle 10,

Jo: Er е rolincr- head(.B1),head(tai((e)'Ъ )),
MT(head(tail(toil(e) fi' 

)) )),
Ig: ito = в thеп 2| eloe 22,
I1g : il hеаd(е) & ) = 3 tf,aB goto tt elle 13,

.Irr : .Br *- replcce(head(Jlr)r head(tai((e) & ))),
Mт(head(tait(taД((e) Лз 

))))),
Ip: ito = в thеп 2t eIaB 22,

rlз: dl head,((e)& ) = Q thп goto |4 еIrе 1Б,

I11 : i/ p(taл(head((e) Вý 
)), t8it(tail(head(el Л, lU

thев 9oЁotail(tail(trfl(head(") & )))
elre 13,

I15: i/head((u)& ) - Б tiа goto 18 elre 18,

116 : .В1 ts .:е|,Iоф hеаd(ff1), head(tai1((e)& )),
head(tail(tail((u) & ))),

I;3э it о=в thеп2L eloe2\,
116 : i/ hеаd((е)Еs ) = б tf,еп goto 19 еIrc 2!,
J19 : Л1 .- rерIссе(hеаd(Е1),head(trir((")& )),

(head(teil(tail((e) & )))),
176: i| о = а thal 2l eIBe 22,
I21 : .B1 .- hеаd(Л1);
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ъеst(еr< с., j >) =

jr - Horcep rПОМаНДН ПОСЛе ВЦПОЛНеНИЯ
коrдаJIдЁI с Horrepoм j нцд
хонфигураrr*tей g если j !Lп(е),

0,еслиj}trz(е).

Пусть Р - универсальннfi предЕкат для А-пре.щдкатов!
Нача.льная конфигураIцая идiеет вид << с, j ),е,0... ) .

С л ед!r ющая Ерогр а.r.rда. вычисляет требуеrrую функцrаю :

11з it hed(tail(ft1)) f лtп(е) then 2 elBe 4,
J2: Л1 ь $,
Jз: jl (с = с) tbet goto 14 eJre 1Б,

Ia : .вз *_ 
"head(tail(Лr)),Is; &.-hеаd(Лз),

Jб : dl(.B1 = i)v(& = 2)ч(Л{ =З)ч (& = 5)v
V (& 

= 8)ti,ea goto ? elre 9,
IT , El +_ head(talt(ffr)) + t,
Iб ; il о = о, thеп goto 14 elre 15,
J9 : il в = в ihеъ goto 2| еlrc 22,
Jlq : il P(heui(tai1((лg ), hе8d(п1 1 

head(taЛ(tail(el )))
thеп goto 11 eile 13,

Jtr l fft * дegi(tail(tail(t&il(ffs)))),
Ip э it в = ц thеп 1,[ elre 1б,
lrз : _Er ._ head(tail(tait(tail(tdl(nr))))).

Результат лецмы i поэволяет построить прогрцir.у
для универсвльноfi rдаrrплны талой, что Univ(c, е) =
= лмRr(с). Нвчальная хонфлтгураrдрrя 4 gte,0,... } . Про-
гра.rсras, имеет следуюпцай вид:

Bg ь (пil,Л1),
&*1,
Лl5 +. 1,

&.-&+1,
fa е cohtig(ffz, < Л*,& >),
& - пеst(Jъ,< Jъ,лs >),
ffз * Ло,

г
l

l

L

J1

Iz
Iз
.Il
IB
Ic
I1
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Iб : d/ia = 0 tficrr goto $ elce 4,
19; Е1 * hеаi(fiз).

Легко проверrrгь что поегроенЕая АМR.rдаrцина будет
)ЕIиверсапъной.
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