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Ю.Л,Ершовыt [+l введено поняти€ Г-определимости
модели ,},l в допустихоL, ldвo?llecTвe .,{. В случlэ, коr,лtr
j,-- наиr,rеньш€е доп!rсти}rое MнorlecтBo ЕFу, то да,н-
ное понятие обобцlает понятие конструктивязир},еrrости
модели [n|. Поэтэrrу прелсгавляет интерес н!J(оrtдение
ус.човий для }определлrмости llодели .И в IIFл.

В работс введеraо понятие }нуrrсраrдии rrодсли .i/, и
для r.tсдели,.У, допускоюrдую та,кую нучераlц{ю, по-
лучен Ёритериfi Dопределиrrости uодсли лИ в IlF rr яа
яэыке относительной рекlrрсивности (теореха 1). От;юла
следуaтt что для }.н9rмерованной модели Л/ справед-
ливо: 1) модель r}{ Г-определима в IIРу тогда и толь-
ко тогда! коглr, она Аt-опрсдслиrrаi 2) если абелева,
ргруппr (булевr ьлгебра") },определиuа в HPJ/, то в
НFу Г-определих и.е ульхов (ординальный) тип. Поха.-
за}rоl qто стаяд&ртнея нумерsдчiя конечно пороlкденной
&лгебры яв.rяетсл еа },нуrrсрацясй. Получен хритсрий,
когд& r.од€ль .!l допускает Е-нуrrераrрrю.

ý l. Е-нуrrераIц.rя и }определихость в НFл

Здесь вво,qtтся поrrятие Е-нуrrсра:рrи моделп kl и
дан хритериfi }опредслиrrости rrодели l/ в НFя для
Dнухероваrrной ходели,0'l.
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Расвrrтриввются тольхо н€ более чеu счетныс моде-
ди ювечннх сигнотур, не sодерrкцtдll функlt{онrльньlr
сиraволов. ЗяaЕ 'Ё" оэЕачlет внршкен}rе "рrвяо по опре-
делеlплюп.

Приведех понятиa Dопрсдслихостtr rrодсли.l}'l в до-
пустихох хноr{сств€| введеяное Ю.Л.Ершовых в !t.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говсlрят, что r.од€ль J|{t =
= (l4,ol) сигнатурн ,l = (Pt'h ,,.,,,РР' ) Е-опрелелиrrа
в допустимоrr uноrкестве l, если суrцсствуют }форrrула
р(э,у) и Аl-форхулы d*r, or, у), {r(cr,.,.,al,y),...
. .., Ф,(аr,..., з.., у) сигяатуры модели l и элсхент с € А
т.ýиеr чl,ло форхула dзr,аз,с) определяет конргруант-
ность 

' 
Hr. ходели .lИ'1 = (r, fr,. . . , fl) и фrrtтор-ходель

rИ'r/f изохорфна .rO{r t где
Х={Dе4JFрФ,а)},
{ = {(61,,..1Dц )l D, € .Х, J F {l(br,...,b,,o)}.
Если в этох определGнии 9(т,у) та"юrсе булет А1 -фор-

u;lлой, m будсх тэворить, что ходель ./И1 АI-опрсд.-
лlаrа в НFл, ,

Пусть ;Из = |Hz,oz| - цодель спгнатурь! oz =
- (Ql,...,9дl Если ý - чно:tество, то чсреs РF{.ý)
обознr.чих цHornecтBo воех xoнGiltщx подaноrвеегв шяо-
lсествв ý. Допустrrхое raноrlзaсгво НFл, над цодельк)
}l2 есть ходель (iJ2 UНF;r", Ul, С, Ql,...,Qr), где пре-
.ц.rхдт U выдсляст хнохссгво Лr2 прr9дсraснтов! а Iнor(c-
ство НF у, определено тr.к:

НFд4" (о) = l,
HFg,, (в + 1) = РЦi' U HFlr(п)),
НFм, - [J НРr(l).- а<о
Пэвестtlо, что raноrсacDво о, всех нвтур}льннх чисел

в НРд;, вцдGдлёгсi Ао-форхулоf,. Отэбраясеяrе и rrHo-
,leeгB &, яа ocнoвtloc taноrlаgгво rlf, rrодели Л ноsцвастея
хулсрвцuоб r.од9ли JUl, а пьра (Л, r) - нучсровrнной чо-
делью. Чсреэ rp обоsнашtrr Hyracpatg{oняyв
ность, т.с. ry _ {(вrп)| yt _ уm}. Нухсроrрrю у ходепи 

'lr.orcнo рiссu&цrявrtrь хrд( Фунrgц.по в НFл4.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если нуrдерацrJI у rдодели ,hl аъля-
ется Вфунl(Ig{ей в НРда, то у на:,цв!€тся }хулсрсqчаrl rдо_

делп ,ltl. Если существует }нуrrсраrрrя у ход€ли .lИ, то
.lt{ назовеrд схуmр сххес ]ъер счuцлrлоЕ uл:'л Р-переrплслиrдой.

Пустъ (rИrrуr) - нуrrеровадrная rдодель сигват}рt{ с1.
Череs JИrУI обоэначиlд riодсль (r, Дr..., Рr}, где пре.ФIка.
т", й оrIрсделяются таIз:

f,(mr,... r 7}t}d ) + fi(иmrr... rуrr}ц ).

Ясно, что фахтор-r.одель *l{' lrlu, изоrrорфна ходели Лl1.
Пусть (.Мчrи) - н}rrдерованнtя lдодепь сигнатуръ[

ou = (0rr_:..rQr). Если пре.рrхатн ?rrrД, 1 S d S ,, }to-
делп М{1 реБурсивЕIlJ относитЕльЕо пр€.4.[к8тов ll|\l
0rr...rQд моделп М?, то поворят, l*l.to нуrдероваянsя uo-
дель (.lИl, ц) рсзурсttела олпx,осллrпа.Dво хуuсросвilноil лоDсlч
(.Ml, и). Еспи ьrrесттrыfi прсJцпrа.т ý S ,' рехурсивен от-
НоСИТеЛЬНО rrР€JТiХаТоВ ?иlQtr...rQд, тО говОрЯТ, ЧТО ý
рекур сив€в отноgительно ЕуrдероваrrноЙ rrодели (lylz,, ьr).

Аваrrогично определяются Еонятия рехурсивноfi пере-
числичоепi raодели (;Чrlrr) и предих8та ý oTrrocrrтeлbнo
rсодели (*lblb).

OcнoBKrrrrr p€эyлbтoтorr работr* является
твоРЕмА 1. Пуеrп *|ц *lz - rс боаса, r.rд счаmr.)зG

лоiсlч соолъсслпсJпссrrо сUrr.сmур o|t oz ч h - Е-rуrсрсr4rl'
uоOцц *lz. Тофаuоёul*lt Е-оttрсiсаtiur,саНРло mоэi.в
t tпопr,о rпоаl'в, зоеOа вучlавпе!сm rпозч r!*срочll, у|-лоdсач
.iU{l, чй0 ncpo (.lИ1, ц) рсзуроuсхс оmilосufпсr.ло (*lz, lt).

ДОКА3АТВЛЬСТВО. Если цодель .lrlr консчЕЕ, то
теорсца очев}t trtа- Поаточу будсх счtiтлть, что raодсль
.lИr бесхонечнD.

Докrrrtеrr спсрва,пеореху спр!ва. ва.лево. Пуеrъ (.lЧr, и )
рекурсивна относительно па.рц (lvlb ч\). Поrаtеll, что
rrодель r}ir }определича в НFл". В rrчестве Х в
опред€л€нии l Hy;cro взять чво?r(ёегво u, tФторое в
НРrиz вt{деляется ý-форrrупоЙ р(а). Похчкеч, чtпо

НУraеРЦЦiОВВаЯ ЭКВИВЬЛеНТНОСIЬ Qц И ПРе.ЩЩаТЫ i
Аl-опре.(елиuн в НF.lиаr. Для етою доегат!оtlllо докь
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за.ть, что ха]tqдая всюду определенЕsя фунtсIц{я О, рекур-
сивЕая относит€льно харsдсгериегичесхих фующрrfi пре_
аФ{кs.:гов tltцl Qц...,Ф, является ВфуmсрrеЙ в НFлr.
Используя определ€ния [10t относительно рекурсивности
иuеехr что фунrсцая С) попучастся иЕt баsисных фушщrай
'*О, '.', харадсгеристическоfi функцlаи отношенLtя П<П,

фуяlщрrи выборrи и ха.радсгеристЕч€схих фрпсраfi Ередt -

Еатов l.,.., фtr...rФ, путе}д юýечною числа. гrриrrенениfi
оперш.цай с)перпоэшрtй и rдиниrдиэаrrиfi. Отсюда Еетруд-
но докаsвть, чт,о фунrсц.rя О является Еr-фунlqдрrеfi. По-
aтoray предиха.тн tlv1 , h являк)тся Аt-определGннъ[lJи в
НFrиз. Так калt .Д,{rУl lrtr, z.lИ11 то чодель .lИ1 Ьопре-
делима в НFл.. Достаточноепь условий теорешы док8,
заIIа-

Иэ доказадrной час,ги TeopeDrIJ иxее}a:
3АМЕЧАНИЕ 1. Пусть ý - рекурсивное отноtцение на

ц. Тогда ý рекурсивно относипельно (.lИз, ц), . зн&чит
отношение ý Аl_опре.целимо в IIFл2.

3АМВЧАНИЕ 2. Факгичесrsrr rды до$аsrали
УТВЕРХ{,ЦЕНИВ. 8сlч парс (.lИr, иr) рсвlllсъвftв оmхо.

сцmвlLхо ncprr (.lИз, yz) ц щ - Е-tлуuарсцчr, mо лоlсlt М1
Аl-опрсOиlшцо с НFfiz.

Дохалсем Teoperay слева наЕраво. Пустъ la -Енуrrера.цrrя rдодели *1z п счетная rrоделъ JИ1 г-опре-
делима в НFлr. Докаsвтельству теореraы предптошлеl,
ряд деrдм.

ЛЕММА 1 [t0l. Суtцесmву сm в sвцuхо - о ёr{о9r.счr.о € о mобр а-
ЖаХUе е: !,l .-. НF mсrос, .3mо а$по4raсхь.,lcaooll;.

1)"-Е.flхrqчлаНF;
Z) 4m) = п, - рсцрсцехос оIпкалцехцс олп frцrt € ui
8) в(лъ) € е(п) - рйурсцехос оfпNоаLвнuе оmfъ|п.
Авалопоrr атой леrдrrы является
ЛЕММА 2. Сущосmусm х!цсрачлrх ё : о -.+ НF'л.

цхо*сеmос [IPly, mвз'r, |{rno сшпо4NехьL !lo1oo?1,1:

1) ё - Е_fувrцчг,,
8/ е(п) - tъ - рсз!рсlсахос оmхоlдсхце оrп m, п;
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t) Еч lпбоЕ Ь"-$орuуlu фвц...,в,) оrплоuснuо

НРл, F р({пr),...,{п,))

or?t nl r... r r}, р сзур сvсNO оlпNо аlmсaaхо xyuop о о BHtto ло ё clu
(fulz, h),

ДОКА3АТВПЬСТВО. Опр€делим uноrпеgгво uo!ч п
НУr.еРВЦ}rЮ .. : оо - llFл, raво?l3acDвr НFл, инд!ь
тивяо следrюItчll. обр!.9ох. Для лrобоr.о числ!. 

'} 
С .4, tlи_

слl 2r и 3'принqдлехат u" п е"(2') =ц(л), с,(3') = е(п),
где фунt ц4я е определенr в леlлlе 1. пусть rмслl ll1 )
> ц > . . . > 

't. 
тцýде, ,что 'tj 

€ (,о и c.(ni) = з;, l J i J е, Тог_
да число й = i2't ",rI' ,rр"".дrrо."rт r.l. и со(m)Ё{сlr,..
...rв.}. ОпределGние rrноа(ествв лr. и фунхrlяи е. заýокче-
но. Mrro:rcecTBo irо, очевиJIно, рехурсивно. Отсюда сучIь
ствует р!.s!Еоэнrчная рехурсивная Фувtý{t{я g, переrfисляю_
щlя raнorФcтBo оо в поряJце во9раста.ния ею олембнт!в.
Поло:пrх ё = eg. пок!r(еlr| что ё являGтся Dфуrпсц.rей.
Tarc вrх 9 являетсл }фуннrrrеfi, то для этого доегаточно
по!эать, что ао явл.тся Е,функчrеfi. Покrхеu ато. Опре-
дслих фуЕitцrю:

а(0=
{rrr...,rл}, если,a €Uо, .r )... ) rtt

| = 62'l ..r:' i
0, в противноц случа, .

Покаасеrr, что II(l) является Е.фуюсцаеfi. Очви,щrо, что
отноIцение , € lr(l) от r и l рекурсивно. Поэтоrrу по эь
м€ча.t{ию l оно Аr_опредgлиraо. Спрlведлив8 эквивалеЕт-
ность:

H(t)=y + (l( r.l, Д y=O)V
yЗ*€l((J_zr v J-*) д y-O)v

й €(, € 
'r(I) 

л Y:e l(rс ll(l).- зе у)).

Отсrодr получralrl что Лl ссть }фуяlсдрrя.
Определич Ефункrrrrю G(c,6) та.к:

G(c,6) = rr е НFл, ts с е r.,. Д
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лY}ес(с#2r л с#С)л
л:l, с Ё]уIи е ТС(0)(а = И,и) Л yl С Ё(с) 

^ 
и € tr)^

дV.rз € t ]cr е TC(D) 3roeD(u-(:l,gz) л zr е ll(c)),

Эукg,rя ео пол!пI!€тся иэ фуrпсrý!и ц,е,G следrющей
Dрекур сrrей:

eo(2r) = rz2(Ё),
sо(ýr)-е(&-1),
c"(J) в c(J, (r, со(л))|я с l),

где'=б"r-':-l t; € tlo.
Поатохlr eoi } следовlтеrьно ё, являIотся Е-функияrrи.

Утверхдение 1ле!.raц 2 доказвяо.
Утверцдение 2 следует и9 леlrхы l и слелrюrцей

ёQъ| - tъ * 3r(m - 2'Д da) = п).
Утвсрrкдснис 3 докляrсх инд}rхцией по сложностrr фор_

мулн 9.
1. Пусть 9 - атохя!я фор!.ула вида: 9-Q;(яlr...,16,,

Докчксу рекурсивность отноцtения

НFл, Р Ф(а(лr),..., ё(в lц ), (r)

от ,tlr...,nmi отвосит€льяо (Mъ иl. Пус*ь dn;)=rr,
t 3 j S nt. Тогла a(n; ) = со(r;). Поэточу uоrrtrtо сqитать,
что (l) mrеел вид:

НFл, ts Qi(c"(rr),...,c.(r2, )). (2)

Если хотя бы о.qrо tiз чttсел ,!j не предст!виtaо в виде
2Ёj, то (2) лоаtяо. Пустъ ni =zhi . Тогдв (2) р!вяосильно
отноtлевию: Л1 Р Q;(и_Ёrr..,rиЬ.), т,е, р!вносильно
иегинности пр€,rЕfiхr.та Qr(}a,...,&-,), Этo оэнlчаэт, что
отноцIецис (l) pcxypclaBBo относительно (.rЧз, и).

2. Пусть 9 иraеет вид

9 = (а(п) е а(п)), (3)

Докrясех рекурсиввость отноIления

НFл, F ё(,r) с ё(rп). (4)
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Kalc и в слJr.Iад (1) rroaclo считать, что (4) иr.еет вид;

Ш,и, F"o(o)€eo(rn). (5)

ЕСЛИ rrt = 2l, то отноIцение (5) ло;сно. Если m = зl, то
(5) истинво тогда и только тогда, когда для Еекоторопо
числа & верно z = 3t а е(е) € е(тп). Отсюда по леrдrде 1

имееlli что отноIцеяие (б) рекурсивно.
Пусть пв = 52!r ", Р::"' ,,в1 е u6,,r ) ... ) !rBl. Тогда

(5) рввносильно отноtцению

НFлrа F ",(в) = eo(tl) V... Veo(B) = ео(с-,).

Отсюда на}.t Hyrснo показ&ть рекурсивноегь отЕоIцения

НРrиz F е.(z) = ео(m) (6)

относительно (.lИ2, и) от чисел ,Dt m.
Доказвтельство атого проведеr. индуrсrrаей по числу

fтb. Пусть ln = 2k v! tъ = 2'. Тогда е6(m) = ео(в) <+ v7h = цв,
т.е. отноIцение (5) рекурсивно относительно пре.Фаtсата
7lvz.

Если m=3}, то отноtдение (5) истинно тогда и только
тогда.r когде для некоторогэ числа. , верно r = 8' Д е(r) =
= e(Ic). Это отношеняе по лемхе 1 рекурсивно.

Пусть m=53"""j!o', ti euo| rr )... ) !л|r j=
- lr. .., m'. Если п -2L пп:я fu = 3}, то отноцIGние (6) лоаrсrо.
Пусть

lr=53rl",rr', 7r )... ) rlr r; €&161 i= 1r...r&.

Тогдв отношение (6) равностально конт,юнlýдl!и форrrул:
li, ео(r;) = ео(rl)V...Vе6(с;) = ео(г1);

1: ео(r;) = ео(аl)v...Vео(r5) в ео(rп,).
По индухцrrонному преддолоrкению атоrlнъ!е формулы

нз |i u 26 реrtурсивнн отЕосительно (folzrh). Отсюдв от-
ношение (6), а. следовательrrо и отноIцевие (S), рекурсивнц
относктельно (.lИ2, и2).
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Тадgrr. обраэоrr, для а.тошЕцх форrrул утверадение 3
докsза.ЕIо. Далее инд/tцц.tя провоJц}tтся объrчнrдrд спосо-
боrr. ЛexrrB 2 доха.sаgв.

ЛЕММА 3. Счспrсл лоOеаь k|t = (t}fr, cr} Е-оь
рсdеачла а НРл, rпоt?а u fпоrlrcо поаlа, roo0г сущаспсусfп

роrr.оr.очr. ч лчцсрочlл, yl Jоас.U М1 u Ьl-форlзуrсч fr1, ... rФr,
опреёсаlvщuс преОuзвm.о й, . . ., Р, лоOеач М{' .

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Пусть rrодель rtl1 Г-определе-
Еа, шодепь tvl't п форшулы 9, % фtr,.,rф, таfiие,ке Kat( в
определснии 1. Чере9 чh обозночпlд liЕо}кеqгво € -'(Mi).
Тогда g € шr а=9 а(с) е Mi. Tarc хах ё естъ Е-фунlсцая,
а чноrgество М{ определено форrrулой 9(сr*) в НFлr l т,о
liнor(ecтBo tlrl таJоке Г-определено в НF'лr. Н" ilrl введем
9квива,левтЕоегь: ъ н m .(=+ IIFл{r F dc(o), е(m), с).
Отсюда следlrет, что этв эквива,л антно сть Аl-опреýе л еЕа.
Определиrr фрrrtrрrrо go : l0l { tIJl1 котор!я выбираст
из кsrýдого класса фаlстор-uно?кества utl - наиrденьцIего
предсгавит€ля, т.е.

9о(r).=у €+ r€ttlr Д y€to1 Д (п-у) Д Yzеу(пфz),

Отсюда получаtu, что !о естъ Ефунtщрtя. Пустъ чд =
= g"(urr) и фунlсчая g : tt, -4 чrз перечисляет мноrкеегво
чlз без повторения в поряJц(е воэр!дтаJIия еrэ Dл€rt€ЕIlов.
Фуmсцая g получена P-percypcTrefi иs следующей функцли:

G(B,a)=y ё} !cut Л VueTC(T)Vtac

€с(ч=2*dц а уфчl Д Vч€у3ч€ТС(с)3чс

€л(u=2'drrrV u,rr).

Отсюда следlrетl что g - }фуюgчдя. Фунхrgiя
uоёЕg являетсЕ вухераrц,rе* raодели M'Jfi п она
Г-фуrшсця в НFlц.. Обозначиr. черсэ / лаsохорфпзrr
riодсли tиl'tli ва rtlr п полоrкич l\ = tyot tfrьз

- (7ъrr...rrаr.)i уо(fu) - (rбm11...rr9rz1,), Й(-) - fi(ио;r).
Тrдt юlс фб - Dфорrrул!т а уо - Dфуlпсlия, то ф будст
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Е-форrrулой. Поtr!.тФr., что пре.4,rrrт f, на r.од€ли
.tЧrИ' определяется форцулоfi Фl. Действительно,

,иrИ F п(й) <+.U{r F R(иrп) э лr F
F fiUу.я) а9.tИ'llq } Р(у.rt|)ё

ё НFл, F й(и.rт.) <..+ НFл{z F Фr(rп1.

Отсюда нуr.ероJц/tя yl raодслu rИr будет требуечой.
В другую сторону ,euxa очеви.Фlв. Леrrха доIiаз}IIi,
Перейдеrr Е докtзl.т,ельегву Tlopcrrы. Рассхотриrr мо-

дель ,rvlr, опред€денную в леldхе 3. Похаяссм, что каlqддй
предоакат ft рехурсивея огносительно яlrrrсроваrrяой rro-
деля (Mz,yz). По определению пре.Фrхатt f, ихееrr:

яttsа(й)<=+нFл, FФ(й,п), (7)

где Ф - Аl-форхулв. Пусть }форхулы ej и ei т!J(ие, чIrо
Фa вквивалентна в форхуле О; к форrrулс ret на rrодели
НF,цr. По Teoper.e о рефлексии [tO, стр. 16t rфрчула
oi ахвивалентяа ва raодели НFJич некоторой форrrуле
Зzёi(:), где ёi - Ао-Форrrула- отсюда (7) равносильно
9Бвивl.лентноеги:

ЙI ts F(п) <=+ нF.lц, р 3yý(rn,c,y). (s)

Пусть с = ё(в). По леххе 2 по числr,rr rry эффхтивно яахо,
.Ф{u числа 'i тш(ие, что ё(r, ) = пj. Тогда (Е) равносильна
aквявалентности:

Я, F Р(й) .F} нFл. F. З16.(ё(r), ё(r), {.)). (9)

по лсххс t отrrоrцснис

нРл, F Ф(а(r,),...,{я.,),{в), a{r))

ОТ П€РеХ€ННЫХ 
'lr...rrr.D' РеК}rРСКВНО ОТВОСЯТСЛЬНО П&

ры (iИz,и). Тогда отrrоrпснис иs прlвоfi чаеrrt (9), а слс-
довlтсльно Ере,Фlвlт й, pcкypolBHo пер.чисдих oтrroct{-
тaльпо_ пrры (firrи). Аналогиtдrо пол!rчих, tlтo прс.Фr-
xrT rft тrлеtс рехурсивно перечпслt ra отвоситсльво п!.
рн (tИз, и). По Taopcrre Поств [Et, !rltcc!., чтo прс.qдtrт Я
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рехурсивен относительно пары (JИr, и). Нуrrераrддrонная
эквив!.летность ?ц совпадаэт с обнчвыra равенством на
н8турr.льннх чяслах. Отсюда пара (,iИ1, и1) рехурсивнs
относительно пары (JИ2, у2). Teoperra. док&:}ш{а.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Если в определении 1 форхулы
rll?tt..,t9, будут Dфорr.ула.riиl то будеr. говорить, что
иодедь 

'Иr 
кввэи-Dопределяма в допусти!оta мно2кастве

.л.
Ан&логично теореrде I докsэцвi2тся
ТЕОРЕМА 2. Пуеml lylt, Mz - хе боlее, чrл счrmвьlс

tоdеlц сооmосmamосftхо tл!Ехаmr!р о|rо2 [ yz -- D.нgзсраqtrя
aolaab Ит Тоzdl tоlеlь JИl Ёбdrt!-Е-опр еlсаtлв о НF 1ц,
mоаOв ч molt,лэ mоаlв, tоьlв оучесmо!сm mlria, хуI2рвчu8 ч|

lololr Мц чmо псрs (h\,уl) pelypcltlxo перечллсlьдв оmNо.
сцmс...во ncprr (r!i2, r1).

Из теоремrл 1 получr€у
СЛЕДСТtsИЕ 1, Пуопl Ml,Jylz - rс бalcc, тGJa счimьшG

цоlеац u .iИ2 - axympcflrrc всrачtlсJuлл. Тоаёв лоОсlt tч1l
Х-опреdсаша а НFл1, mовdв ц moatrco mовdв, rоаёв оrа
Л| - опр сl елuцв-

ý 2. Е-яухераIдли конечно порФ?кдеЕкых &лгебр

Представляет интерес исследова.t ие следуючt lх BorI

PocoBl
1. Какие r,(сдсли допускЕют Е.нчrrераrцаю?
f , Квrqие нумершц,tи данrrой rrодели будут },нумерь

iцлль:и?
Покаясеrr,что для конечяо порохл€яных а,лгебр l ати

вопросы решаются просто.
Пуст., э,лгебрr l = (Л, ,), сигнатуры n : llro" ,. . '

. . ., Jai'n', ar,.,, l c.} поро?кда€тr]я влеLrентаlrи сr,. . ., с,. Ках
}iзвестно [ff] любоit элехент а,лгебрц ,( есть знвчение неко-
,горого Tepмr сигнiту9ы с. Поатому,сди r,{!n определим
нумершlиiо ;/ мнох€ства Т всех TeprroB сигнатурш о, ,I,o l-l

будет. и riумерс"rц.rсй алгебры ,4, Следlя А.И.Ма.льчеву [!
оfiредслиr, о.ФIоврсмсяно rдяо)fiaство uo { ч п нJrмерац}rю
уо i lrlo -. Т хно;ссства Т следуrощд,пr обраsом.
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l. Числа 3i, i = 1,.. ., z, Ерянцдлartат uо п uo(}') = 7,;,

2. Пусть иэвеегно, что числа ttr...r!,*; принцдле2к!.т
цо u у(эi) = bi, 1 S d _( m;, Есля fi ,вляется mi-r.ествой
опера.rgrей, тогд& число в = Ф . p|l ...pfr' вхлючаэх в
MвortccтBo ц,о и полrгасм чо(е) - fi(61,...,e 2; ).

Нумсра.rдrrя уо и lrноrЁ,ество Llo опр?дзлснЕ[. Пусть рс-
курсивная фунния f персчисляет хяо?Бество uo в поряд-
ке во5р!,стания сго 9лсмснтов. 'Гогда нуисраrц.rя у z yot
Lлгебры А назнваrтся стандартяоfi [7!.

Аналогичво доtсо.эатсльству }опрсдслиrrости фуях-
цIди ео в докцrат€льств€ утверrtдевия 3 леrrцы 2 дока.
зываетея

ПРЕДЛО?ttЕНИЕ 1. Сrпсвiсрллхц хуцарацlr у Еохсчхо
порохёсхttо albcбpbt А ,.lrеm., ее Е-хуlарвцuв .

Отсюдr и из теоремы l получ!rш
СЛЕДСТВИЕ 2. IIуспt М - лс бolBc чвч счеmхч uolBll

ц ,,l - rorre.{Ho поро*iсхнсл вtвсбрв, в v - ос сtпвкlарtтuвл
ltуцервцлrr. Тоzёа доdеll *l E-onpelclttuc а lrР; rnoaic ч
mоllrо mолlв, rоаlв суч4всtпоуеrп ,ncEit хузсрвчц, р uoleau
М, чmо пара (*l, р) ращрсvеха о?rlхоа пвrlхо tlapl (А, u).

ý 3. Условия для существования 
'.нуцер!цяи

Спсрва докrлtеrr о,Фlо необrоrоачое условие для Tonol
чтобы rrодель .iИ допусвала }нухераIдrю. На.rrохних,
что llод€ль ;1,1 незывrэтся хаст:tой, ссли ова не ице€т

ПРВДЛО?ltЕНИЕ 2. Dсlч uоlцt tvl lоtъусэасm Е_нулсрс-
чt а, ]по с|лчссmеуаtь mвtое обоващехtло М' lolclu,Pl rrrarчхlll
чuсlOJ roxcmcr.tn, чtпо loёeat М' tоuоrпсt *оспзоt лоlс-
./.aI.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть уод.лъ М tlv.ecт Dнyr.c-
рцЕ{tо у. Тогда суrцествуат форraулr g(Try,co,...,cr-r),
а € НFда, i < n, тшttя, что вцполнснr Dхв!iвrлсвтностъ:

чrъ=в + НFа; Р 9(п, о, oor., ,l cr_r) (10)

для любою олGuctlто с с JИ. Пустъ в посгроallии ,ле-
ХеНТОВ Со!.., l cr,-l УЧlеГВУЮТ ПРаrЛСuСНТН Prl... lPrr Т.€.
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вра = {рr,.,,,r.} [1С!. Рtссrrотриr обогвщеtоrе JИ'=
= (.tИ,рl,.,. rр,) rrодсли JИ. ПoKr:Kerr, что чодель Л'
является жесткой. Допустиrr противное, т.е. существует
автоцорфизr. f rrодели ,}ll талой, что для Еекотороr9 вле-
мента а € М верно: lc t' с. Автоrrорфизх l ходелu *1'
продолrrим до r.вто}aорфиSrrа .' модели НFfit полоrкив:

j(c), если ас М,
{i (y)l !, е э}, если а f М.{

f(") =

ТоГДа, Иrrееrд.iп, = о,, i<п, jB{ с. Пусть иtъ =с. Отсюла
и из (10) иllеем! чтоl

НFл Р 9(в,с,с., ,.,c*-r). (It)

Отсюда

НFл Р 9(t, /с, с.,...,с.-1) (12)

таff как л,;jz = п. отсюда следуетt u*o u, = io и
уп =е, lа;Ёс. Противоречие. Предлох<ение докц}ано.

I,Iз атотэ предлоrrcвия следу€т, чтоl н&прп!a€р, счет.
нал rrодель .,0l с rryстой сигнатуроfi я€ допуска.ет
}нухера.цlли.

Пусть .}l - ходель сигн&туры с 7 (Ql,...,Qr), а'=
=iо,U,с,а), где а = (oo,...,c,-r), Ф = {р!р- форrаула
сигнатурь! с'}, G: , -. ii -- педелева нухерацraа всех
форrrул сигнатуры 

", 
п€реr.aенные которых содер2катся

cpe.8l Uo, vr, . . .

Допустих, что для чодели Л выполнеЕо условие: су-
щеегвует таJtая конечная пФследова.тельность 9леliевтов
д = (с1,...,с.) , с; € НFлr что для хвlкдого алемеят&
! € М r:уществу€т Е-форr.улs pr(vo) сигнатуры 

" 
с одноfi

свобо.Фrоfi перешеняоЙ Uo, хотор!я вълделяgг р в НFл,(, т.е.
НF791 } З!ч.91(ч") Л рrФ) и чноrкееrво Ф-{9r| ре,!| }
рек)rрсивно п€речислиraо. Тогдв rrодель .lý{ наэовеrr Ф-rrо-
делью,

ПРЕДЛОХ{ВНИЕ 3. Счаmхсл лоlсll ctlgtltpexxc ftс?Gчч-
оlцuс mовdв u mоllrо полёв, tовOв оха gBltcltcs Ф-доdсttю.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пустъ rrодель
.r0{ внутренве перечислима й ч - ее DнухераIцля. Пусть
ф(v.,ul,Е), q € IIFл, таtсвя, D,форraула., что выполнено
условие: и(m) = р ++ ЕIFл Р фф, пъ, а). Тогда шноrкеегво
Ф = {ф;(tоi а)|r! е ..,}, где

фi(u., а) Ё lul (tl1 = Д ф(ч.,ц,6)+... +
й- РаЗ

будет Tpeбyerrr,rM.
Лостаточность. Пусть JИ являстся Ф-чодслью и хно-

жество О = {9r(о.,а)|р € rЧ} такое. что элехент р € JИ
выделяется в НРл )}формулой gr(t", ii). Тr.х xarc rrHo:rсe-
ство G*rФ - р€курсивно перечисли!.rоr то существует
Аl -фУВКlДая 9: иl -- 6-iO, пер€числяюцI!я мноr(ество
G-lФ. Определим Hyмepa.tlt!ю у }dоделR .tИ, полоlоtв:

у,ъ=р э НFд,r ts G(g(n))[p, al. (l3)

Дока.эьтельство того, что у является D-вумеращасй слс.
дует из (l3) по слсдующей лехrrе,

ЛЕММА. Сучryспоусrп mвr,u f-ýорllула U(B, у) счаясmурьl
с', тmо спраоеёltов lr.еu.Ll2нfвьоGmu Н!-да ts U(r,D),t"+
++ [п € о А 1rn ((caoбodHae neperexxbL. ýoplyl* G(ъ) соёср-
хаmса среlч aor. . ., u-) Л (ЗЁ(0 = {(j, Ь.)| d < &} А zl <

s Ё) л НFл4 F а(п)[tI лY; < Ё (n(u;) = 61)))l.
Построение требуехой форхулы U такое ,ne| Kl.rt по-

cтpoeнlie фориулы в [1С стр. E1_8l3l. Предлоаtение дока:rа,
но.

ý ,t. Некоторые приr.енения

С,С.Говчаровых былп поставлень:е вопросы:
l. Если суператомная булева &лг€6р& l Еопределихв

в доtryсмr.оri xнortecтвe 
"{, 

то будст пи ее ордц,rяальный
тип Dопределих в /?

2. Если абелева р-группа G Е-опрелелима в допусти-
raox raвоrк€сав€ .А, то будет ли }опр€дaлих €е ульuов тип
в ,t.
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Следl,rоrrцле реэультатц дают полоrкитслькъgй ответ
для случrя, югдо J сегь допустяtaое uяоrкество вядв
ЕFrИz.

ТЕОРЕМА 2, Пуеmt 4 - счзrвхсл супорвmоtхч бyleoB
амобра v о(Е) - аз орiчвсзrвв8 пцп, Mz - sr.уmрзr.нс пGрсчU-
салuсл uоlвlь, Bclu буасса uвзбрв Е Е-опрсlоlttuо о НFл",
rao ес opiuяcerBrrf mчв о(l) пвв*с Е-оtцtоOеач* а НFл, .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Иэ доказr.вельgгва Teoperrы 2 [2t
сдсдует, что для любоfi нlмераlцаи yI булсвой алrзбры Е
существует нуцершдr{я чi ес ор,qlнального типа о(С) та.
к!я, чпо пrра (о(С), uf) р€хурсивнr отяосит€льяо Сtrи).
Пусть булсва алт:брв Е Dопредслrха э IIFл, . По тео-
perre t существуст т!Jt!я нуraерlцяя yr 8лr\ебрн Д, что пара
(Д, и1) рехурсивнr относительво пары (.lЧ2, ц) для я.хото-
рой D.н;пrерr.rц:u и uодсли (,Ut2). Тогда. пвра (о(Д), ui)
рсЁурсивнi о.пlосительно пары (;Иz,и). По Teopcrre l
ор.Ф,!яrльннfi тип {С) Dопределих в ПFл".

ТЕОРЕМА 8. IIуслпt А - слспхoг роЬуцvрооаххч aбolccB
р-.рупvв, r(Л) - сс уlDдо. mчп u Мa - оNlmреххс п.рrччс.ч-
цч uоёсlt. Bclu арупtлв А Е-опРсёвluuа е НF Mz, mо сс
yrrroa rпчп r(A) mвзхо Е-опрзlаачr о НРл" ,

Из докrэrтсльствt теорixы 3 [3! слелуст, rfю дJtя лк)-
боft нушсрцrии ц гр)rпIн il сущсствуст нуисраrдrrя иi ес

ульцов! типь таБля, что п}ро (T(zl), иi) рсБ},рсивнD отнG,
сительно пDрн (.rl, yI ). Дальнсйшсс доБ!sатсльсгво 8ttr.
логtiчво довцrотальствlr тсорсцы 2.

В заrtлюченис аэтор вырl]к!rт блr.rэдврносъ С.С.Гон-
чa,рову 9} поепlrrовку э8дачи и А.С.Мороэову эr sr.ra.чr.
няяi хоторыс суlцgствснllо улучшили
ришrт работн.
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