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ОБ УСЛОВЕЫХ ТЕРМАХ И ТОtШЕСТВАХ ЕА
УПИВЕРСАЛЪЕЫХ АЛГЕБРАХ 1

А.Г.IIшус

Одной из воз}до]кных прикладtrrых TpaJiToBoK понятий
универсальной алrcбры и терма сигЕатуры атоЙ алгзбры
является следующее: на, неюторой совокушности объек-
тов - базисном }iножестве универсальной алгебры - зал

даfiы некоторые стаfiдартные програмrсы преобразований
(въuчислений), соответствуюtrrlе сигнатурным фунr<циям
даrrной универсальноfi алгебры. Тогда понятие термв.
сигнагуры атой алгебры Moxtrro рассrдатривать Баý не-
ýую програмrду rrреобразоваrrий (вычислений) на баsис-
Hol,( lдЕо?ltестве, составленЕую из стsJIдартных (сигкатур-
яых) полгrрограм}д с поlдощью лиIць операrr*rй суперпози-
rцаи. Одrrако в проградdrrировании }tспользуется еще це-
лый ряд прш{rцi!пов построения более слоrкнцх програддм
и9 по/щIрограддrrl в Tora числе, и таfi ншыва€мый услов-
ный сrператор. Целью даrrной работы является попыт-
ка обобrцить поЕятие терма с исполъзова.ниеli принIц4-
па, условного опера.тор& и рессrдотреть ряд основных во-
просов универсальной алтзбры с точки 9реЕия подобнотю
обобlцения. Часть атих воrц)осов рещен& в данноfi работе,
часть других сфорrrулирова.на в явноlд виде.

1Работа выполнена. при финаrrсовоil поддерхrке РФФИ
(гралrт N 9}011-1620).
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Для удобства обоsначеяtй доповорихся чсреs =r обо-
эначать обычное р!венегво! а через =О его отрицаt{ие.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Условиеrr сигнотуръ! , буд€rд
Ha!,IJBaTb юнечную совокупность ý(а) равенств и нерь
венgвв в}lда.

r tl(r) =it ,?(r),
ý(5) = { ...

( ,l(r) =Ь ,i(r),

где t](a) - тtёрrrы сигнrтуры о, r, i; € {0, l}. ПолноЙ
систеrдой условий сигн&туры , будам в!sывать нЕ.6ор
i$l(Ё),...,Sl(n)} условиfi даrrной сrдгна.туры тrлой, что

l
Форrrул& Vr( V & ý;(а)) является то]tсд€ственно исттаrтноfl

a=l
и для рrýличннr l,пв ! /с форхулн & ýl(r) & ý}-(а) то:rсде.
ственно лоr(ны,

Введеrr определенr,r€ условrtого т€рrr!. сигнатурь, ,.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Понятие }rсловною терха сигна.

туры о опредсляется яндутq.рrеfi sа хонечное число Iдагов
с пошоtцью следующих правил;

r) любiя переraеннi.а есть условный Tcprr;
б) если tr(!),...,t.(r) - условные терr.ы сягнвтуры

о п !(.хlr..,,э1) - функц,rя входяпIrя в сигнатур}t d, то
l(tl (r), . . . , t.(r)) - тшоt€ условный Bepr, сигнв,туры oi

в) если tr(f),,..,b(r) - )rсловныс тсрr.tя с!агtlDтурrд а,
а {ýl(С), . .., ý.(С)} - полная сисвеltо условий втой сигнь
турцi то

ýl(r) - h(r)
(д) =

$.(i) + t, (.i)

TlJone является условнъЕra $epraora свгЕатуры ,;
г) любой условrп*й T.pr, сигнатурIJ , qгроится 9а

юнсtlное tltlcлo цtц,ов по прrвил8ш 'i'' - Йв'.
Опрсделпrr т€псрь catraнTtixy условнцх тсрцов сигна-

турн ,, т.с. фуш{rrrи нв rлгtбрrr дr,rtной влгнотурнi вн-
числиtaы€ с поцоIцью условвь!х TcPшoB, гри,Tora нG бу-
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дем делать фоDra!,льных отлк|мfr в обоэна.чениях услов-
нот! терхL и соответствуючrей еху фувкц.tи на алгебре
,{ сигнl,туры а Для гравил 'nr'' - '6П и9 опред€J-Iения 2

условных TeP}roB предполала.ем стандартные иIrrерпреть
tlrtи, и}aеюцI lе место при интерпрет1,Iцlи Teprroв сягнату-
рц с на алr.,ебра.r втой сигнатуры. Если тсперь условвыfi
терх 

'(5) 
оЕределятся по правилу "в" определеяия 2, то

для любых d G.,lД, где t - длина хортФк8 пер€raенных i,
полоrкиш t(E) = }, бqди й = ti(ai) и ,4 ts ýl(a) дrrя нсюторого
iSz.

В квчестве приraерв, ука7кех яа. иэвестную ф},нtщию
d(з, у, z) ,,тrосриltин!.торt на raвоэкестве, котор&я на основ_
ном мноr(естве алгебры любоlt сягна.турн sадается услов-
ныч Tep)rou tl(c, у, z) вида

t4(л, у, z) =
g#у-g,
,-y-z.t

ОIIРЕДЕЛЕНИЕ 3. Будех говорить, что условный
терм (Э) иr.еет нормi,льну ю форму, если

r $t(r) -..l(r),
t(t)= { ...

[ чlа; - t"la;,

где tl(r) - обьпчЕые тер}rн сигна.турн d,
Доствточно JчевидItо следующее утверrсдсние.
ЛЕММА |, ,l|lr..lпбoza !саовхоrо rnc,pr.a t(r) сu2наm!рьl.

о сучвсmо!еm ycloaxrcй mвра t'(з) эпаt сuзхаmурьц uuеюцt
xopxlrll.ryro форuу ь mаm ,, чrпо ёll .лрбоi, о.lзебрьl А, сц2хвm!-

р.. с ,fuepr.. t(r) и tl(r) оьLчцс1rlоlfl хс .4 оiву t mу :rcс. ýyxt.
чUr.

Для докgзательства, атоfi л€t{хы дост&точi{о захе_
тить, что aсли

ýi(r) .{ ii(r) ч(r) _.,i(i)

ýi (r) - trt (r)
,,..l 1r(r) =,l(i,) = ýl, (а)-- tl, (л)
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[ $l(r) -} tl(E)
t(r) = { ...

I s"(") - t,(5),

то терм t(E) на любой алгебре *lt сигнатуры , вычисляет
ту ?rqe фунхциrо, что и терм

$1(л)ч$|(э)*t|(а)

tl(a)=
\(а) u ý1&l (r) .- tЪl (а),

Si(r)U$i(a)+t[(a)

$n(r) u ýL (r) * tf (а).

Тахиr.t обраsом, работая с условЕы}rи терrrеrrи, всегда.
lroa(Ho преддолагать, что они звдsдtн в норtlа,дъной фор-
ме.

Нетрудlrо видеть, что к те}д ,ке саддъш'r фувщиям
на универсальных алrебрах, определяеrrых условныt{и
терма.rrи, привод!!т и следуюцшй ввриаят оцределения
условных Teprdoв.

ОПРЕДВЛЕНИЕ 2'. Понятие условltого терrда сигн8.
туры , определяется индlrкрrей за конечное число Iлалов
С ЕОМОЩЬЮ СЛеДУЮШЦ.!Х ПРаВИЛ;

а) любая Е€ременная есть условный Tepra;
б) если tr(E),,..,t*(e) условные терrды сигнатуры ,

и l(лrr...rrr) - фуккrвrя, входящsя в скгна.туру с, то
l (tl (Ё), . . . , tr(r)) и t4(t1 (а), t2(a), tз(а) таtаfiе условные терrrы
сигкатуры ,;

в) любой условный Tepr. сигнатуры , строится за.
конечное число ша,r.ов по пр&вилЕ.Lt 'а,'и О6'.

3десь, при интерпретаJрrи таJsкlд обраэом определя-
е}дых условных термов, иlдеется в вид]r интерпретадlI4я
фунlgrrrи Ёа(rrуrz) rаJr .Фrскриминатора на основЕом мЕо-
,кестве любой алгзбры.
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Ан8логичнЕм образоri, если погтытаться обобцIить по-
яятие услови..r иэ определения 1 допущениеrr в качестве
условия рассматривать равенства и нерав€нства /слов-
ннх терчов вцесто стаЕдартнIJх термов, то, KaJ{ Heтpyj0lo
видетьl нr, сrдrоu деле обобщенное тпriиlд образо},r поня-
ти€ условноrэ т€рrr& сво,ц{тся к понятию условного тер-
ras,, дrдrноt,.'о в опр€делсвии 2. Инвче юворя, рsвномер-
ньш образоra для всех алrзбр рассматриввеrrой сигнату-
pнt для ка:rrдою обобщеняоrю условяого терма строится
условныfi Teprr, определяющдй на. всех 9тих алrcбрах ту
:хе функlц.tю, что и обобцlенЕнfi условrrнfi терм.

Рассuотриrr пр€r(де всею вз!.}txосвязь условllых тер-
мов с т8.кя}rи основянliи понятяяraи алгебры, кl!( подал-
гебр а, автоrrорфиэra, rtоrдоrдо рфиэм, дека.ртово проиэведе-
ние. Очевидlrо, что понягие пода.лпебры и ввтоrrорфизrr&
сохр9'liяется и при рессмотрении условных термов, т.е.
если .4 - некотор&я алгебра,, t(*) - условный терrr, 8 -подалгебра алгебры А, | - автоriорфизrд а.лт.ебры "4 и
с(t) - K<lpTе;rt алекентов алгебры ,{(В), то /((а) =
= t(l(й)) и t(Б) с а. },lHarre обстоит дело с гоrdоморфизма-
дaи, не явдяюцЕ{}aйся влоrпеняями. и с деЕартовыrди про_
изведенияrrи. ВыЕIе был укцrан условный терм t;(a,y,z),
определяюццлй на любоfi алгебре функчrю дrскримина,
тора. Пусть l - некоторый гоrrоrrорфизм а,лrзбрш .,,4

в ьлrзбру 8, не являюrrlийся влохсеняем и та.rсой, что
ll(,{)l > 1. Пусть о,Ь,с € А т8.ковы, что ,r # 0, l(c) = l(0) и
l@)# l(,c), тогда l(r4(o,6,c)) = l(c) * ta(l(c),l(6),l(c)) =
= ,l(c), т.е. тr.кой rэrrоморфизrr не сохраrIяет з}Iачения
условнь!х терхов. Точно TaJoKe вычисления условнъIх
Teprroв н8. декартовых проиэведенияlс не еводятся к вы-
числению :rтих термов на соxнохtителях. Пусть а { Ь е А,
т<lгда t;({c, с), (6, с), (0, D)) = (о,с) f (td(c,0,0), td(c,rr,0)) =
= (с,6).

IIривеленнне приr.ерц поБЕ.зывают, к&кую ваJкную
роль в из)rчении условных Teprioв играет дискрихина-
торн!я функlшя. В свяэи с атим прив€дсra следrюцl€е
утверrкдение.
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ЛЕММА 2. Есlч luсврuлuхвmорхч фухrцч ха аlэсбрс
А oblplэttlсa mерлол (m,в. алавбра r{ iшсrрчrсчхвmорнал), rпо
lюбоll ycaoexbbil mврл вььрсguл кс А с поuоч4ш, mарuс. Твrcuл
обрвэол совоi!пхосmч mерцваьхьЕ u услOако mерuвллхtч fукr-
gчfi нс вlаебрс соепаlаюm rпавlс ш mоjDЁо mовi.с, roola вавсбра
dчсrрчликспор'l,а.

ДОКА3АТЕЛЬGТВО. Xoporrro и9вестrrо ("r.. к Ериrде_
ру, [1r2l) выра,:tиt ость термоrд от.ФtскриrrинеторЕой функ-
чдrи t;(cry,a) фушщrrи р(8rуrвrч) тшой, что

р(g, у, z, ч) =
Ц еСЛП s=yr
u, еслп s#у.

ДеЙствительно, р(хrуrzrч) = ta(t;(slrz), Ёа(rя,уru)rt).
Тогда, ссли условный Teprr t(а) строится с поrдощью усло-
виfi t|(a) = tl(r), tl(r) # t|(a) и термов tr(л), t2(a) по Ера.вилу

+/;\ _ I tl(a) =tl(r) + tl(э),
С\-,' - l ti(a) # tl(a) + t2(a),

то, очевидно, чть t(r) = p(tl(s),t}(a),tl(r),tz(a)). Тадсr<е
очевидtlоr что итерируя ату процед/ру, lдоlкно покалзать
выразиrдостъ с по}доIцъю qгая.цартных терrдов алгебры n4

любого условноrю tгepria на алгебре ,{, если нв втой влr.е-
бр е,дцскр имин 0.тор н а.я фунrqрrя выр а.зиrrа, (сталrдартвь.ш)
терrrоrд.

Рассrrотрих следующее отноцIение =r tlв, алемента:t
дек&ртовоfi степени l* алгtбры .r{ : а =, Е, если суIце-
ствует изоrrорФизм 9 Korretlнo пороr(денноЙ подалгебры
(а} алтзбры l. порохсденноfi мноlкествоlд алементов из Е
н& конечно порсаqденную пода.лгебру (6} алг-ебры ,{ такой,
что 9(а) = Б. очевидно, что =r есть отноцrение 9квиваf
лентности на ,{* и ато отношение являеf,ея отноIuением
неотде.циr4остIД с поr,tоцIью условий н& кортеаr8.х иS ./l',
т.е. для л:обьтх аrБ € l' суIцествует условие, Еоторое вы-
полняется на б, но ве выполняется на D тогда п толька
тогда.r когда. а *" Б. В евязи с ати}t, в частности, еслц
для нехоторого условног.о терма t(a) и станда.ртноriо тер-
r,tа р(Э) и}rеют место рr,венства {а) = р(а) и а 

=о 
Б, то ltDreeт
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хеста t4 рO.венство t(6) = р(а), It rтриrrеру, если вс€ одно-
порожденньJе подалtreбрпы алгебры ,{ изохорфяы между
собой с поrrоrцью иэоraорфиsцов, пере9оддцц,rх лороrкда-
юцIий алехент о,Еrой подалгебрн в Еыбранgrr,rй порох.,да-
rэlддй алемент дl;rгой подалгебрн, то любой о,дхrомест-
ный ус.товкый Tep}d на ,/l ссвпадает с с некоторыl( ста.н-

дартным т€рL.rоч. Если, к прпrdсру, ,{ = (Л;1,l"|a е Р)
еегь векторное простраяегво над попем F (l. - умноrке-
ние на с), то для любого одноlrестяого условноrý TеDMD
t(э) существуют стандартнL,I? терr,tы р(з), g(я) тахиеrчто на
l выполняется:

t(з) =
р(z),ссливt'0,
q(т),еслиа=0.

А тах Ktrt для всех Teprroв 4(с) алrvбрн .Д имсет !rесто ра,-
вен(:,гво q(0) = 0, то совокупности одноместных функIрrй,
определяеwцх на l условнычя и ст&}tд&ртIltJraи термЕL-
миt совпадают. Нетрудно видетьr что для лнух}aестных
функцай ато уrе не ?sк.

Если алгебра .r{ конечна, .i.э для любогс n € u суще.
ствует конечное число Елассов аквива.лентности {r{|,...
. . . , Аj'" } rrHoэKecTBa .r,|" по отноrцению =t и, тем са-
rrыrr, для лtобого условяого t(л) найлутся ста}tдартные
TepMr* рl (i),. . . 1р п'l (r) тахие, что на .rl выполняется:

I pr(a), если с с а},
./:\ - '.\.r_ \ ..l

t р -_ (д), если i € .АР ,

Приведенные эsдtrечания поэволяют, в частности| ре-
цrить вопрос об алrэбрвх, все функддrи н& oc}loвHlJx мно-
,{естваr( которых определяк)тся усдовяыми терха,хи| т,е.
вопрос оrисания !.налога примальных алгсбр, нв основе
понятия условного Tepra&.

Налrоrlниr, что алгебра .{ наэывается примальной.
ссли ояl хон€чtlа и люб!я Функция на основном ldноахе.
стве алг€6ры .{ задается (стандартныr.r) Tept oM сигяll-
турЕ алr\ебры ;l. Причеrr условие Бонеч}tости воэникь
ет здесь иэ естественнь!х rrочIностных соотноцtе}rий при

о")



егандартнцI ограЕIЕtlеlоrях на сtleтHocтb сигнlтуры рас_
сraатрlrвrэrrнI sлгебр.

Нlлrохrrях тlrоfi€ иэвестноa оIпrсцrис гриraaльяыr ол-
rзбр, прлпrцдлс:хr,lцсе }ocTep;l и Пихсли [8]: 'алrэбре J
прицапьнl т!гдl. я только тoгдq югдr oвl. юн€lrва.' про-
ста (не lrlrBeT нётривиrльнъtl хонгруaЕtцrй)) не ицеaт не-
тривиальннI евмraорФяgraов, не иu€€т собствснЕrд, под-
алгебр и }l(J) - r.ногообра,9ие, пороrlýденное tлrcброй J,

й
опРЕJIЕлЕниЕ ,l. Нrдовец sлг€6ру J условно при-

хальноfi, если l ювечна и лrоб!я фуIдаЕrя на oФroвrroм
хноrпеегве олrcбры .l определяется с tюxощью неюто-
ропо услоэвоtэ терхь этой rrrrcбрн. Алrэбру l вrэовеlr
ф!дIитврво !ппроtпсшrrруеraой условныlм l.,aрlд!J.и, если
для любоrэ нtтуральяоrэ n, лrобоrc хонGчног9 по.Фaно-
,(еgгвв l ý I'и лrобой фуtпсдrrй f ; .{'- J вйдется
условяlrfi тсрх t(a) влгсбрн J от rэ псрсrrсrсrъ!, т!ýой, что
ограIý{ченrя t I Aut| zi фршии l и TePr.a t нц r.но:хесгве
А совпaдоют.

Ихсст rrссто слсдующ!я прост!я х!.р!дýгсря:rцдt я ус_
ловво прихалъЕнх алI\rбр и алr,,,сбр, фшrит}рно ццтрокси-
rarPyeraнx усrовныши Tepraaraи.

ТЕОРЕМА |. Даообрв J фчrчпсрrо оввро;сvJчру.r.с
ycaoaвllJau lncpuolu mооlв u mоltзо mооlа, волlа А хе лLл;елл
cmpuauaaaxrв аоmо u ор ýuоло с ц соб сmо еххrr: ао O uuб р,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Talc Klrc пода,лt€брн 9rлкЕуты
относlтt|ельltо sнr.чевrаfi условвЕI Tlpxoв rt rвтоraорфиg-
raц коццут}rруют с условнЕлця терчlхи, то оч€ви,4Iо, что
хsrqдrя Фянятsрно цttпрохФlraирtех!л условtд,!!aк T,epta0.
хи алгсбрв нс долrснi ичсть н€тривиrльннх !втоrrорФи!-
rroB и собствскянх rюдвлr.,сб р,

Покчкех обрrтвое. Пусть алгебра ч{ ве ихеет нетри-
EITa!JT--:T]T;i автоr.орфиsмов и собствённtJх подалr",ебр п

D > породrх подалгсбру о алпсбрс
а|
л..fDeI. Парой <с,

Tarc Karc l не r,TxccT нсц)ивиалъннx' rвтоrrорфиsшов и соб-
стэснrrнх подалrэбр, то на*дстся пlра терхов t!(
т!хиI, rтю t|(c) = t|(c) и t!(0) 7r t|(a), лкбо t|(c) l

tfi

л), .l(g)
t}(c) rr



tiФ) = slФ). Т.е. любrя парt ра:rличнь!х pл€шеrrгов ъJI-
гебры .il отделиraа с пошочIью условий. Очевя.4tо, что
коrlбrдrвцяя aтяI оЕред€дяюrrрrх ;rсловий по9воляет по-
строt4гь ддя любою юнечноrэ ;{ = {сlr...rсд} S l пол-
ную систэr.у 1rсловий {ýl(з), . . . , $r(а)}, где r f /в, тrrсую,
что J|- tc!=r&(ci). Если Функr{t,rя tl А- .(TattoBa, TTo

l(q) - 6l для d l &, то в сил5l того, что J нс rацеет соб-
сгвсннцх подалrэбр, найдутся терчы t;(o), i ý t, Teloae,
что ti(ci)-}i. Тогда услоэнъrй Tcprr

ýl (я) э rl(э),

l(o) =
$r(c) _ tr(a),
ýr.rr.l(c) -. с,

ý.(з) -- с
очеви,4tо обл&доет теч сво сввом, чф lla=tl^.
PaccrroTparrвa цнопоxaстной фун!сцtl f rrrа.логично и oml.
рrдтся Hr ту ,ке отделиl.ость раЕлиtlвых эдеyеЕDов а.лге-
бры ,l с поr.оцью условиfi.

СЛЕДСТВИЕ L, Дlэсбрв А yclocxo прчлаrlхс rBoric u
lttoll.r'o mовlа, roa}c ,tl rохатхс tt хс облаlаоп ,arrnpuoucalra}lJau
воtполорфztаuч ц соб сtпс внхtцч zоlаluбрuu,

Представляет инт,ерес асиrrптотическrя оценБ& доли
условно приraЕJIьннI алIrбр срел}r вс€х rлгсбр тоfi lзе ко_
нечноfi rroщHocTrr. В свяsи с коJц{руеraостью лrобоfi ко_
нсчноfi сигнатурtп в сигн8турс, содер:sащеfi о.Фlу с.Фrн-
еDвснную.цвухraсегяую Фунtýц|ю, достaточно огравичить_
ся рассraотреяиех rлrтбр в сигяrтур€ а =1 | )l гдс / -.ФуIшестяч т.е. prccr.oтpcни€r. гр!ппоидов. Пустъ
G(B) - число таrпов иsоxорФизча !tсловно прrirlальнъ{х
группоt{дов raоццtоепп в. Иэ следствия 1и иэвестчнх оце-
яох Мурсхоm [rt числв тиrюв изохорфиsr.r группоидов,
не иt еюцц{I собствеlпtнх подгруппоидов !t не иrrеtоц{их
нетрившr.льных автэrrорфизховr получ&еu, что

1

е
.. сР(r)u..--7й
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Надrохним тщоке извесJгную &ссихгготическую оценку
доли пришальных алгебр сре,Iц4 всех конечнцI алгебр той
хсе моtцностrr хотoр.я равне }.

СЛЕДСТВИЕ 2. ПIIочmч aecn зоtзсчхьtе lcrosxo прuдвr.-
х*е вlвсбр,rз боlпчоЕ чоч4ховmч rsrrойс, faршс4lх)tдu.

По шlалOгии с понятиеш стаяда.ртяt tх тоrtдеств я raнo_
гооб раэий введ€}, следlrюIлее

ОПРЕДЕЛЕНИЕ {. Под условнIjrd тождествоrr будеrr
пони}r8.ть рiвенегво условных Tepr.oв 

't(r) = 
'z(r) 

и огте-
делять его истинны}a на. елгебре vtl, если функцаи, вычи-
слимне на алгебре ,tl с поrrоrцью }rсловных тархов tl(a) и
sз(i) совпадают. Под условньтrr мноюобразиелi будех по-
нимать клlсс Bcex' алг€бр фикеирова.rпrоЙ сигtIатуры, на
ксторых исгинно некотора.я совоt(упностъ условнцх то_
,rдеств.

Преаr<де всего з8.l1етим, что любое условное ччоmобрь-
эие явля€тся универсальныta кла.ссо1{ а.лгебр. Действи-
телы{о, истинность тоrкдества h(r) = t](r) на а,лr.ебре .Д,
где ycJroвHьre териы 

'l(Д) 
и t](jr) ичеют норма.льную фор-

му и определены схем?.liи

,' (r) =
si(r) -* ,i(*),

ýi(э) -, ti(s);

ti(r) =
s?(r) - ti(r),

s?(r) * t?(r)

счевил:{ы1.1 обрr-iоrr с &вносильн& истинности на. алгеб ре
,4 V.формупь;

V;(&;1д &;а1(& $i(r) & & sJi;) - ll(*) =t;(r))).

()чеви,rцrс токr{е, что в силу Tor,.), что пюбое услоаяо(
мItогообDа:Jие с().цер?кит о.lЕlоа.темеllтнуIо алl,еtiру, то IIt
]]юбоЙ универсальныЙ Krtacc ?r.лгеОр является ус,повнrп&
многообр азием. В с*lлу выразимости .Фrскрихинато рной
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фунruцаи условннr, Tepмo}l, класс простых (дискримина.
торныr) алгсбр любого дtlскриrdина.торного lдногообра-
зия является усдовным мяоюобразием иl Ta.tC K&ri 9тот
класс не задrкнут относительно дека.ртовых произведе.
ний, то суlцествуют условные мноr.ообрsзия, не являю-
Iциеся кваrи}дноюобр азиями.

С друmfi сторонц, HeтpJr.Фro эад{етить| что любое квь
зихнотюобраэие алгебр является условны}, чtlог9образи-
ем. Действительно, исl,инность на алг€бре j rtвазитоrкде_
ства Vn(&i=,t|(л,) = 'i(r) 

-{ р(r) = g(i) соответствует истин-
ности на елг€бре .r{ условного тоr(деегва V+(г(а) = r(;)),
пде г(i), а(П) -- условные термы, определяемне следую-
rr4trr о5рьэоr::

&i=ltl(r) = J?(r) r р(i)|
s?(.') - g,

r(Ё) =

ýд(;) -+ э;

&i=l tl(r) = ,i(r) -, 9(r),
ý}2(а) --+ а,,(cJ =

$д(а) - с.

Здесь ý2(t),. . ., ý}д(а) - некоторs.я систеца условий такая,
что совокупвосгь {&i=l tl(r) = ,?(r), Ъ(r), . . . , ýr(д)} яв-
ляется полной сэrстехой условий.

3адrетиrr т!tекё, rIгэ, xrrc любой кдасс
8лr€бр, условяые riногообрi.эия з8ддкнутн относит€льно
)rлътр!проиэведеtцдfi и под!.лrcбр.

Пус,ть для любой совохуrтности ý алгебр яекоторой
фиксироваlrяоJi сигяатурt t с череэ lИ'(i) будет обоэяаче-
но наиraеgьrдее условное цноrrообра.зие, содерrсацlее класс
алгебр tL Введеrr обоэrтачеlr*ll Р.(*) - совохупность
всех )rльтрагIроизведений алгебр из *' S(n) - совохуп-
ность всех подалr.ебр из ф I(l) - sомцкr.ttи€ класса, l.,
получаехое добавлениех всех влт.,ебр иsоrrорфных ý_ал-
гзбрrrrи1 (t)1 - клrсс влrэбр, получаемнЙ добrвленясх к
* одноэлешснтной алгсбры сигнатуры d.
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ТЕОРЕМА 2. Дs lобово зlассв uвоlр'!ft хвоOхослсдсхtлt-
хu вlэебрв,Д вzоlurп 0 уеrоехос чховоо6ltаsлс.М'(l) mозiс в
mоаlзо mовlв, sовlа ха А uсmиraraaa ,с, ухuоврсваlхuс ýораglщ
uсmuхr{ьЕ, хв BlBeбpaz rrcccc Q m.е, в clюy gоролцо wеесtпхо-
ао опl!свхлr, ухиaaрсlмlrоaо rс.aaшrснt эlвссоо uлэбр аччссвtв
счсmсr, rИ'(*) = I(SR(n))t).

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Прrrвсденно. sдсь, звr.чя-
тельrrо более простоеr чеtl lвTopcxoel докцrl'тельство при-
нцдлеrrсlт Е.Д.П&лютину. Первоначrльнос !втoрскоa до-
козO.тельство было основвно нs. использов!дlии,Q{скриl.и_
н8торов и опис&нии строения простых rлгебр в цяоIв,
образиях, пороrсденныI неюторых клl.ссоx .ц,lсхриrrикi.
Topнblх' &лI€бр.

Пусть * - проиэвольный хласс алпебр Фихсировц{-
ной сигнатуры с. Очеви.Фrо, что о,Фlоэлехентнrя алI.eбрr
атой сигнатуры принqдлокит .iИ'(П). Пусть .{ - некото-
рsя неод}rовлеуентная а.лr\ебрr сигнатурtt с, входдtцая в
м'(А), и (е = VrФ(r) - некоторая универсольнGя форrrула
сигнетуры ,, истиняrя на всех' }-влrэбра.х (эдесь
ф(t) - бесхвшrтoрная форrrула). Для докlsательства тео-
ре}.tы достr.точно покаэать, что .l{ Р 9. Вrлбсреr, прaдсть
вление формул Ф(r) и rФ(r) в дt!зъюнктиввой нормальной

L,
форхе 9(;) = V ý8(д),rф(r)= V ý.(r). Здесь ý;(а) -aзt a=l+!
н€которы€ усповия сигнrтурн ,} и l.o]xнo считlть сово_
кутноегъ týl(r),..., ý,(r)} полной сислrr.оfl условиfi. Оп-
ределrАу условянfi :зрrr t(a) следукrчtиr. обраэох:

(д) =

ýr(Э) _ дl,,

ý, (л) _ э..

ýr(a) - зr,
ýдаl(t) э з2,

Очеви,Фrо, что форrrула 9 на нео.Фlо9леrrентныI ал-
пебрах сигнатуры d ахвивал€нтнr )rсловночу тоrкдеству
vr((r) = ,r) и| тем саrrыrr, действительно, /l Р 9. Kalc
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бtJло а!дaечёно выше,9то заверtца€т доказlтельство вео-

ре!aы.
слЕдствив 3.
l) Дж аобоЕ яоrсачвоi! вlьсбрлl А чцсаm Iесfъо рвsевсmоо

,{'(l)=I(s(.^)U{1}).
2) Дм lлбо8 r'охсзхоll оrзаdрш,{, нс ttlслtцс собсmоснхrв

поOаlвсбр, с v,aеrлaпооmц, 0u gcaootto прчlмlвоd uлсбрв А,
|ла.m лссmо раосNсmао 

'r'(.Д) 
= 

'({,Д} 
U {1}).

3десь l - о,Фlоэлсшснтнlя rлnебра сигн!.туры !дпсб-
ры j.

Tarc хак IýP"(*) являстся ншrх€яьшtаи универ-
сольныlr классош sлг\ебрi содерrr8црrt{ клосс *, а,

I((SR(П))r ) - нlJrхсныцих унпвсрсrльных t(лассоr.
алт\ебр, содсрхаrцrrч клiсс влгебр l и о.4lоэлехентвую
алЕбрJ., то иliecт tacсто

слЕдстВиЕ ,l. trocc uавбр *, сuэхвmурr* о ,сьrсmе,
!сrовхш лхоюобрвlсu mооlа v поаtr'о tполlа, rоэlа } асml
ухча арссllrшfi alaco uвобр, coicp *сцчй оiхоэlсlсхrпнут cl-
,сбр!.

Утверьдоrис и доказательегво TeopeutJ 2 и даrrно-
ю следствияr а тцоllс отtaсчGtlяая вtgцrc свяэь !rсловнь!х
IlePuoв с отноцlениех =r по3воляют Рассхатрив}ть иэУ-
чснис условtlt{I тоrrдсств lrrдс Haк)rto форrrу 'tлrэбра*rsь
rци' проблеrrы изучевия ушrверсfльнцх классов алrtбр.

СЛВДСТВИВ б. Соооэуtttсосml усаоохtяя лновообраэvt оа-
эебр lаlхоЕ савr.аm!р* оеýспв рсuоmsоfl оmuосu'mсa.хо опс-

рсчuч rпroрсrrrurо-tхо*сGrпвalяiлв ttороосчольd ч odlciurraxud
а слоео о olъollxo, iluылрulуmuохо ралолъзоЕ.

В работе [В| 0нло ввсд.но понямс Обогатоfi алrзбры".
HtrrorrHиrr соответствуюдрlе определения и введara неЁо-
торнс их обобщения.

опрЕдвлЕниЕ 6.
ь) Под систечой ypr,BHcHrrй ý(а) нцд алгсброй J rюни-

цаэтся ховечныfl нйор paBerrcTB

t!(B,c!) = r|(э,Е|),

t!(r, а!) = t](з,а]),

7l

Чс) =



где + - нехоторце терrrы сигнrтЧры алпебры "4, Ei -ксртежи алементов атой же алгебры, l, - переrdекная.
б) Под сястеr.ой условных уравнений нqд влгеброй n{

понима€!t аIrалоги.rнIлй яабор рзденств, где tj - условнше
термы.

в) Под систехой уравнений и неравенств ý(д) на,д сл-
гсброй J будем гJонихать Еонсчную систсraу| аJIцлогич-
Еую определенной в п."аП rтLстояIцею опрсдспения с воз-
моасноfi зад,lсноfi часIа, равснств н!, нсровснегвD (ii(s,ёj) #
s t|(a,a|)).

Если ý(э) - некоторая систеца ураднений (условных
уратrнений, урtвнсниfi и неравенств) над алгеброй ;{, то
через cg1_; (,{) обознrчи}. совохуЕноеIь реrчекrrfi gтоtl сп-
ст€мы в алгебре "l, т,е. Cglr;(..{) = {6 € .{l"{ ts ý(6)}.

HeTpy.clo за.метитьt что любsя систеча условяых lrpaв-
нений S(a) rrад нео,Фlовлементной алгеброfi ,d аквива.
лентнs, неlпоторой систеrrе ý'(с) уравнениfi и нер!венств
нqл а.лгеброй ,{ в том сr.ысле' что Cglr1(,{) = су(") (l).
Верно и обр&тное, для любоfi сяегемы $(с) урввнений и
нерд]енств нцд неэлеrдентнсlй алгеброй .tl существlrет ся-
с.тема условных урsвнений ý*(т) талал, что Cqr1(-,l) =
= С5*1,1("|).

Чсреэ D2 обоsначиrr полное ,Фоичнос дсрсво - сово-
купность кснечных хортеzсей алемснтов мноlсества {0, 1},
частично упорядоченную отношснием быть н8чальным
интеРВалом| т.е. дJlя T|rTz G Dz отноIленис п s Q имсст
МеСТО ТОГДl И ТОЛЬХО ТОГДа, ХОГДа 72 ЯВЛЯеТСЯ lrlЧl'ЛЬНЪ!Х
И}IТеРВ8.ЛОl4 КОРТе7Ка 7r.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Через Сд (Cl) обозначиx ниr{нк)к)
полурешетку относитёльяо теоретико_хноrt(ественною пе-
рссечсния (6улсву алгсбру отвоситсльно тсорстиtýо-uно-
2кествснных опсрцл{fi псрссеченияrобъеlЕ,!нения, допол-
нсния), образованную сово!(упностью {Сg(r1(l)lЧТ) -
система уравнсний нцд ,4} ({Сý(з) (,r)lý(r) - систGха
}rсловнIJх 1rравяений нrд l}) Ео,Фaно?кесТВ ОСНОВЯОГО МНО-
акества а.лr.ебры l.
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ОПРЕДDЛЕНИЕ 7. Алгебру .{ назовеrд богатой (услов-
но богатой), если существует иэотонно€ вложеt{ие 9 дво-
ичнок) дерева Р2 в полурещетку C,r (в булеву алгебру С})
такое, что для любого т CDz| 9(т) f 0, и для несрав-
НИ}.ЫХ Tr,72 С 2 ихеет месm равевегво 9(1) П 9(т2) = 0.

Ка.эrсдая богатая алгtбра является условяо богатой.
Нетрудно заlrетить, что влг€6ре ,,l условно бог&т& тогда
и только тогде, когда, булева алг-ебра C'(.'t) не является
суператомноfi.

Пусть "{'обознвчает обогащение елгебры "rl введени-
ем в сигнатуру нового ф)rЕхI${онального сихвола d(a, у, с),
иttтерпретируеraого на ,{' с помощtlю .8lскриминаторной
ф}rнк$rи. Довольно очеви.цaоt что алгебра.,,{ является
условно богатой тогд& и только тогда, когда алrебра
,d'богата. В работе [El докаэвдrо, что любое дискриr.инs-
торное многообраэие ,И, содерrкащее конечно пороrкден-
ную дt!скриraин8т\орную богатую алг€6руl содер)хит кон-
тинуум попарно не влоrкимых друг в друга конечно поро-
,кденных д}tсБрихинаторных богатых алгебр. В силу ато-
г9 реэультета, тсоре}rы 2, отrrеченной выше вза.ихосвяэи
условною богатств& алгебры ;{ и богьтства влгебры l',
а Tataкe тоm, t{To влоr(иllость алгебры /l в алIтбру Jl2
эквивалевтна влох(r}aости алгебры /', в алгебру .ili, по-
лучаеь{

СЛЕДСТВИЕ 6. ,Есlв усrdвхое лхоzообрвэче М' coDep-
*vm rоr{ачно.поро *lсххую усlоехо боааmую амсбру, mо М'
с о l ер хum 8о хmuх! у л зо xe.txo. по р о жl сххьtз у с l о в х о б о zвm ьа
аlавбр попврно хс в.о*цдЕ lpya е lруэа.

Cpe;4ll открытъ,rх вопросов, связiцtннх с условныrrи
тождествахи, rкелательных представля€тся на]хо}кдение
простых правил вывода для условных тоr{деств, т.е.

ВОПРОС l. Соэдшrие с€иштического исчисления
условнь!х тоr(деегв цдекватного истинности последпlих
на универсальных пдrcбраI.

Пзвестrrа определлющая роль, которую играют рс-
lц€тки конгруэнrчrfi (речrетки относитсльнLrх конгруэн-
rrдrЙ) универсальных iлгебр при иэучении строения }rно-
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юобраsиfi (соответствекно квшиraноIэобразий) этих ал-
гебр. Приведеннъ!g дiлее rц)имеры показываютt что 9ти
понятия не хогут бt*ть перенесеян на случвfi условяых
чноrэобрвзий.

ТЕОРЕМД 3. Cyr4acmolrrn Blaoбp*, Ау А1 t! уо;rосхос
uхоаообрcмс tv{ ,ncEur, чrrlоi

1) а вlвсбрс Л1 лlдвr.mс, ,aQlвtлrпш crD ,всaаa, чmо хс сучс-
сmsуGлъ хвцлеl{rrjraЙ rоrarруехquч О аассбрв А1 mшо п
чпо (а,6) € е ч Jr/o € Jli'(..{r ) (а вltзбрв А1 хсm 

',,аоно,И'(J1 ).rовзруrхqчч, noporciaBxod псроf, (с, е));
2) нв alrcбp е Az С tyl с!ч$еmсу'|rп er , ez rпсrчс, чmо

A|lBь Az|Oz С М u *с сулЦссIn,с!аm ясчlзавrиrзf, Еохrр!сrь
qчч 9 mсrоф чпо e)9r,Oz в A2|S С М (совозуtлхосmt
JИ.tонаруэвqчfi лв BtBeflto А1 llB ,слrсmо, осрозс8 nolypallom-
roa).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Чсрсэ [0,1l обоsначкх линей-
но упорядочсннос мноэпсегво дсйствl,tтслькыI чиссл ин-
тсрва.лt' [0,1t, а чсреэ 2', где j С [0, lt, .щухалсrr€нтвнс ли-
не*но упорядочеяные шноrкеегва < {О', ti};51 > т!хие, что
0' < li. Пусть D 2' - лексикогрфическая суlrца ли-

i€[0.Ц
нсйно упорядочсяныt иноrБсств } по основаlrиlо [1,1l. На
ocнoвHota t{ноэýестве rl линсfiною порядtgD ! 2j опрсле-

j€l0,ц
лих ф)жхI!ию

9(эl у, .з) - {
0", если э> y,z,
, - в противноra сл)rчrе.

Xopor:ro известно (сх., к прихеру, [6,4) и легхо непс!.
средственно пров€ряется то, ч|t!о для любоfi хонгру9н_
щ{н О > А,4 нs rлrcбре J =<,l1 9 > едrанствеяныfi
нетривиtлъныfi класс эквивалентности по О шaеет вид
некоторого на.ч!.льнопо rнтервlд! линеfiною поряд.
ка ! 2'. Кроц€ тоm, для любых рr:tлнчных алеlr€н-

i€[o,1l
тюв с,Ь € l глrвяrя хонгруrнция ej;, пороrкд"""r. .rr.
рой < с,е > на олr,,ебрс .,l в кrчсствс едttясDвснноrý нсод-
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ноелеtaентною Бладсо Еквив8леЕтности иl.еет нrчальный
ивтервм [0О, mшс{с, 6}t.

Чсреs ..ilr обо9н8чих обогпцсние алт.сбрн .{ о.Фrоuест-
нýrrи Фуннц.rяr.u 1,1,h,f,g тпки}lи, что

для j с [0,1| t(ri)=/(o')=oi,
для de [0,rt r(li)=r(Oj)-1j,
лля любог-о с € ,{ П(с) = 0О, l(c) = l',g(c) = 0l.
Легхо увидетт,, что юнгру9нIц.tи на алr,,ебрвr J я ,/tl1

совпадпют.
На. алтrебре a{l рассL.отрих условные терхы tl(a),

t2(a), определяеr.ые следуюцшц обрsзоll:

rl(a) -

arE,
r&l(с)=э--а,
з&r(з)=с-.J(с),

tз(о) =

Trдс Krrc

) = Ь(а) & I(з) 7r

) = n(a) & r(r) f
) = [(а) & I(c) =
) f Ь(а) -. з;

J("
t(a
J("
t("

(а)= Щс) &
l(л) = Щв) &
(з) = Щз) &
l(o) f Щз) -

& r(с) = с} яэляатся пtlевьIra, то Hr /1 }tс.гинно тоцде-
ство tt(s) = rr(э), Пусть тсперь е = e/,l. _ главн!я
хоtrгр}rэпg,rr, rюроrrrдёrrliя пороfi < 0o,1o ) . Тогде оqе_
ви.Еlо, что 

'([01.) 
- i([0'Iе) = я([0{6) = [0Оtб и, значит,

,,([0,Ь) = 1l, h([0.1е) = 0l, т.е. лlо F ц(з) = q(с). во_
л.е тоr!о, для любоr.о i С (0,1) /,/ef}.6 !t 9l1 и, знь
tlrfг, tш.eт .rc"ro .{r/e{l, g, е .,Ч'(Jl). В тю жс врехя

,{r/of},1; g.rll{l, r. lA ,t(c) = 9(а).
Талrооr обраsош, нс сущсегвуст нr,иlrсньчrсй юrrгру-

энции е е Сод,{1 т!t<ой1 что (0',l') с О и .{r/O е
с.iИ'(Jr).

J(c)9Eo_B,
r(з)7Аr & l(с)=л-.а,
J(а)=а&r(э)=л<9(а),
а.

{се,{| (с)=Ь(а)& l(a) =а&
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2) Построиrr расшир€ние ,l', алгебры lt путсta добs.
вления к основному мво?кеству алгебры.{l ,Фух основ-
ных алемеатов 0 и ],, доопредедяя сигнатурнне фунхцяи
алгебры l', слелующрlм образоrr:

9(Е|у, z) = оо | если {а, у, z} u i0, i} ,Ё 0,
(t) = l(1) = fr(0) - ц1) = r(0) = l(t) =9(о) =9(1)= 00,
r(it) = г(!) = 10.

Обогатим алгсбру .4! ло arrгeбpr,I /2 введение}, в сиr--
нs.туру епlе одной о,rýrоrrестной функции

Ф(z) =
з, если эt' l,
1О, если с=1.

Легхо провсрястся. что БонгруанLцrя Ofl2o им""т слrп"-
ственный нсодвоDлсмснтный класс аквивл.лснтности
i0,0'}, а Бонгруаяr1rlя O;jz амеет е.Флltствепный Heolg.t,_,-
алэментный класс ахвив&леятноtти {l', 1,0}. При атом
;{2 | tl(з) = l2(д), ,{r/O#i. Р tl(c) = 1rlr,;, A"lo4" =
F tl(r) = t2(a). Конгруан,rия xte efl2o v O,!j2 ка алг*-6р,:

l2 имеет едднствеяный нео.щtоэлементный класс аквива-
лен.гнос,ги {0", 1"|0! l} и та.к ltaJt (,lrlO#i0 vе#' У S
g,1lle 

#i 1" 1здесr- (r{z, /9fl'0 vedi )' - обедrrение алгеб;rы

.lzQ{} ove|1 до сигнатуры алгебры ,4r, ) то, как ато сл€-

,цует из ir{ок8jtа,тельсl,в& утверr(дения l даяной теорёмн,
не суulествует наименr,шей конгруанции е не алгебI,е ,42

такой, что о 2 о#: 
1 , е;1' " J2lB t= ,l(J) = tr(а). Тадим

обраэом, если h1 - )rсловное многообрвзие, определяеrr(,е
для алгебр сигн&туры алгебры jl условным то2{qцеством

rl(T) = l2(з), m .,lz € м, r'('.qo.",t, < м, А2р42 е м
и не существует наименьrлеfi 9 € Соп/lэ талоЙ, что
е 2 о#:0, е{' ч hlе € 

'i. 
В чLстItос.ги| согJоБупность

r\,i-конгруанциfi на. алrcбр€ J2 не является верхней полу-
решетхой. Теорема докаэана.
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В связи с доtсllз&тельствоlд утвер?кдения 1, теореrсы 3,

заметим' что тадt *u* Ofl'1o = 
i !., "#igi, 

*arl0flo' =

g;tr F Ёl(r) = t2(o) и ,lrl"#i1" }А t1(o) = t2(л)1 то условно€
многообраsие, пOроrýдевное алгеброit ,{1, не явJIяется ква,
зимногgобFiяием (Tarc казс для любого ,/{ва.зимногообра-

зия ý, люOой аrrгебры ,4 е * coвoкyrciocтb Sl-конгруанщай
на ..,t является поJtноfi ниаснеfi полуilеrrIеткой).

В кs,честве rтOследнега открытого вопрOс& укаJкеrд на.
следlую:цлай

ВОПРОС 2. Нв.хождение по унI4версаьльной а.лгебре и
содержатцеl(у ее уеловному многообразию тадсоfi произ-
ьо.щrоr': сцруктурыi котора.Е бы позволяла. реIцать вопро-
сы строенця отой алгебры, структуры подобноfi pelfieт-
KaJ"r конгруанrрrй (относитель}lых конгруанций) для arr-
гвбр из rrногообр азиfi (ква.зимногюобраэий).
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