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В этоfi работе исслед!,ются
своfiства итерированвыr ходелеfi, введеннцх в [ýt, т.е.
rrоделей, в сигнrтуру xoтopEtx нсхотoрос колиtrество рц,
доб!.вляются пре,@lкаты для всех' типов (6олсе тотное
опред€ление даrrо нlаtс). В пaрвой rоловине егатьи вво-
ддтся и обосновываrтся ковегруtпв{я, по9воляющiя стрФ
ить итерировшtнь!€ raодели пaрвоrэ уровня обогаIцсвия
с неюторыraи ЕуJGннraи своfiствr.uп (хотя хетод rrorccT
быть обобчдсн и на болсе BtJcotcя€ уровни), во втэроЙ

- Hr, основс етой ювструlпрrи оЕределяются .ФG raоде-
лилоказывыоццr€ с)пцеегвaнЕыa отлиtlия своfiств итсри-
роваяннI шоделсй от объ!чннI.

Псрвнй и9 aтих rц}иraеров покаэнэ!aт, IтDо Hr, вдосс
итсрхровr.вяыа шоделсй нa псреносптся и! обычrrыI ут-
верJкдсяие о тоutчто для всяхоfi ходaли сстъ ,лGuантlр
яо рЕивiлеrтгная сfi о.qrоро,lцrая. Tlxoc своfiс:ъо, олрrr.
ю, появдястсяr Gсдя на Tcopиto таrсIах ходелеfi нlлоr{ить
условlrс BToшHocTn, Поатошу второf, rrprrrcp пох!,sнвraтr
что ri в сд)rч!a Бл!дсl гг,сриров!дtнь!х ходелсй атохной
пtорих всряегся дr)rýс Blattнoe своfiство - тэr что Б!,-
7хдая Iодель элёхснтDрно вliпцдJвl.тся в одrоро.4lую.
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1. Основнце определения и обозначения

В аточ разделе вводятся основнце определения и до-
казFJвt ются некоторы€ вспоxогательные ле}rмы.

Пусть Е - некотор8я сигнатура. Положиrr El = EU
U{P, - предr.rкатннfi сиr.вол: р = р(r) - некоторое ]{епу-

стое uнoriecTвo форr.ул Е, л=(э1,...,а1), Р, = Pjl)} -новая сигнатура, в которой кýrсдоraу raнorcecтBy фср-
хул Е стrэится в сооfвётствие e.Bofi предц,rrа,тный сиrr-
вол. Волсе точноl пре.ФIкот ст!вится в соответстви€ па.ре

фrt), но этот форлальный цоlr.нт в больt инсФве случа.
ев роли не игр!эт. Естественно, считlем, что Р, f Е и
Ри * Рр, прu р, * pz,

Пусть Е фrпtсирова.rrо, S Е Еlr.Лr - цодель ý. Вудеrr
поворить, что она Gг!ядьртв} относtательво Е, еслш для
любого Р, с ý \ Е и любого а яs |.,tfl верно: rt ts
F Рr(Е) э Л/ F р(а). Далее, пусть JЧ - ходель Е.

Через ;U{l будех обознвчать обогаrцение }l до cTarr-
дартной ходеди язlrлхt 

'U{P, 
€ Е!; р(а) - тип Е, реели-

эуюIцяfiся в ..!l}, которое, очеви,Фlо, существует п емн-
егвенно. Модели видв Л1 яэляются итерированвнми r.o-
деляraи первою щ!ла итерцIIп4.

Под N будех под)!.зуraевrть uноrпесгво натурLJIьянх
чисел {0r 1,2r...}.

Пусть rlrB - Het{oтopнe неп)rстне хноэхества; ro ]......2Ir - цепь функlrrfi, где дriя любот.о l € J.,1 S Ё,
верно: tbm.f 9 А п t : <1оп..f .+ .B. Будех на:rнвать е€

правильяой цепью иэ А е В, еслu выполняются условия:
1) если l С !rп ý t, то f раэвозяачно,
2) если n < }rl С I.11, то верно:
2.1) для любого 8 € ,ll сущсствует 9 € I. Tir.oc} что' ý3l

и,Сdоmg,
2,2) лла любопо у € В существу€т 9 € 

't 
т8Бо€, что

lС9иусiвg,
3)Ilf0.
Пусrъ ;{r8 - r.одели сигнrтурц Е; I. Э ... 2 Ir -

прrвильнrя цспь из zr =| .,4 | в В =l ' | . Вудсх говорить:
цепь сохрr.ня€т сигнtтуру Ео Е Е, если для любrrпr S &
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н l е lN облs,сть определения f содррхtит все KoHcTat{TtI
D., за.мкrrута относительно ог.ера:цлй Ео и f сохраlrяет
все arteMeI{TI5I Ео - в сrднсле обычного изоморфизrrа. Не
гýвориь.{, что doml - пэдмодель ,rl, тах как ана мохет
быть и пycтoli.

Приlrедем ll€к()торые (,пределеЕия из [1}.Пусть ф(i) -
бесконечнsя формулs. Е (т.е. форчул& в лсгиrпе, в кото-
рой Kporae обычвых опервrрrй допускаются бескоrrеtlныс
коtlъюякIц.!и и .цr{эъюнкlии). Тогда квшrторный раяг ф,
обознr,чаемый q(ф) и являючrrrйся ор,q,!налоri, опреде.'rя-
ется та,к:

ф атоrrарная Форхула + qr(C) = 0,

q.(Дct) =q{VcJ) =вчр{qт(ф5): d € I},
j€I iCI

с,(.С) = qr(C),

s((Зч)С) = q((vт)ф) = q(c) + l.

Очевидяо, что для всяхой обычной кояечноfi форraулы
ква.rrтэрньrй равг Tt oKG конеqев.

Пусть J, 8 - ходсля Е (т.е. r.одели сигrr!.тJrрц
Е), t € N. Тогда / =t 8, если для лrобою С - бесхо-
нечною пр€длохенrrя Е (т.е. предлоасевия сt гнатурн Е)
верно: если q(0) s }, то J F а
эа.rrо; j =r 8 t+ с},ществует Jo 2...2 Jд - прrвяльнrя
цетть из |.{| в l8|, соrраt{яющ!я Е. Пусть тGtIсрь Е консчнrя
сигнатура беэ фунщrrЙ. lltrfi. 0уд.т поБцrаноr что в т.,
ком случае х!Jýдое бесюнечнос прсдлоrсение Е юнечного
рiLнга будет аквивалентно ковечноraу предлоrвеяию тоIю
же ра.}lга. Тем садrьul понятие .,l =r 8 цo:rcro опрсделить
только череэ кон€чнъ!€ предлохпенияt и а!Gивал€нтность
с суIцествоваIlиех ц€mi оста.rrется верноfi.

Если ф(а) и ф(i) бесконечяне Форr.улнt тз будех нь
эtJItать их аквивалентными, если в любой !rодели Hr лю-
бых наЬорах зна,чсния этих форх!rл совпqдают, и rmсоть
ф-ф,

8 t" 
'. 

В [lI докл.
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ЛЕММА L, Ilgcttlt Е -- rохсчхсл слlsхвmура бсз fuхrцъ ,

iu' - хсrор псреленхtв, ToadL

1) illл. lюбоао " € N сущrсmdу?m ltuш. rоr.aчво, (а mочх0-
сrъьр lo еtоtо влелmхо оmч) чцс.о ЕовaчнllЕ форлуl ф(t) сьzt+о-

mург" 2 mм,w, чrпо qцф) S П,

2) 'оu оurоfl ф(i) - dасrоrсчлоl| ýорлуlьь Е mо;оtI, чmо
qdC) S ll, tr € N, суr4есmауrm ф'(r) - Еоrlrчr.ол форчуlв Е
лпвзсг, чmо С(r) - С'(r) u qdC') S n.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО, Для доЕ89ательства перв<rй ча-
сти нуrкны лишь длияные сиt{т&ксичские выкrts,lци, по-
aтoray yt(&)кex только крЕтвий путь: пусть ф - конечяsя
форr.ула, Ф - ее подФормула. вида (3о)х или Pu)1.
Тогда ато вхоr(дени€ кьантор& (3u) или ftч) в форму-
лу ф наэовеrr вхо]хд€нием уровня &, если qd1) = } , Пусть
У = {у.rуr,.,.} - нех!,я последоватедьность rеременt{цх,
не пересек,lющlяся с 

' 
. Тогд& по индукtц,!и нетрудно до-

Еазп.ть lpa утвсрr(денияl для даяяого а суцlеств)iет лиць
конечяое (с то,lностью до аквивалентности) число коне.;-
ннх Формул Ф = ф(а) яsыка Е таких, что qг(ф) ý в и кь-
:rс.rq,rfi кввнпlр уровrlя fr в ф иrrеет вил (:Iy} ) иrlи (V.71), ;l
ка:r.дая У(й), у хоторой cdC) S s, ахвивалеllтна. HexoTopol'l
Ф(Д) с таr.иrrи свойствами. Из ат<,r.сr первLя члсть будст с
очевидностъю следовать.

Вторую ну?кно дока9},Iва.ть влоаtеяной индухrц;ей ,

по п tl по слоrfiности С . IlycTb z = 0, С(r) ,- бесконечяO,я
формулr, т!fiая| что qг(/) = 0. Иядуr.цией по слоrtности
d дi,rкаасеrr, что она Ёхвi{вплевтtlл tкочечноfi. Атоrrорная
формулL коt{ечн0, по опредёлению, ра-rбср отриц8ни8 tt"-
с..lо2псн. Пусть /(5) - Д С;(е), тогда для ка;хдоr.о i € J

'€Iсуществует ф!(а) - конечная формула ранга 0 та.ка.я, что
Сi(d) - Ci(r), по9тол.у d(ё) - Л Ci(r). Но консчнt{х фор-j€I
мул раяг& 0 конечное число, псатсму бесхонечн8я кон1,_
!JчБti,!tя У. фi(а) выроа<л&ется в хон€чную. Анв.trиз случая

l€I
! ф!(;) аналогичсн, и подобныrrи рассуrrдсниями otjocнo-

a€J
вываетса переход ,l :+ п + 1. Е
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В дальнейчrеrr под Форraулшдя будсrr подlrsуrrеввть
лицrь _ юнечнIJе форLtулн. Если ,Ч - rrодель 2 п А9
g PdP, е € N, то назовеll А определzхыlr в lИ, есля оно
совпада€т с реализаrцlей в .&{ неюторой форrrулы Е, и
нера.Sличиraнх, если любlле lpi его элеraевто яерi:lличи-
lrы, где под нсраэличиliостью друх нйоров а и t пони-
иастся (,М,а) 

= 
(Я,Б). Если ф - форr.ула, то фL - ф л

ф' = -ф, Счит!я| что С = С(r),' = (gr,...зr), полоrФrм
Сr(И) = {а - (о1,.,.,с1) € l.M|r l;и F 

'(а)}.значок 
ý1 бу_

деrд прпrrеЕ.Егь для обозначеrrэrя хонсчннх по,ц{ноrкеств.
Пусть .l/ - чодель ,} ;Ч - ходсль Е, i : JY - i/ -некал функlцая. Вудех rэворять, что fr сохрrляет опреде-

лиtiость в образах, ссли для любого .l{ ý ЛI}, опрсдсли-
rrom в .i/, обраэ [(,{) опред€лих в .Д,{, и что Ir со:rравяет
опредслиtaость в прообраsал, ссди для лrобого rl ! .i/r,
опредслиrrого в ,}l, прообрrз lr-l(,{) огределич B.i/'. Ву-
деr, нtsыватъ Ir спеrlrrальнrдrд влоrкениеlд, если /r инъех_
тивно и соr(ра.няет определихоегъ хвл в обрrэвх, тшr и в
прообраэах.

ЛЕММА 2 (об опрсделихосrrа rrрообрuвов). Дgсmr с
ч Z - 0ое сuruаfпgрь. бсо ýухпцu, ttl ч h| - доlоаъ о ц Е
соаmоеmсmвс'rхо ui l JY < М - чхarrччr. Еgсml, Ealce-
0ll lпбоео Е" g., Е 0п С N с!цесfпо!аmdо Сr, u rа € N
mвзuс, чпLо e.crt Io ý... ý Ir. - npaau.Dr.lt qcnr че ЛI о ЛI,

соgрвl€пtцч оф mо еущсоmе!сm 4 g .. . g I] - прсав.rrяол
r4cnr чл Л1 о М, оозpвlяюцч 2о u mвtu, чm0 aсaц l € I-, по
хв Oоtrct mаrое !' € I:, спо f,oloIr-r 9 !'. ToBto h Gоsра]guп
олр сё elulo сmt о пр о обр асв.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А g М' п ф{М| = А,
Пусть Е" - яэъ!х С, в = s{C) и ,оrm Tа. п.рi, которая
существует для Ео,z по условию. Число форrrул язrлха
,о от :t TDKalx', что иI хвшгюрlrъй ршrг нс болсс ,т юн€ч-
но, и пусть ато i.(а),.. ., il(i). В хачсствс ф.(;),...,Фr(;)
Boэbl.c}t некоторое упорядоченя€ хонечноr! хноr3aсгва
{Фj' л... л Ф,q : (с.,...,с1) с {0,1}t+1}, Пустъ I - {d € t0,...
...,&}, 9;,е(iГ) п В ,l 0}, гдс 8 = 1-1(r), 'r x(а)=
= V Фr(Д). Тогда В С хс(Ф. Дохчrссrr, что 8 = ха(Л.

i€,
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Ото и дrдт н),rýное. Пусть а € хg(Ф, толда суrцествует
i б r тахое, чтo а € ф ;r9 (.l/), и с)пцествусrг б с 9 тахое, что
Б е Ф;, э (i/). В этоrr случа€t очевидlо, (.tlf| g. , а) ='
r:- (.iflco rl) }tr слсдовDтсльно, сtrrцзствуст I.2 ...2I* -
прrэилыl!я цеrь и9 JV в ЛI, сохршrяюцl!я ,о, т!rс!я, что в
J- сlrпlсствуст f со свойствох: i3 иs dоml и l(a) = Е . По
условию существует 

'; 
Э . . . Э r| - правильвая цеrъ иэ tlf,

в JU, соrршrяrоrц!л Ео я с ухаsаяныrrи в условrrrr своf,стъь
uи! и9 чсю слсду.т, что (,И|в_., Цб)) Е' (И|ъ, Ц6)), бе
€ а + Ц6) е А + м F d(Цф). Есля,}l F -!,0(Ца))l то
вхвивrлевтноgгь наруша.тся, поэтоцу Ца)€Д и а€а,
Hyroroc доrrr,з!яо. О

2. Построаняе стаrrдартrrой raодэли с опрaдсленtъпaи
своfiетвахк

В этоfi чrсти работr* будст оrпtсrнr конегр}rБ-
lцa;tl culJcл вотороfi strtлючзв в теор€rrеi эавершьющеfi
раsдсл, Фrлтичзсхи онl ЕоSволяGт цrи ухrsанвъ!х ня?Бе
огр!яичеr.иях, (довольно суrпествеrпrых) строить uодели
видв ,ДР, 'поIо:rýaс' но rqд!янь!с обнчrце ходсли,

Пусть Е - счстьrй яsщк бсэ
лов, JИ - ФIстная чодедь Et

сиl.во-
, = {qý'o ), g!o' ), . . .

...,Ql"),...} - иr. нсюторЕх прсдд(lтных
o,lvl = М|6,-Е\сtiuводов. Полоаtrдr

пу* {t{'),u{'),...1 и 1{Со+l),л{а' +I),...}

кtпlыс сиraволц, нa входлtgirc в Е, полоlоrrr Е'
u{4 : i е N} U {& : i е N}. Для с= 0,1 опрсд€лиr.

= iu
хллсс А.

Klt( кдr.сс ctl€Ttlt{x' rrоделеfi J языха {Д : i € N} с т!ýиши
своfiствцlи: 4( - Lal, 4t с lYt, lф\Zitrl= li зсли c=Ot
то П f =0, ссля с=l,Й l П 4Д| =t.j€п a€х

Определих тепсрь raодель ,Ul'яsыхr Е'. Для хаlкдого
n € N r а €;ll c., гдс if, _ |Л|, s!эед€t 9юеrпляр чодели
.lti иs ft, гдс cr0.}r0{ F -'9.(а) и с- I,} И FQ.(a);
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|/l}lобозне.чим ф и считвем: А:| пА!; =0при(пr,iir)#
* ("z, az), А"6 П Irt = 0 дя.ч всех (в, а). Полалвеrr

.i/.=|rr.l =MU U лz.
в€N

ае м".

Предrакаты 1] считаеrr опрсдслеЕtrыхи на Д} Kr.rc на но-
сителях ",l}, яа остальноfi части lrоцели опред€ля€м их
тr,к: J!l' F. -Ii(a) для л!обых а < м u i € N. пусть
(а,0) е (M')a"+r, тогда Л.1' Ь Л.(а,ё) ё (а € Mor и
0 € rlЪ ), [la. М слмвольi иэ Е считаеrr определенпыrrи Ksx
на носителе Й , Е.л, дl) -- предgrкат из fJ,a € (M')i\Mi,
то iЧ' F ,1Р(Е). РеализаIц,tи KoHcTr.tlT t{э Е, очевидiiо, Jte-

*tат в М Тем садrыrr ,И' построенс. По пострсению
*t g (Лt')lt п *1' -- счетнtя xодель счетного яэыкЕ,

Введеr,r след5rюiлýе обоэна,чение, Если у € if'\ill, : о
пс, построению существуют n € N и б из М такие, что
,и' ts л.(с, у). это ii, кот,]ро€ ,.ц{нсгвеняо, будI€ь.r

обозна.чать ха.х Ф(!r),л Если у С,l/, то полаr,вем Ф(у) = (у).
ЛВММА 3. Id да : ;Ч < J"1' - сп?r{8с.lхо, olo*cxl!?'
ДОБАЗАТЕЛЬСТВО. Множествс М определиrrо в .tUl'

формулоfi -fl,(r), я и9 этоrю с очеви.цIlостьк) следует со-
храяение определимости в обр8зах: достlточяо огра.яи-
чить квантэры вg -?Ъ(с), и дэбaвить .'?Ъ(rl) для всех свс-
ljодных переtrенньдх t. Для док:ц}ательства в другую сто-
po,.iy приr.еним лемrrу о5 определимости iIрообрв-"ов.
Пус,ль z С N, Ei ir Е'. Полоаrрrа а. = Е] П Е, } =
= mrх{Ё': ?I, € Ei}, l = пах{{'; &. €r;}, 7 = miц{{ёr i
n S Ii, п = (t*l).7-1. Лока.эrtсч, что d. и m - то,
чт" тре3ует.я в условии деr.rriн. Пус,гь I. Е . . . g I- --
правильная цепь из i/ в -}f, сохрrrrяющ!я ,о.

Предварителыrс д;tя дьняыr } € N, сl,t2 ( {0,1}
зs,фихl:ируеra какой_нttбу,Ф спссJб биехтивноm отобраrсе.
ниrl /rr.,, a. , Яal -, Ас2| где.'lс, € Ati, сохрrrrяющеr о
пре,ц}tкаты ?b,...r?i. Под фиксировавностью повиLIа.ст.
ся то, что i!!r, a, ведет е€бя о.4,rнrково относительво вспх
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Ц, d € N! дл, дцIвых kre1 п е2, Ероме тoю, будеrr c.rr,r-

т8ть, что Irtrr6, для €l = €2 является rаsочорфиsхоrr .,{с,
n Лсz - 9во приrrо.aЕ{тсЕ в б}.дуцеra.

Построиrr теперь нуrкную цепь. Пустr, t е li,i S m,
Пусть io из domfr l S |, |a"l * с1 л 51 - l(lE6). Поло;оrrr
У" = {у < М'l lvl'ts Л,(Э-у)}, Yr = ty e М' z tvl'F Л.(ar,
g)}, тогда Yо и И являются по построеняю JИ'носитt-
лями HeкoтopEtx rrоделей t{,9 iф и ЯбI соответственно.
Поло;rоlrr lалп = i}".6, : Yo + И. Kpor.c того, пуеь
ili = {r, € iJ'\ilf, : не существует п S J и а иэ М такого,
что 

'i' 
F l%(4y)}. Тогда опрсделяr.

l'= Iu U !c.pult!y;
,} s lt |r.| = с.

f" иэ domj

Далес поло:rrrtrr, Ij - {l' : f € I;} ддя j S m. Лсгко
вид.ть, что всс f ' раsноэнrчннG фунtсrrих иs rlt' в /lJ',
сохроняюццrе Е! . Kpoue тоI\о, верно свойство / ý g +
+ t' g с', ,t по поегросt{ию I; f . .. ] I| . Но, вообщс
говоря, :ц)авилыrой цеrью uгo еще не будст. Чтобн
получить прlвильносгь, для d = 0r. .., в ttолоахиx

(d+r),-t
I;' = UjJ.r ц,

обра9уя цепъ 
'; 

Э ... f 
'; 

Дока;tех, что она будет
lrрrзильяоfi цgъю иs iJ' в rlf,' (про coxpr.rrcHиro Ej prce
сказано). Пустt l' € 

'br 
+ сущеегвует ! т!fiоеl чтю

(t+1)., S. < (r*2).rи f е t3. Пустъ нское 2е м'.
Рассrrотрим случr.и:

1) а С i{i +, € dоЕf', и док!sь!вrть нечепо,
Z) l I Mi + l0(z)l < r, !t t(z) иэ i,f . В aтor. слу-

чаr, добsвляя каяqд5rй рц, по о,Фrох)a эrеuевту Ф(:), чы
вайдсrr g € r1-, тахое, что l ý 9 и О(з) иs domg. Тогд,а
l'9g',эedoBg'яg'eJi.
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Поисrс g' € 
'; 

тr&ою, что , € iцr' проп9во.Ф{тся щtало-
гичяо. Irукrlя tlQпь поGгроaв!' и всб доБ!s!rrо. tr

Пусfь для , € jt '

6(з) =
-1, если -li,(r),
в, если Ii.(r) л -l|..r.1(:),
ф, есд T.(r) для всех в € Ni

-1, сслп rTo(r),
*, ссли сучцсствуст 

' 
тш(оGr

,*то Лl(а, z).
,(r) =

(d,.,.,/r') iTI:l

м. ТозOа l ч
о М',

форrrулв Е' тtлlя, чtо .l,l' F С(/) Л
eцle, что срс,ца 6(/r)r...,6(/.) ват о.

-d(/).
Тогдr rфрцула

;]
{(t) *'(3п ... Зь)(Д tЛт(уl; (з1, и) r Т5lr11 (и)r

a=l

Л.То(уi) + 1 fu )l Д C(Sr,.,.,e., YL...,Y-))"
будстрrsличвrъ/иJ'.

Пусть тспсрь сре.оа 6(:t),...,6({) сстъ Ф, rl пуеь
J= цr.х{|'е N: J'e {6(l),...,61У-)}илиUl, вхо,д,rт в {}+l.
BrrccTo тсr Jir у хотэрrдr бИ) = *, эо9ы.ц дlуrrас fi ть
Е..| чItо т(fi) = т(у!), r(fi) _ rfu} и 6(fi) - I; шlалогиtlно и
дла g! п ff. Обхсн rrсеr!.r.и yi , fi 0удст rвтоrrорФrшоI

ff' | у \ {П, Zl*r,. . .} ' 
яс яrрушLю!тrr. прс.Ф|хtтд

!1 u руrшt юuпонснт!i.и li OQ) от этэгэ неr..rqду
п9Iat tfгся, l' сятуцgiя всрн.тGя Б прalъaд|щсl.у случDр.
В o.gry сторову доБцr!rrо. В другую довtsrвсльегво оо-
Bocш проGво: rrустъ Л' F 

'(ф 
Л rФ(5').
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Тогдt форчуло

{(i) - ,(ilE: . . . !l5-)[fi Л164 (*, rr)Л
i=t

Дф(С11.. .1З11!11... r i.)'

будст рrsлпrlrъ l ъ l'. О
ycTaнoBrrB обцtй вид нaрr9лrчt чнх элсшснтов в JИ'l

неЕрудIо описl,ть эсе ralхсяхlльяIJa нaраsдич!'чне raнo-
,sесгв} в эrгоfi чодели.

Пусъ & е N, {4}.cN - Hatкl,l'opoe фrдr.rдров.Jдrое
воах ulýсtаl.tлъпцI нерцrли-
Если Trrtlrr цнождств ховеч-

HoG tоiсло| то сrтrуiцriя ltrlrb упростtfгся, поэтоll5r бу-
дец бI}rгtть, tтr.'o пх юлиtlёство бссrсонечно. Кахдоху
8| соответс:,вуст тиtt {Cl.;(a) , d е N} яsнхь En. Рас-
cxoтpxx lJr = {Фrt...rp-) 

': rrr € Nr pi = (&,т), где
di с N U {о}, ,yi € ll или 6; = -1, ?d = -1 для вссI

laпо еслиd=lr...,ttlиЕпт, - Ъ г!е с-1 = 1}.

ь :rl0r
}.

F € llr, то по clrroxy i лGrхо Boccтrнoвt Tb DTo Ic, хоторое
будсrr оЬsявчвтъ (р-).

Для хr*дого п€N и 
'CHri 

сtrитiя, чт,о f =
=(pr,...,p,*) = ((6r,Tr), ,.., (Ь,т-)), рrсоrотрпr Df =
= П {(zr,...,:.) с (iJ.)' : -rti,(з;) для j тrхого, что

dGN
бi = -L, T6rQ;) Д rT5, а 1(я;) лля i т!fiого, что 5; € N
п Ц(zi) для i т!fiогоt что d' =6явэрноз

в
(]д, ... ]а-)tД q,(а,,а) л 1S) (!r,..., д.L

,=l

гдз Л_l(з, э) - это rфрrrулв 's - .r'}. Тогдr лзгю видсть,
чт! 

'! -t(1,...,
в l,...,пи O(l) С 'Ф), 

6(rt) = 65,{4) = 16 для i =

Иэ лсчцrд a слGдуст, rfю это цно]вэgгво всрisличи-
чо. Kporre тзю, из rюсгросtlttя Btl.Фlo, trю оно зtдlaтся
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каfi перссечение определиlrых квоrпеегв, следовательно|
оно либо пустое, либо хцrcиuвльное нерrэлиtlихое. Оче-
Bиlolo тlJсltсr что ссшейсгво {DJ : л е N, Р е [_| Ilд } со-

reN
стоит из непересекrюцlrltся }aноrкеств. Дохшr<ех, что оно
похрцв!€т все (l/')". Пусть r =(rr,...,r-) из i1'. Пусть
р = ((6(z1),{z1)),...,(6(z-),T(z-))), r=rФ). Тогда f € rrr и
О(r) € (M')t. Набор Ф(:) леrкит в некотороlд халоlut.ль
нож нера:]личиraом ldнorrecтBe в .rИ'и это raнor{ccтBo 0у-
дет цслиюta содерхаться в if,r + будст совпадать с не-
KoTopHrr 8|.

ПустьЛ=(.ti)l и M'=(,la'lt - rdод€ли я9ыхов Ёи Е'
соотв€тственно, JИ - тtхое обогаrцеяие JИ до яsыка Е =
= iuс, что йlr:=м.

ЛЕММА 5. Idrr ; iЙ - М' - соrрвrvam olpeleluuocmt в
прообраэв,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пре,лварительно отllсти}r
оддrн фахт. Пусть "[lr - r.одель Е, 

',Э..,]I--прьвильн!я цеrпа иэ lЛ в lЛ/l, сохраняющrя Е, ! С lb,
d(n) - форхула Е такrя, что qde) l } . 1'огда, иэ ране€
схаSанного сл€дует, что (i/, а) =r 

(rr, 

'(s)) 
для лtобоfi ё из

doml. А Dто означlЁт, что f будст 'сохранять" Фопмулу
f, т.е. для любого Е из domf будст эсрно: 

'r 
ts 

'(а) 
{+

ё JVr F dU(а)).
Для дох8звтельства прихенич леrrrrу об определиrrо.

сти прообрlзов. Пусть Е] !12'uъl N. Надr нlrжно наflти
Ё" 91 Ё и rrl € N, уловлетворяюцirrе условияu леlrмы. Беэ
огрш{rtчеrrия обшностя xor(Ho считать, что Е| = (D: П i)U
U{?ъ,..., 7I } U {&,.,., п{} U iа,. .., Р,}, где R € Е' \ );', Д-тя
любого i = 0,.. .l t р€!.лиэацriя aР' - нехо" taахсим&льное

uнor(ecтBo в Л{', совпцдающе€ с HeKoTopъI}i
D ПустьЬ=еФ.),r.=((6i, t,r;, t ),...,(o;,щ,?;,,пj )).

Тогдь Р' = i: с (М'; 'lBi , ,1171

6(z; ) = f;; для j = 1,. . ., rц}, где
€в*
Bh

й 1@;) = 1;; п

- реализаIIдя не-

которог! типо язцка. S' в (iJ)ii. Поскольку Itly z Й ".
L.

- м' - спсtlrlальЕос влоrrtекие, Bfr - TaloKe реализация
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веБоторого тпцr. i 
" 

.,ri. Если атот Tttп тo clltlle-
cTBltcT форtaудо 0; яэывr i, &внделярrцlя Вц
всгл!ввьй, то судlсегв}rет Д е l\i таrсой, что 8 ,q -ry.

в JИ, если 
-

,li
Бсз огршоrчеrшя обц{ност:л шoxlo c-tltt,гaтb, что я9ьrк та,
tФrx ed содсрrýlтся в Е! П Е, и для проеDотý обоsвr,чский
буд€r. Еолаг!.ть, что ra и а € 

'\' 
определены для всех

i = 1l...,!. Крохе тоrэ, будеч считать, что qT(O;) < q для
всах i.

Полоасrrх i. =(r1 пi)U{f : j- 1,...,t}U{Q.: r=1;,
1зi
9,€
;со: п=(в+1),r+1 я m'=m*q. Докчавх, что ато
то, что требувтся в }rсловиях л€уxlJ. Пусть 1-1 ].,.
.., f 

'. 
f..., j I- - прrвильн!я цеtъ иs rlf в if,, сохрь

няюц$я Ео,л Точно т}rr ,(е, K}lt и в дох!,эатGльствс того,
что Idrl z ,l,i э *l'- спеtц.rольнос влоrtсяис, опредслих
tц,п лля t е l;,ao иs doml и п J J, saTcx ilii и J', обрь
зуеrr Ir9={l',,f е l;} лля jэ0,...rm.

Krrc было покl,5rно р!.tl€€, фlrнl(Isfя иэ этоfi цеrпа бу-
lФrг рlsнознiчкцraи и будЕ сохранять Е! П Е'. Дока.
,tell, чtго 9то будет в€рно и для ft, при даrпrоч i. Пусть

' 
€ (М')'Ц, ! вs dom.f', l' е ti u Л,r' F Л(r) (вариаrrт,

когда .И' F Л(r(r)), рассt i.тривsэтся r.rrалогrrчrrо). Для
любого ,€ {1t...rrna} верýо нсрrэенgгво: 7(z,) SJ+

t, t S j S уц}. Вудеrr TrroKe Фlитать, что еели
тоrýl..Дrлее, п;lсть г -Еах{с,: r l J}, поло-

+ r(r) |тБ

o(z)) =,(Ф( ). Оунls+ая f, соIраняя
t(
fi

,)
и 0i, сохраняет и

Ф(r,(rD й

в] о(r) € в , поэтоuу a(l'(r)) € Bfr u 1(t'Q,\ = 1Q,)

domf', по построенкю f'(
,)
h

'}i 
,

'}dдля 1 S r ( rц. Осталось покл9ать, что 6(з,) = 6(l'(:.);
тогдt буд€т док!srно, что l'(l) С .ф'. Еслв,, € М, то
l'(z.) е м и р!в.нбгво зерно. В д)уIэr. случr., пусть q =
= 1(:.), топда Qc с Ёо и 

'{ 
F q'(Ф(r.)) ё И Р Q1(/'(O(z.))),

иs чего следует, что ,, п€рево,в{тся фунrчиеfi l'в l'(:.)|'с подaоцIъюИ hf,,o плп f,f,r, юторые соIра.tlяют все t], из
чею следует Hyr(Croe. tr

Пусть .lf - rrод.дь нGЕоторою я9нха Е, Ео S Е и
Q(') С Е \ Е. - пре.Фlквт. Вудех Hal]IJBaTb .го rц)ость!ra
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отвосtсгельно Ео в l/, если Q/ предстrвшr в впде конеч-
ноrэ объе.Фдrеяия нерцrличиraых в .i{ go хноrкеgгв.

ЛЕМ_МА 6. IIycrM осв_ървlttзвrrl Da чr, n ocrrв оmхосцrпсl.-
хо Е в tyl. foric ldy z М -. *l' coaparlrcm оъроdоlчuосmt с
обраэв.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку .if, отrределиrо.в "L{',
доеrвтоtaно пох!sоть, что реiлиrацIоr элсrrеятов Е B.}l
опрсделиuы в JИ' , Tarc кrдс нrвецtиваяие хваяторов будет
очGвли.шlыra обр!ýох соr'раl{ять опрсдслIriость. Элсхсн_
Tbl_. Ё опредзлишн по посгроевию. Пусъ Р е l \ Ё, тогдв
РЛ -"реалuэа,I$rя неглrвноm типа и9 Л и, посс.олькlr
Idrr :;Ч - JИ' сrrеrрrальноa влохевие, реiлиза.цr4я тrJоfiе
ясгл!вяоrrо типа и в tvl' , пэ чеItо слелует} что суIцеств)r-
ет Р е У \ Е' тlлоfi, что (Р)м' = рм - 9то даст Hyrrнoe.
Пусть тспсрь Q. Е о п QY = .llt U... Ullr гдс Д нсрs:rличи-
l.ы€ liHo2KccTB! в rЧ. Кахдое r$ rrожст бнть дополнсно до
& ] ,tir гдс 8r g ifo. и Е мrдссиlrольвоG вGрtltлrr{иrrо€
в!a( в 

'l, 
Tart и в ;И' для j = 1,. . ., Ё. Суzцествуют llj Ts.

кис, чт9 В; = Bff,i' ; полоrrс,rц р = ((со, п)) и Dj = а'a . тогда
для хlrlсдопо i = 1l...r} raвornecгBo Д либо тryст.ос, либо
raiхсяraально€ нерigлчциraое. В после.Фrец случаэ оно рс-
аля9rtц,tя либо гл!.вногоr либо негл!вноr\о тrлпв в аЧ', и
rц)и любоу вари!вте сущесгвует di(y) - форцулr 

'' 
т!.

}
!Фяi что С;(r{') - Di. Пусть ф(Д) ='(1,)(Л,(rtt)Л V Cr(y))",

a=l

тогда л.гt!о понятьi что ф5(Л') = Qf , и llуrкное до8а9..
яо. tr

ЛЕММА ?. Всlч Тh(,9i) cmorxcr, mо u Т\(М') похс
аlпо8хч,

докл}лтЕл ЬСТВО. Пусть TL(.,V|) атоrrнrя. 3rдrе_
тиx снiчалq что есл!i (фрцулi /(!) язъшса 8 таховl, что
ф l(|l') uэ М и нс пусто, то под нсй сстъ iтorrнrя форму-
ль Отo с очеви,Фlостъю следaет я9 спецЕальности вло-

форrrулв Х',
M,ts ф,{f).
DJ, п 

"уще-

lхения. iIусть т*перь ф,(z) - произвольн!я
реaлизуюtцаJ{ся э MJ,, и f цs М' .r!.tgoв, что
Тогда Р принOдлсrхит Hcвoтopoxtr непустох!r
ствуст форr.ула d(r) таt<rя, что 01(Л) = DJ.
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С(r) = 'й(r) л 0(z)". Вулсrr ФlиTlтbr что !" =(лi,...
.,.,дi,уi,...,!А), где вцtIолняются -Т"(дi) и 1Ъ(уf), и что
О(f ) =а'= (ri,...,13,!i,...,i{.), Полоюrх

ф(с) - '(3r1 ... Зу,i)[fr Лrlrд1 (а,,r,)Л

Д{(Л1,. .. rЗ1, Уlr..., Y-)ln,
где tЁ - (at,...1tjr5lr...ra-). Тоглв Фr("0{') - xнolкecтBo
rs rld, содсрхrлцас t(/), и найдстся }тохн!я в }i' форrrу-
ла ф'(С) тllt!яi что Ф' i ф. ОЬsвDчиr.

f'(.r) = 
D(3a1... 3а-)Щ Л"691 (ar, rr)r

Аф'(q1... 1 alli1,...,,,)l 
^'(r)'.

Тогдr. {' - d, l _ ф", u дttа эrверIпения дохцrатель-
егвl дрgгrт9чяо обосноввтъ, что ф'(:) tтоr.нlя форчулl.
Реrлизуеrrостъ очевlt Фlц Пре.щrоло:rсиrr, что {'(,l) Л {(r) и

''(r) 
л -€(r) реалr9укхгся в },l'. Тах жз, хr.в бнло обраsо-

ваяо ф(]D) для {(t), посгроиц фl(л) и {ц(а) для первоЙ и
второ* фршулы
ето буд;lт реrли:rуюtцисся дýък)нrсгнн. Форцулц, вкла.
ЕIв8rощ!|сся в ф', что rц)отttворечит сс lTollBocTta. Тсх
caraнш утверrrсдсние доrФ9аво. О

По.всдех тaЕерь rcюг н!дrtiх rюстросниfi, и сфорху-
лируех обще€ утверrr{денtrе.

ТEОРЕМА l. Цусtп Е - с..сrпвп, сt лвm|р8 бct $ухлць ,
о g2 - Nсзоmорос ttоi.дltоriссmоо чltра}чвсmншз otucoroe ,
.,}l - стаmхсr доlвltЕ. обожвччд E=E\cr *l=M|g,
й = (Йr, чЕа й rolBlt й, оdоrсqасвзrr сцдоо.uч {. о
паr, чtьобх fiлlв- ,9r, Eyctш rc*ld прсiшrсlв lп о t роGm
оmraосчrпrtar.о 8 о М. Тоriв с!цсслrlоуеm М' - счсmхoя. uо.
iаll счсmхоrю лrrrrс Е', обааlаюцс сlвёучцччч соо сrпослtt,
Дуспrr Е uE'- rзrсrч Й uM'-(JИ.'lt сооtпаспсrпссlttзо. То-
iа осрхо:

1)|м|-м9|м1,

Нетру.цrо понягь, !rго
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|ldч z Й + М' - caGqu...Ho, сrоr;сr.цG,
fl Idy : Й 1М: - спGччс.lно. c.o*grluB,
t) oclu Р с D\Е, mо еуч.сm;!сm Р € У\У mоrоф.зmо

рй -(Р)м',
r/ ccru Тi(iИ) вmоцхor. по Тh(lИ') rltor;c алюuхor.,
ДОК.l\ЗАТЕЛЬСТВО этоrэ нсrrосрGдствснно след}rет

и9 прс.ФrдrЕиr р адсуахдсяиfi,

5. Тсория, яс rrlеюц!я стr,Ед!,р.гнЁI однородкцх
ходелсй

Извсстяо, rrпо х!.rсдrя тaория tOa€Gт о.Фrоро.Фl)rю rao_

дель. В атой чr.ст,ll будет построен rрихсрt поtt!sцвак}.
чlяй, что !яrлогичное утвер:кдани€ не верно в проегрьн-
егве стандартнъ!r ходслеfi теория, Волес точво ато фор-
!.удиру€тся в следуюцеfi теорех€.

ТЕОРЕМА 2. Суцссrпоусm М' - счспхв uоdоп счrmяо-
ro лrrз:с Е' ,повdr, .сrno ТЦ(r{')') ,.з цJ.rarп оiхороiхrrз сmсх.
iсрпвшз оrпraоGчrпGllrо Е' uoDBlo&.

Докаsrтсльсzву этой теорехв, т.с. постросвпю таюй
ходели, посвяtцсн весь 9тот рrэ.ц:л._ В Hcr. будет опреде-
лсяt lвecr\.pxa уоделей (мrм,мrм,м',r|l') u соотвег-
ствуюпц,rх я9ь!хов! связsяяыt rrеяtдl собоfi пеlм ,(е coolt\
ноtцGнияxиi что и в преrнд}rщеfi части.

Пусть E={t, t: [0,а[_{0,1},[0,rIS N, в20}.
Пlrстrой элехент Е булех обоэвачать чсрсэ }. Огредслrrrr
Е.={сСЕ:|с| =rв}дляrr G N. Чврез Л обоgньчиrд

{l: l: N - {0,1}}t чсрсэ D - по.Ф.но:iýество Л, 
"о"rо-ящее и9 тсх Фунrýц,tfi J, лля xoTopHr с}rцlсствует а € N

тrлое, что l(T) = l(B+i) для любого i е N. Для Dл€llсн-
тов Е и 2N обоsначевие f; соотвстствует l(i), ll. - lk .ц.
Если f С Е, то чсрсэ (с,0) булсч обоsначlть / € Е тахос,
что, сслrl lc l- r, то l/ l- a+r, / l.-. " /. - 0, а,rrr,ло,

гичво (c,l). Опрсдслих i - {H(2),ýj2},ýf"),.,.}, :=iuc,
где , = {flz)}u{Qll): с € Е} - сигнвтурн из пре.Фrк!.
тов. Построих тaпaрь raод!ля. Иs eлcrrerrToB D обрrsусч
,rрe шноrкссfвl: .l- {' € D: сущсств!r.т 8 е N талос,
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чтo i+. = l для всех d € N}, В= ll е О : сущеегвует
в с N Trxoe, что f.+i = 0 для всех d € N}. Для ясности
доr9воряхся, что Ди В солсржlт не са.rrоrэ D,
,. неюег! епо аюеупляра, нё п€рgсекаюцlегося с D. Через
Do u Db обоэньчяra дэs д)угих ехSеtaплярa D, череэ
I[ - некое ;Еухалеrrсtrгное rrHo:KecTBo {сr 6}; М = iUBU
UDc U Dr U II, гдс эс€ элсхснтц объс.Фlrrсняя н€ пер€с€к!.

Hu Модсль .iИ сигяатуры Е построих xar< ае обогаrцение.
Реалязаrц.rи fЛ g r х Dc U8 х Dl,.M F Р(э,у) е а и у
совпr.дrют xrrt фуннцrи иs N в {0,1} (будоr обоэначвть
вто з = у). Фаltrт,rчеcrtr.r ,F - эт9 фунtсц,tя uэ А в D. п пэ
8 в Dд, предстlвляющая собоfi тохдествеввое влоr!ение,
пов$оr.у будех в дi.льяеlttдеra !rпотреблять обоэнrчения
вида F(с), imЛ и т.д. Далсе, Qf g i U в, ,и F Q.(r) ё
ссли ,r =l с |, то l |.= е, Ql'l = 'Ua. 

Модель rL{ построена.
Для ясяости заuстиx, что i и 8 явллются фц(тичесtФt
9Бзешпляр}ши иrэествоf, "ветвяrцеfiся" тaории, для ютю-
рцх нет типао хоторъй рвалиэоввлсi бн в обоих o/oloвpe.
ч€нно.

Обраsуех rrодели Л и Й в соотватствшл с обознвче-
яияr.и пр efтJ/lr"rt"no рцrдсла.

Исследуех тсперь определиxце rrно]кссгв. в ,Й.
Введеrr форхулtл: 6(з) = '(ilc)fl(z, в)', Т(а) = "(3z)Il(z,з)n,
цУ) - "(зУt)й(J, J1)'i чсрелз G,Т u R обоэначиr соотвст-
егвеЕно G(М)| ЦМ) и ЦЛ), тогда G={с,0}, ?-А U 8,
n=D.UDr. дlлсс

ýj(уr,и) ='ý.(у1,9) Д rý.+l(yl,и)',
У*(91, 9) ='(Зу)(ý.(у, yl ) л ý.(у, и))",
Y.+(yr, и) :-'У.(уlr3l2) А -rУ.+I(yrrи)',

И(ar, аз) = '(3:)(fl(:,з1) д IJ(:,az))"

- все Еm Ррlrулн Ё.
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" ЛЕММА Е, fi;ат,iч ýорuузс /(а) rсшrс Ё eBeaec.rлlmlr о
JИ rохачхоfi EuarrBrquu фор*уl оvlв:

т(*)лfiс(ц)лДЦUj)лл
iClr jСIr

-1w.j.' (lt, Uj) 
^

fi н6?; (и,чi)Л

iErr

л

л

л
(i.r)€K! (d'r)€Kr

Д ýii.,(ц,ur)^ Д yйj.,(!,i,uj)^
(;.,l)€Kl

л

(ili)€Kr

fi (и=о;lа fi (o;*u;),
(i'l)€Kr (.'l)€Kl

лёс, ccltt чз(ч1,...,ц), mоr1 U12Urз = {lr.,.rr}, IinI1 =$
npuif j, ci; е {O,th t - lцбо l, aalo пусmо, ч J(; - rccruc
{No*ccrncl пвр uхOсзсоо, оо*о*хq ltlclпrл'c,

ДОКД3АТЕЛЬСТВО. Полнос дохц! ате льство отоm
сво.щtтся х raеIlничсскоliу псрсбору эDрп!ятов, поarпоralI
укаrксх лишь хлtочевые raоцеFгн. Введеrд по-
нятие: если frg €
ДЛЯ ЯСВОСТИ: .,}l ts

, то l =. g, ссли f|. = g|.. Отчетиrr
Y.(l,c) {+ U,g е Do пrlп t|g € Dl) и

l =. 9, форчулl ЦU) v G(U) v ЦJ)
в Я, rý.(rь u) - rf(ч) v rT(u) v Щrr) Д Що) Д 1!'S,+1o,,r11,

d=O
!.налогично для -Y.(r4 u).

Невоторая слоrGность во9нихrrт лишь в Tol, сл!Еrr.е,
когдl uы Hlвcttttaв!эx Hr, форtaулу KвsttTop с перехеняой
с индGхсоra и9 Ir. Рассrrотриrr н!вецtивrяие (3u), послс
очеви,ц{нI преобраsоввrrий и отбрасцвitlrя проегtJI сл)r-
чraв зqдача сво,Фrтся Б ш|iлиrу форхулъ! вид!.:

(зч)[а(ч)п Д si (о,ц)л Д |Ъ;(о,!t)д Д(r+цI.
i€Lr j€lr d€lr

Если Ё=mrх{rr6: i€а}U{rц: d€b}, f - решсяие для
кваяторr п g 

=ь |, то 9 - т!лria р€цr€нис для квенторь
(еслп | п g л€r(lт в Do uлп й одяоврсхснно). Поатому
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чsсть Л (r'* ц), кесуцlественнq fаБ Бах число реrпений
d€Lr

квrнтора бесконечно. Да.лее, sа.rrетяrr, что в .iИ верны
Dхвивалснтноеги таfiою видl:

прив>m:

,{.(u, tд) Л B-(u, и) - zt (v, ч1) д C.(rr1, r9),

Дf (u, rrl) Д B-(u, rи) - ,{t(u, rrr) Л C-(ur, rrr)l

тц)и ,ъ > m;

А(0, Ur ) л 4(U, q) ", ,l.(ч, t1) д cj(B1, r9),

i|j(u, Br) Д Bj(u, ч1) - tj(u, в1) Д С*(.r, ч"),

.f(u, ч1) д 8f(u, gо) - lj(u, t1) Д C.+r(rrr, rи),

где zl, В - прои:lводьны€ алеraaнты re {ýrУ}, а С опре-
деля€тся Tate при l=ýи В=5 С=V, А=SпВ=V*
+C=S, A=Vu B=S+C=\A=V п B=V+C=
= И Приraеняя последовlтельно }гя эквивlJtентвости и
выrIося эа кв!.Егор лtltдt|1l€ чiсти, uы сведaч форtaулу к
o.ФIot )r lir вилов: (3u)(tr(u) Д ý.(ч, в)), (]u)(П(tl) r ýf(u, ч))
или (3u)(i(u) Д Y.'(u, t)), r иI шllлж, тривиален. tr

Отвоцrснис ва фунrзцrях t *n g, опредслясцос
рrвенсгвоr. J l-- 9 l-, ,т с N, xorýlo if,тз
.руххсстrrнй прqlgrБат нr D я на ý, прrчех на fr при

''r z п оно выроrqдrдтся в отнопtеняе prBcHcTBe. Говоря,
что яек!я Функция соtрrняет Dто oтt otletпie, будеra под-
рц!уraевrть, tsго прсдFоtlт с€Iрц,яется в сraысле обычною
и9оцорФrr9цt шоделей. MBortccTBo ul g D буд€ц н!ýцв!.ть
pe.Фc,trat если для льбого € С Е цноr(ество D'\l бескоя€ч.
Hor где .Ц = {' € D :l |.= с}.

ЛЕММА 9. Zyaar t € N, {сr}l.ц g {Dr}reN - 0ое по-
ololo о atпaalвo оrпч raа!еxллло a D со cz оЕсmо auui дхо *оuпс о

чаеtлоо за*Oоб чr rчз pciro о D, 0м rлбr:з i, j € N scpxo.,
cJ = oi .Ё ft - бl; i.' lлбв vъriri € N, cclu ,rr s nl mо
cd =й cj Ф Ei Еь bi. ТовОв с!чесm.!сm бuезцt,' t ; D - D,
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лоmорч соътаr{am оп',хоlДaнч =й lý fп = 0r,..r't ч fuCpcco-
iBn пзрауr посlсаосаmс..хосm. во оmоруа, rT.a, l(сд) = 0r irг
,Gс, } € N.

докАзАтвлЬСТВо. Для нrчr,л!. з!д..тиx ястrн_
ность о,4{ого утвсрr(дсвия, которое l.orкHo дохr.9ать ин_
д5под.rсй по lr (дох!stтaльство проводрtть не будеr.): пусть
z € N, f = (г-,..,r-)r'r' = (.ol...rri) - да нйоре але_
rcHToB Щ, ихеtоtцr.t. eBoflcTBo: для любн1 irj l mи & l в
верно: la =l ,j ё aa =l ,i. Тогда существует биеКцaя
h : .F,, -l Е. тrrсея, что i(r) = I п h сохр!.няет =r на .Е.
ДЛя } =Q,...,1g.

Востtольsуехся тспсрь }гиra фrrстох. PaccrroTpиrr по-
слсдовiтельность {сr|.}д.ц. Очеви.щrо, чтэ найдется
J С N Tarcoer что, если dЪ N, то c(+Olt € {col., ...rcrl,}.
Полоrсаrr 7 = (с"|.,.. ,, с1|.) и З = (6.1.,...,Ц|.) - нйоРЦ
иs Е.. Они б}rдут удовлетворять нуrý{ыra условиях, и
найдется /r: Е. < Е* Tarcoc, что Цсi|r) = D;|. для i J l и [
соlрrняст =r для } Slt.

Далее, для а!rсдого f € Et rrостроrra биaЕ.g{tо g2l D <
- D[('). Пусть {с;r}.aц - вое члснъ! посл€довrвсльно-
сти {cr}, лсJ;rrцrrc в D' (ссли и, t!онсчвос число, сrl'гуоц}rя
лиlдь упроегхтся). ПоЕ!r(сra, что тогдr. все bir для t С N
будrт л€rФть в DrG). Элеrrент cdr € Ir + сir |,. = €.

Суцсствует i € {0r...,l} т!ло., чго с1. |. - с1|., Тогла
sjr =rci и 6;. =r Ь;, п bil. = b(ci l.) = i(c), поетоuу
е5. |. = i(c) и С;л С DД(С). В сталу pc.qtocTrr послсдовц!.ль-
ностсй D! - DЕ\{с;.: *cN} ,,r О}(') -ДЁG)\{6ir:
} € N} - бссrсонсчrщс хяоriсство, и 8it, - cti, {+ еirl =

= Dla, лля всех ýrý С N, поэтоху нGтру.Ф.о наl}тrл биек-

rцrю g. : I)' -
лtобоr. Ё € N.

Если тспсрь вsяlъ 
' 

- U 9., то этэ будст, очсвидlоr
g€Е.

бисlq.g.rя D яа D, псреводящ!я о.цlу посrсдоватсrьвость
во вторую, Покэхоr, чго о:ri сохрtняст яt/rкloa отно-
пrсrпrя. Пусть ,т S ,t и , -n у, тогдо (gl.)l. - (yl.)l-,

l(c), для хоторой варно: 9.(с;a ) = 6;, при
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iа ЦаЬ) =, Цуl.) (по выбору Ь). По построотию
J(д)Ь Цдl.), отrtудь l(g) =- J(y). В обратную GFорову

авrлогиtшо, lt Hyrýrta бвеtgg.tя построея!.
Лсrдrдо докrsоrru О

Пустъ l : I)< D - бисrсция. yxrrпcr .Фi спо-
соба преобрrsовýпrя ес в биalqц.ttо яосl.тaля цодсли
jU ._ в фунlсlgп.r !' п l". }уrпия f' опредслястся тrл:
l'lл = t, t'lц = t, l'(a) = с, l'(C) = D. На, шttожествiх
t я В Фуtпсg,tя /'о.цrозвr.чно опрсдслястся условиеr. оо-
хрrrrеrrяя F.

_ D., l"(a)
- 0, ,,,(6) -

fЛ опрсдслястся тrхl
= l(B) для любоm
а u tolb l'lB вrrовъ

l"(D.) = Dr,
, € D. Uдt

l'(Д)-
l"(c) -

опрсдсла_

йuэDtвъD,
(атот сrоrэол

rотся условпar сохршrеrоrя Л.

Лсrю вrrдрпъ, ч!о для лвбой f, являrощсйся бисrогl-
t' п tn буryт сохрцlяrь Н, F п Р

ввсдсн по9.Еlсс), coxpr,rrcrrrre ;с ос-
тальнtJ, пре}Фltrrвов будст srвиссть от Br*6opr l. 3шrс_
тиц лиtдь очеви.ФJfi ф!хт: €сли f сохравяст на D от-
ноцIенис =п для п € N, то l' rr l' со:рr,rrяют прс.Фlхrтн
ь.

OTrreTrrш, что дрtlн!я конструrсrц.и в oсrroвBox нуrlс-
нr б;rдст прr'r рtссraотрaяl'rя сдздlrюц€r\о пряracрч в хо_
Topora raвожэегва Ап В оглиtIDкrтся ог дtЕннx' но при-
вaдеtltlоa вЕIде оrц)едслениз fr и f' дословно Tlrз :lr,a raortь
но Ерtlцсtlti!гъ п в Tota прпlарсt уtс!ýцrнце своfiства прп
Dтora соrрц:ятся. Поэтоrrу будсч польsовrrъся фрпзцая-
uп f'я lП u в буд/щсLat вс lrпоrarн!я о рtsлrtrrяI стrеtцr-
lльно.

Иссле.щrеrr .веперь я:rtJt( Ё. Для с е Е полоаооr D| =
= {' € D. : l |.- q если n _l с |}, хноассство Pt опрсдзлих
тоfi ;сэ p"(g" ч) =
= {ý.(qч)
еМzз Й

: в € N} - rrвоri(ссгво борrrул Ё, Р= {ff,c)c
доfi с sr.целrоfi а нв 6. Пусть

F p"U,c)}. Тогда Р - {(l,g) е D.xOluД xD. :

t =с|,ЛЕММА l0, trItло*ссmоо Р - рссr'u.ачч Nсrl'а.flоrо murю
Ь, ой.
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ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Похrасеrд снtчrл!, что Р - вс-
раsличиl.оё uяойJесгво, т.е. для лrобых f'r g'r.fr', Уr, зсли
a=(l',/) €р п ii-(!'',!'') €р, тo (*r,с)=(ri,Ф.
Для этою доегrтоqно при любоч 1 С N посfроtдть би_
еrв1r{ю i l Ш - М, TlJryto, что }r сохраrrяст сигнrтуру
{fr,So,...,ý.} и i(е)=Д По лсчхе 9 сlпцсствуст Ь: D--b
T.tioc, чтю i9 соrраняст =l вrDдля 1_ 0r...lrц b(l\ - !'
u hо(g') = g!', ВоэrlоаqlЕ.Фr варицIтr: /'и f" лсrtат э од-
нош D1 пли D1 uла о,щlн иэ алеr.ёнтов в Dn, а дlугой в
Д. Вэяв в Есрвоц слуrас Ir|, а во Bтopor, f,!, rrы полlr*оrх
нrrкную бrrсrqдию. Тсх carrHu Р - реалиэаrддя нскоторо-
ютлапоЕвл.

Докалсех теперьt что Р ревлизаrgая неглавного типr.
Пре.щrоло:киu, что ф(ч,ч) - форrrула i тrt ая, что dc Р е
ё i F С(ф. Пусть в = ma*{rr': ýrl BxorI}rT в /}, paccrro-
Tpr,rx биаrпцаю hl М -+ М, таtrую, что i тохдественна на
ГU G U Д, а на D. облцдает евоfiствох: если б с El| то
b(Df,")) - л!'") и i(Dý,'}) - л!',"). Тогда lr будет со_

rранять яэык {IlrS.,...,S.} и, следовательно, форцулу
ф, но при .тох обладатъ свойствох: есля (lr4) С Р, то
(b(l), Цс)) ( Р - противоречие. Теш салrrыrr Р - ре}ли9!.
tц{я веглrэвого типL о

Из дохьэr.rrною следу€т, что в i сучlеству€|,г пре,Фrхrт
р(3) таrсой, что je Рэ' ts цФ.

ЛЕММА t l. Всс euлool* i uo*lo лраЕсmвоuml пвз
rох.чr.}., {opuylг а лашrз iU {Р}.

ДОКАЗАТЕЛЬGТВО. Пуqъ р(оr, . , ., u.) = р(0) - ве-
хиfi тип i, р""оиrуюrrц.rйся в Ji. Пусть r=ir,...rn}, 11 =
= {je I : Цчi) ep},I2 ={j € I : G(u;) €р},Iз = {ie I :

ЦЦ) е Р}, тогда 11 U12UJз l I и I;ПI; = l. Для нехоторы:
(r,i) € 

'' 
опредсдиr. ./ia.iл - хно2кество форr.ул, Ёотoрые

попарно-несовшестнь! в Jv{, и в Боче€fве 0i;(qrч;) вЕtбереч
ту rP(u;, u;) € Лi;, которrлп лехtdг в р. Для (i,i) € Ii
зцдqд,rц а;; - {и - чi, И(ц,чi)Л (ц * ui), -Р(tц,ui)};
для (d,j) € Iu xrr 9rда.Фrrr.d; = {Ё(ч;, u;), -II(u5, ч;)}; для
(i,j) с Jz2 эцдц,lц.rr. ,{l; - {r,c - ur,ц # ui}; для (d,j) с I3 sb
дц,щrrr A.; Е {u. = uj, И.+(ч;,ч;), ý](u6, u;), P(v;, u;) : п е N}.
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В после,цпеrr случш P(rt, u;) выбярrэтся тогдо, югдr ве,
Boэraoa(HIJ оегвльнЕс в8ряrнты (ато, очеви.цrо, будет то-
гд}| Iсогдr ý.(ц, rrl) € р для Bccr п с N). Kporre то,
El для BceI d € r в кr.чес*ве f;(rд) выберех форчулу иэ
tц ), Цц)} !нlлог!tчtс{ч обрrsоrr. Пололrеш 0(а) =

, ui) Д fi06(tц)". Оч€вп.rЕlо, ýю сслп lЧ |. dф, то
ц), G(ц
Д d;;(gi
.ai

й Р a(aJ. нетр
Fр(OиЙF0( ё), ,о ,Ф= (rИ, а),

обратнос: ""n" .,ti Рудrо п
посходьху форlrулы в

аИ ylce проаrrr.ли9ированн.
Р 0(d]. Нухнос док!sаtrо. О

Terr ca.rrHu r0{ Р dфеД ts

_ Тсперь укчRrra тё сво*ства построенныr чодепеfi rUl и
lИ, юторне понцдобятся в двльнеfrrrеrr.

ЛЕММ.А |2. Всрха uсlупщаг езс:соаrсхIпхосml., (Й,с) -
r(Л,6),

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для этоrэ достоточноr trгобы
для любоr.о Eogri_ суlц€ствовlл! blM-M-
бисrпдая, сохр_вIlяюц$я Ео и персводдrцtя с в С, Все
сихводы яз Е внра:rсаются в Л чсреs Ё и Р, а кояеч-
нце Форхулн содерJirт кокечное число сиlIволов из Е,
поDяоriу uоэrgrо бсs ограt ичсния обцlности счита.ть, чm
iо = {J{,ýо,...,ý.,RF}U{Q.: ссЕ, |с| ýп},пGN. Пусгь
/r' = {Q.(/r); с € Er}, аньлогиtlно ^Br ={а(.B):ебE i. То,
гда ,lr - rrBo:xecTBo яз 2r эл€центовr хrлс.щЙ из rioтopцI
сqетнос хяоr(сегво, и э:r,о,rc верпо ддя 8'. Следовl.тёль
но, существует биеrсцая lц: А -э В тахая, что если с € E.,
то i"(Q.(r)) = а(В). Пус:сь с € Е., tогда отобрutснrrс lro
пороrкдr€т е.qrнственно€ отобр.rФние r!: .Р(r) n D! -*
--, Р(а)ПДt, если нолоrrt!,lть условt е ltiо.F = .Fоf,o. Те
9леценты 4,, юторые свяg!дltJ отноЕtениец Р с Р(Е) П Di,
обрrsуtот в точности шяо2пеегво D: \ F(Л), поэтоr.)r усло-
вие соr,ршrеняя пре.Фlкrта Р обуtславливает еrпдlсгвенное
отэбрr:кеrrис [i : D! \ Л(r) r Di \ ЦЕ). Если теперь опре_
делить f,iulri = Ь! : D!aD|,ufu= U [i, то получих

(€8.
бисrсрrю il ; Dn - D1. Опрсдслиrr тсперь Ё : rlf .,о .l/ каlt
объс,4fненис этrах фунrсчlй: ilr = Ь, i|е = i;l, rl|p =
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=r}l, А|д - iit|цс) =0, n(0)-6. тогда и:, постросния
очеви,Фlо, что Ir исхоцое отобрцr{ение. tr

" OTx€Trаl. ец€ о/рпя фlхт"для Ji, Пу"ть p(r4 u) - плп
Е, реалиэа:ц,rеfi хоторопо в lИ является rrHoacccTBo Р. То-
гда верно: Th(.iИ), ýо(ц u), fi(r4 u),. .. F р(в, u). ?т.о с оче-
видностью следует }lэ проведенногФ iналиэь форrдул Jи,
Tat( хвк всяБrя форraулq вrодящsя в dcru) будет акви-
ВМ€ВТНl .Щ'!ЭЪЮНКIЦ,lИ, О.Ебl и3 членов которой будет
яхс.ть вид: Л(ш) Л Л(ч) А (t f u),.R(t) Д Л(ч) Д ý.(qч) илп
fi(в) д R(u) Д ýr(q ч) Д (t f u).

ПУсть Ii, - тh(л) - полн!я теорня счстною яsъ!кL
Вцделиrr те сс слсхсятцt юторце потребуются вюкс:

Т" Ь (VsХQdо) .. Q1.,.1(B) v Q1.,r)(r)) для с е Е,
1l, l- (]!2а)6(а),
Ii, |- (YaVyVl)(E(B, r) А Ё(у,.z) - в = у),
Т, }- (Yэ)[G(з) - (Зу)(II(с, у) Л Ql(y))t,
r. F (Yg)[Ql(д) -. (]y)P(r, y)l,
Ii, l- РзVу)[С(а) ЛG(rr)._. (/(с) r+ ф(у))! для любой

/(а}форчулы Е.

Пусть форчула f(a,y, з,l) = "-,r(с, у) Д Р(а l) А f(У, t)h,
тогдi.

1i, l- ýэVуV;VQ(O(а, у, g, t) - .P(z, t)),
?i, l- ýaVyVrVt)[Q.(a) Л С.(у) Д 0(a,y,z,l)

дюбого €€ Еи t=lсl.
Слtцволы G п W B aтora trcречне опрсделяются Tatt ;ке,

xrх и ршrьше: G(з) = "(]y)Ir(rry)' IУ(з, у) - "(3z)(Il(z,а)Д
ДIl(z, у))'.

3rrrетих еще, что алецсtfгы , Iцrоgгы отвоси"*rr""о i
в }{. Простота Q. для с € Е. след}rет из того, что обхен
r.еегшaи двух аrементов из 

' 
будет rвтоr.орфизкоra l0{,

Tatoвe и дtlя В, ь е,М = е! n /r U Qr n В. Что х&са€тся
проеготн fi, то достлточно докц)!ть, что l х D. п В х Dl
всраsдичиr.Еrе xHoltccTBa в JИ. Пусть (orl)r(yrg) с
€ ,{х Dc. По лсrrrrс 9 для любою z С N существует
бисrсцая Ьб : D - D, сохроняюtца.я -a для 

'с 
r 0r...rп

и п.реводяlцая t ь g. Для таюfi Ь r.orlýlo поgгроить

.-a ý,(:, t)! для

112



бисrсlrrrо Ir l iJ .+ Н тал:

I lruruB- Idячrчд,

ЦD.) = D., Ilp.=b, i(Dl) =Д, ila.=Iц.
OHs будет соIрвнять {Il, ýоr. . ., ý.} и пер.во.qlть t s g. Из
с!пцесгвовrняя тrхих бисrсlrй слGlý/ет, что (erl) и (э,g)
н€рrзля-.IиraЕ, нер!.зл!ппоaоеrь а:е (arg) и (grg) вытекаат
и9 схц]аtlного вьцде! и поатоцу zl х Dn вервличицоi ,.tl!.
логично 8 х Д. Доха,;rсеш теперь леraшь из котороfi будст
следовать истtlвноегь теорешц 2. Пусть Л'- ходель
Е', суцествуюцrя по .neopcr.c l, М' = (,lt{')l - шодель
у, т = ть(л,l).

ЛЕММА 13. У ,,tropuu ? вап oiBopoiBrrr
оmъо Gumеaaхо Е' доiиаЕ.

ДОКЛЗЛТЕЛЬСТВО . Пшеец: i' Е l,И'l
и ldrr : м -М'-

,Пg:"li-;И'
спец}tальнне влохсния. Если ф(l) -

форrrула Ё, во череs
|'э(

о(,
м,,

ту форхулу
Е', для которой

форхулв Ё,
что если

d(r) то uorgro счrтготьr что ф(i)' Форrдула Е',
и ссли Р е D\i, то Р(с)'= Р(а) е У\Е'. Нструдg|о поllятьl
что в тцlФх случаG

(с л ФХ!У - С(r)'л Ф(r)',

(с Y 9хrУ ^.,(r)'v r(r)'l
(rCXr)' - Д о(r.) Д з{(!)',

j

(3g)*ХпУ - (зу)ф(у,д)',

гда под'- n поtlltхltтся эхвиввлентносlъ в.lЧ', r череs
а(з) обоэначrзтся Форчула Е'тrхая, что c(r!t') = if,. Для
ясностtl эц.6тtll, что если С - С(у), то У(а,у)'- д(5; Л
ЛСfu)1 }lэ этот.о вструдlо вцвссти, что для Т булут
Bcpнbs ве увцrеtдfв!с рвнее свойс.гвl} юторн€ всрнн для
То, с захсной всех сиlIволов на иI lнlлогп со ttггркIоц.
То ссть: пlrстъ Q|, I7', F - Форr.}rлн для алсхснтов Ё,
тoгдо G'(a) - "(3y)}f'(a,y)', f'(с,у, л, t) - 'rlY'(э,y) Д
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дР(з,z)лР(g,t)" и т.д" и Т l- ýc)[Qi(c) ++ Qi.-1(з) V
VQi.,rl(")I для с € Е, и т.д. Особого вничr.rrия'тfrсбует
лишь то, чm ? l- ýлYу)[G'(л) l d(y) -- (Ф(д) * Ф(у))l для
всех Форrrул ф(.в) яэнка Е', но ато легЕо выво.Ф.тся из
спецрlа.льносги вло:ксния,

Пусть Л/ Р Т - о.qrоро.цrOя цодель. Повв;tеч, что
она, не стввдартная. Сучдеств;rет ровно .ФЁ алеraента
JV", удовлетъоряюцц.rе форr.уле Gi'(c). Обоэвачим ях а и
D. Тогдв (Л/,с) 

= (.l/', С). Существует 9лемент ц пз $
тахой, что .iЛ } fi'(с, с") Д {д(в.). В тrхоч случiе, в силу
о,lцtоро.ФIости .lP, существует бо талое, что (,i/", с, со) =
= (.i/,0,6.). Molcro укаэвть последовотельноеь €д иэ В
таt(ую, что lcrl - & и t{ l Qrr (со) для вссх } с N. Тогда
ir F 

'r(6,Е") 
u N' ts е'.^ Ф.) для любоm lc, Похаясех,

что,f | -}У'(с6,D6). Есля,l/ | lУ'(cqrb6), то существует
r{ та,кое, !.то верно fI'(dB") д н|(d,Ьо). в тrхох случас
Л/ F C(dr, и дибо d-с, либо d_6. Если d-cr то условие
Il'(c,6.) Дfl'(i,,}о) влечет с = 0, аrrалогrлчно для d = 6 -
противоречие.

Далсе, с5rrцествуют cl u Ц| tцJrа rзотoрых веряо:
Р(о.,с1) и I"(Dо,61); тогдл ЛЛ Р 0'(со,09,с1,61). Иэ втогэ
вытеЕо!т, что .l/' ts ýi(c1,61) дл, Bccl /с С N и .i/ }
р-Р(сl,с1). Так Krrc Р€ Е'\Е', существует р|(а,у) --
нсглавныfi тип Е', рсвляз!lр{я хоторою в.iИ'совпцдаст
с (P)'!t', Для оковчания дока.:}Lтельства. достtточно по-
Ба:tать, что ?,ýj(ary)rý|(a,y),... |- р'(r, у), из этюгэ будст
слjедов&ть| что ,l/ F р'(оr,}r), н связь r.€rr(д!r предr-
KlLToм я тtlпом будет нарушен&. А эт!, вцво.qrrrость
ясна из слелчюлрlх рассу;tдений. Пусть ф,(с,у) €
€ р'(а,у). Поло:;rх У(э,у) =_ "{"(а, у) л с(r) л о(g)". Тогда
ёр,уу(М')) (Р)^'{', и если J(r,у) - форчула Ё тахtя,что
Ф(.,у)'- Ф(g, у), то фt,,"l(Й) 2 PИ. В тrяоч случаэ суце-

ствует 1G N тахое, что fl F (vavr/)lfi ýl(а,у) -- c(r,y)l, r,
jЁ0

r Ь ýavy)[fi ýi(э,у) -.+ C(a,y)l. Кроrде тоrэ, Т F Ф -.. фо| пэ
*.- 

"оо.цri;1 
н!гrrý{ос. tr
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,l. Модель, нс ихGющaя стандtртных о,Фlородt{ых
расчrирсний

Иsвестен фrrст, состoяrцяfi в Tox, что 
""orn 

Л = (.,Ч.)l
цодель счетноI! я:rыхr. и Тh(.lИ) атохяа.я, то у Тh(;И) есть
втоlнrя ltодель, которая будет стаrrдертной (п дlлсе ви-
да (й)l), Поэтому втоxносгь теории обестrечивr€т сущ€-
егвовlt{и€ о.щrоро.Фшх ста.нда,ртнцх ходелей. Но Terr не
менее и для стrяда.ртных ходелей с ато}дяыllи r€ориями
будет неверно свойство, истинное для ходелеfi вообчде, а
иlaенвоl что любrя модель aлеuёнтiрtlо вклr,,ФIв8этся в
о,Фrоро.qr)rю. Это показнваст следуюцlа.я

ТЕОРЕМА 3. Суцесmоусm *1' - счеmлaя. uоlеп сч.mхо-
во rсuзаD' mвзu, чпо (М')1 облвёвоm вrпоцхо mеорttс v хе
u*асm сmвхDсрmrial; оmr.освmra}хо Е' оёхороОхw pBeutupcxtt .

Кчs и в пре.рlдуrц€}a случr.е, определ€нию твrсой ходе-
ли будет посвяIцен в€сь этот раздел, и построение будет
осущaствляться сходньrr. qбррох - череs определение
Iцест€рки чодслеfi (М, Й, й, Й, M'r.}l'), свяsаrrных теми
,(a соотЕоtленияхи, что и в тсорехе l.

Для построения мод€ли видоиэlr€ним некоторые мно-
:r!еегв!. из прс.ФrдуrцсI! ра:rд€ла. Обозначиrr некоторые
влеlrснты D. Поло:киrr с| =0 при i < fr, с| = 1 и с! =0приi>Ё, а!О =0 для всех i€ N, Ц =0при i<&и6!=i
rтрп i z *. Получич набор Фунtqц{Й:

с} = (0,,.0100,..).\/
l

бr = (0...о r11...)..ч/
l

сФ=(000...).

Считая, что cd и Р алехентъл еще оlоIогэ экsеrrплярl
D, отличноr.о от D. и Del полоrrrиx А = {сО, clr...} u {сф} я
8 = {6О, бl,.. .}. Тспсръ, тадЕ ,;е как и в р8:rделе 3, обраsуеrr
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носитель r.одели М = ЛU8UDбUDlUIl, гд€ все алсraев-
ты объеJц.rнеrЕrя не пересеквются, и ц|алопично
r{}r 5ада.Ф{r. на Her. ту ,r(. сигнrтуру i = {я(z),5j2)

процlло_

,ýf'),...},
чm и pa*rbrue, Ё' ={c}x,{u{i}xB, ýf ýDпхDбU
чдхr.;.s# определяется Ео тоуу ]r{е прlвилу.
raодель JИ. Тспсрь обогrтиц 

"с
сзагнатуроfi с до

Получих
Е = EUa.

C,lполоltиlr с={Л{2)}ч{
€i:Ё2п}U{P={n' Dr

обозначастся TOJеne и сф с ecT€cTBeHHblu предполоrrrени-
ех, что d < Ф для i е N. Ках и в проrплоfi ходели, IЙ
опр€деJrях хаJi фунt(tr}rю тоrrqцсственною влоокения ,i в Dn
пВэЦ,т,е. I# !ДхD"UВхD.п Мts FU,d <+/=g.
Модель ,0{ построена.

HeTpy.qro slx€тить, чтю ,Й в прошлоч случа.c и .'li сей-
чrс изоraорфны, прхчеra сущеегвует изоtlорфизrд, тожде-
ственный на D. U Dl U rl. ато оэн!,ч!tтl что почти вое иэ
тоI\о} что rlы докаэали для JИ в проtцлох сл)rчr€l будет
верно и пеперь, и r.ы rrс{Iольэуеи вто в будущ€t ,

В соответствIдл с проtдльпaи обоrвiчекяяraи полоrкиu
й = (nlr и Й - _обогщценяе ,й сигявтурой а, Тогда
иэ иэоraорфности Й слсдryет, чго в я9нt!е Е суrцествует
сихвол Р = f2) такой, чтo Р' = {(E,t
Е = 9} и рсе ост!,льныс сишволtJ

U {Р} конечныхи форrrула,rrи.
Вудех говорптьt r{го ,л€хеtгг 0 внра,rrrется череS н!.

борЕвr.оделиЛссли форrrула {(а, g) т!кrя,

: u € N} - прс.ц.rхетньй яsык,
С В; & 2 п}, где чсреэ сД

что ,r/ Р Ра]lу)f(э,
ныrrнаборdв.М,

g) € D.xДUDlxD.:
внр lrкDtотся черс9

у)и ts с(а, Е). iт.Еir5r:г, гai;r{rr]ъ
если его тип в атоfi rrодели главrслfi,

т. €. он лG?lý{т в рсолиS8tд,!и aTorrHofi форхlrлы.

ЛЕММА 14. ДJсm. б набор ut М mсlоd чmо с- ltc азоiсm
а ,acaо ,all Евr еrедехп,{, хч Есr сrецехm D., xu Bcr сaaцaхfп
й. ToBdB О аmолх* в Й.

ДОК/tЗАТЕЛЬСТВО. Нстру,щrо ,дохt:tать) что если 6

выраJкlaтся чсрез а ь Й п а атохrшй, то (а,6) To:rce
атоцнцй. Очеви.Фrо и то| что по.4rабор rтохногэ набо,
ра вновь атохный. Поэтоrrу xorкtlo считать, что а ичеет
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вид (c,O,ro,..,,8bryo,,..rJnr)l где 8j € Da п !ц е Dl. По-
скольку .l и В rtдrс чвсти rдодели HaJa покL не понадобятся,
до юнца докаs8тельств8 леухы б!tдеч считЁ.ть, что Л и
В обозначают соответствуюlцt е подуно:ке"твв 2N.

Введем для 9леxентов 2N .Фе хараr.теристики, Если
J,g е ZN, то

FG,c)=

u 1U) = 9(l,"-). Последняя х8рrхтеристякi - фаtстиче_
схи число нулеfi в 'началеП l. В сrtлу тогэ, что с- не
Bxolg,lт в a,,r(sd) S Ь и т(с:) S Ь для н€хоторого Ь е П ц
i = 0r. . . , rz. Поэтоху rlехоторыra количествох добrвлений
новыr( элехен.Dов и отбрасываняе!( тех| которые выра7кr.
ются чере9 остальныеl чоrсIо добиться, что а приобретет
свойства; ,. = с' п д = F для i - 0, . . . , Ё - 1, е; и у5 не
леrкат в MнortecтBe ,lUB для d = &,...,п, л; f у; лля
любвх i, j _( rц 

"; *riпу*уiпрпiф j п дляiýmьер-
но, что 1(э;) < &, и т(и) < Ё, и докrsательегво не утратит
обrцrrости,

Опр€делиtr формулы:

tll(n у) - "(i:l1z2)|E(a, z1) Д F\zr. а) Л %(а, y)I",

w(д) = 
Ф(]у)[л(у,,) v (]r)(Р(д, ,) д ^F(у,:))tП,

rl(л) = 
D(Зу)[Р(у,r) л R(у) л -R+l(y)l",

JVI(T) = '(3at )[Yi(a, л1) л Гl(зr)!",
JYl+(c) ='iVд(д) л -JYlal(r)" для & € jY,

Тогла lli,,rl(Л) = {с} х D" u {}} х Ц, Щ(Й) = {л'(cl),
rФt)}, лi+(Я)={ле D.Uй ; 1(о)=}} п w(Й)= {а е
е D" U Dl : а € .А U 8}. Yxrxarr тспсрь форr.улh юторая
будст атохноЙ лля ii ;

C(rlI a, ror...,7r, Ъ,. . ,, Ь) = " i ll'(zlr ц)Д

{
оо, если f =9,Ё, если l =r 9 и 

' 
*r+l g
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й

^

i,j=t
i+j

лДЕ'(а,rj)л(z1 фа)h УЁ1" 
, ",1(';,,i)л

л
i,j=1
i+i

$,о ,о 1(tr, 
ti) П,А, si(r,, 

оr) 
('', rr)n

n 
Д 

rit",l t,,l n fr шi r, c,l л 
*[' 

ис,,lл

l-r ,t ,t
,t fi иltr1 л Д -r(,l) л Д -r(t г.i=o a=l i=l

Набор ai очевидIlо, удовлетворяет этой форхуле, и
для докц!аI€льствi леххы достаточно покlsа.ть| что
он rтоrrныfi. Это означаэт; еслu Й Р {(Б), то 1rri, а) 

т=

= 1й,Б). Для доказатель_ствt атою аля хiiлого Ё. gi Ё
построиr!. автоrrорфи9t й|а1 перево.еfltцtrfi а в Б,

Мохно считвтт,: Ё" = 1Л,Я,ГlU {Р,,...,а} U{ý",...
..., ýа}, где а € N и rt ) Ё. Автоrrорфиsм булсrr получать с
помощью pa.}lee yБs:rlJlнoтto способа, строя прсобраsоввrrия
D. Пусть б - (c1,0',c|,,,.,r'-,yl,...,/-). Тоrда ссть
.@l вари!.кгц с| = а п 0' = Ь плп а| = Ь u bl = о.
Рассrrотриж лишь второfi сл;rчай, первый ýвачитсльно
проще и раэбирастся анвлогично.

Для построеняя Hyrllнo ухцr!.тъ .Фa последовlт.сльно_
сти иэ D. Ука,экеrд их для н!лля.щlостп rц)оею персtмсле-
нием членоВ: (Л6r.. . 1 ablior.. ., YrBr Cor Dor... t Crr D', С-, 6'+r,
бr*l, }r*2, 4r*2,...) и (/.,.... /-, /о,..., /-, бо, ооr... r0', с.,

'r+l, 
сф, ьr+З, cr+!, },tl, c.+u r. . ,;.

тепсрь для r!верцtсния доttцrа.тсльства осталось убе-
дtr!ться, что онц удовлетворяют н)rrЕных )rсловияu от-
носит?льно отноtцсний =l для a - 0...,,п и р!венегва.
Из построения ф след5lст, что с! - Dj я у! _ бj ддg
i - 0,..,,Ё-r, 4,{, с 

^UB 
для i = Ё,,..,;z, по9тому
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условяя лецrrы D для р!.венств& выполняются. Для обо,
снов&ния условий для эквиввлентностей =| достgточно
посчитать f для пtр алех€нтов. По построению У верно

равенство p(z;,yi) = f(4,!i) ,rрu i,j S m, аtrвлогичЕо для
) п F(yi,yi), Для lUB : р(в i,cr) 

= P(ci,P) - РФJ,Р) =fl(Bt,xi
= miB{
Ё(q, а/). Если j

n'r F)
о'=

i,j} яри a+i, Р(
(*, = 

j+1. Рвссхотрим теперь
гло

2 Ё, то f(ai
ai п Р(а, сr)

,Ol
Р(с;,з;) =

= P@,,l;) = ý(4l
лоrсиu, что Ето не тах: F@;,a')
и т(g;) с условиеra. Если f(ci, cj ) < },
то Р(о; ,а') = P(s;,
гичяIдш сообр rлtеrзаяrс ( {l) = 1(з;) < &) при j>&

Р), Если j ) < &. Пре.шо-

>t.
)}, otl =r с- + д; =t с-

с-) = {oi), т!Б lcrБ Bl =ь в-, По аrrrло-
TlJt хаБ

вt tполняется р F) и случrй с f(л;, о/)

F(ц,
{4),
оr) п f(уi,Р) аllмиэпру-раэобршr.

ются подобнцх обраsох.
По лсшчс 9 сущсствуст t l D .-о D, псреводдщая пср-

вую последова11ельноегь во вторую и иl.€ющlя нужные
cBoficTBr,, вэяв f", получяra исюrrъй !втюrrорФи9rr, в чех
HcTpyJцIo убе,.qlться. О

пусть а п ц для t € N - яDборы о.Фrнаrсовой длинIJ в
ч,оделп .$. Вудех говоритъ, что ar r а при ! а о в .i/, есля
для любоfi форrrулы {(!) найдется 

'о 
т!fiое, что для всех

t > 
'. 

Bepнol .1r F d(!i) Ф Лr ts С(С). Нсслоrсrо дохцrrть,
что Тh(ф tтоliв!я, если для любою а иэ .rY существует
посдGдовtтельность {аt}lgц т!дl!я, что ф < d в !{ п -ц 

-втохнце яйорн для ' 
€ N. Оm,tрrясь Hr ат9, докrjкеu

tтохноегь тсорttи постросяной rlодели.
ЛЕММА 1П. ?аорш Th(Ji) tollBrпrr оmодной.

ДОКАЗАТВЛЬСГВО. Пусъ а - верrй нrбор 9лецен-
тов ив rlf. Похшrrсrr, что Gсли для а существует после-
довательность }TollHIJx н}боров, сходящаяся к ней, и i
вIJр;,к!2тся череэ а, то тiltая последовательноgгь есть и
для (а,С). Пусть d! i а rц)и t -- о, бr tтомннсr и {(ау) -
форх},лr так!я, что Й Р 0Яtg;glл,у) _" ,И F €(46). Для
каrr(доrю f € N нtЙдех 6; т!.rrое, что .}l Р {(й,6t), и покь
?ilex, что (arri,r) -. (аrе). Пусть ф(irу) такrя форхулr} что
,М р Ф(а,r), Полоасиу ф(а) = "(]у)(ф(а,у) Д{(П,у))'. Тогдп



Й ts ф@) и сущеегвует ,о т!дсое, что il F С(Q) для t 2 !.,
и, очевиiц{о, Й ts Ф(qrfu) в сплу свойств {. 

'Hyлcroe 
свЪй_

ство дох1,1lцно.

Поеmху, хах и в ле!aхе l{, лы raохеч бсз огреrrичения
обrrцlости считlть, что а = (с, O,ао,..., а-, уо,..., у-, s-),
где дi € D., $€Д rrри i=Or...lmr а- С D.l ,i,=a',
yi =0i для i(Ё, з;rу;СJiUВrrри i=h,...,m (в aTorr ло-
хilriтaльегве вновь счит!rх, что ,l, В подчноаtсства 2N),
для i,j _< m,d f j верно ci}ci u !; *yi. для i,j im вер-
но Ei * yi и для d s m въ!полняются нерsвеяства 7(а; ) <
Ё, т(у;) < &. Полоlgrrr i!1 r (с, D, соr. ,., з-, зlо,. ,., зl-, ol) и
пortDllc}t , что й э Е (этоr\о будст доствтючно для Srвcp-
шения лсмшыl Tatc Б!ý lrrхе докозано, что ai Lтожнне на.
боры). Ясно, что €сли дJIя Баrкдоrэ Ё" g, i хь! постро-
им sзтэморфи9мы lИlt., переводяцц{е а. в а, для всеr
r 2 Ь = Ъ(i), то пол)rчих нухное. Moatrto счптать,
что Ёо = {пIr,ЛiU {В,...,Р.} u týо|...,5".},п } *, воэь-
raera Ё > в. В сил;l ршrе€ доrrц}8tlноrý достr.точно по-
строить биекдлю D с н5rлсrтычи своfiствчlи, & для ато-
по доствточво tlxa9tтb JtFe последовательности. Сде-
лl€l, g4гоr для нlлля.Фtостя проста перечислив членц:
(с,0, зо,. . ., о-, уоr. . ., !l-, с",., .r сt-r, ct, с-, йОr 6{*l, й', с'*2r. . .)

и (с,6, аоr. . . , a-r yol. . . r t,.'r oor. .., oi-l, o-rct, 6", cr+t, бl,
с'+2r. . .).

HylKrro похаsrть, что ср€ди соответствуюцц,!х п}р чле-
нов атой послсдовательности соlрiняютсл отноtцения
'=h и ' =t ' для l = g. . . . r lr. С.qсдать это lrorxнo соверцIен-
но вIlологично соответствующсй части дох!:,!.гсльствtr
леrдrrы 14. Отrrстям лиttlь1 что P(c;rot) = 1(а;) = Р(г;, в-),
ij{алогично для f(gi,c'). Сдцествуст биехrрrя t: D-
-4 Dt еохраняюцrя rl для l з 0, , . .,lt ta псрсводяIц!я пер-
в!rю послсдовiтсльЕоегь эо Bтopyto, Вэяв f', легхо поБ!.
saтr', что этo будст HlDrýrьrx !втоrrорФиsraох. tr

Отrrетих нGюторв!с своfiства Й. Ясно, чrо (Лrс) 
=а (Й, С) (болсе сильное утвсрrсдсIЕ{е фr.кткчсскл было

уас обосноваrrо в док!ýll,tельств€ лсцuý 1{: для Бrr(дого
в € N бнлл построснr биеrщдя t ,. М - l/, юторая

r20



сохр8Ilяет {Il, Р!.Р', so,. .., ýr, аr. .., Р. } и п€рево.Ф,rт.с в Й).

Верны Tr.rcr<e след/юлцaе lrгверfiдения о rrодели JИ :

{ l= Ir(c,c-),
,И F В(с-) для всех Ё € N.

Пусть f(a,y,:,t) -'f{а,я) Д f(у,l)П, тогда
fi Р ýэVуV;vl)[а(а) Д Р.(у) Д а(з, у, ',0 

-.
_ .- ý.(.с, ЁI,

lИ Р ýзYуYзV!)[е(з,у, з, t) _ -Р(з, t)l,
Л ts (va)ta(a) + (]у)р(а, у).
Простотв , относигеаьно Е в .rИ rrохэт бrдть обоснова.

на Iючти досдовно так 2ае, хцt и в пре.ФIд)пцеra рlзделе,
слза.хсной {Q. : с е Е} вв {fl : Ё € N}. Крохе того, из связи
.+,l с прошлнr. прихероri слGдует, что если р(ч,ч) - тип
i, реалиэаIдrаей хоторого в Jit является rrHorK"cTBo Р&
,о Ъ"р"о, Тh(.ri), S.(;, u), ýl(rrru),...Fdrau).

Сле,lýlюlцая лечцt оюrýIrт€дьно дохr:rывает тесре-
му 3. Пусть ;И' - цодель Е', суrцествующrя по TeoPerie 1,
u М' = (;l"{'lt - r.одель Е'.

ЛЕММА L6, У uоёеач *l' хвm спахdсрmншз оiвороiхшl
8, cucxmlpxlв р Bctllu1 cxufl.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Пусть М' < У п .i/ - од_
нородlая цодель. Докшкеч, что ова яе стандrртна.
Иrrеец: М9М' = |i!{'|, Idл l *l- М' и ldrc; r}i -.
- Jч1| - спецt{аJIьные вло2ксния. нетру.Ф{о докs:tоть,
что из (lЙ, с) = 1Й, О1 следует(.!l', с) = (.Л,i', D), поэтor.}r
(.i/, с) 

= 
(,i/,6). Для каяqдоfi форr.улы ф(е) языка Ё

сущ.gгэ)r€т /'(Э) - форхула Е' та.rоя, что {з(Й) -
= Ф'r(М'), и своfiства операtши '(lптрих) уrсе были рас-
сr.отрены в предндуцIец ра!,деле, поетоIу ограJlиtlицся
эаliечаниеrr, что для kl' п t( будут верны свойствц ака_
логичные ухs,:r&ннfii для Й, с эадrеноfi всех форшул Ф на
ф'z

!vl' | Н'(о, в-),
,Vl' ts 4(с-) для всех k б N,
,И' Р (VзV!,V:Vфfi,(з) Л {,(у) Л 0'(а, у, z, t) -

- ýi(:,t)1

l2l



М' ts ýrVуVzVф[d'(п, у,,r,t) _+ -rР(лz, Ё)l,
М'ts Рв)[.{(а) -* (Зу)J{(л,y)l,

где 0'(B,yrzrt) = "P(n, z) Л Р(у, t)" и Р € Е'.
В силу о/тIородЕости .i/ суIцествует 0- € JV = |ЛЛ| ть

tioe, что lr ts Н|(Ь,h*) и Лz ts 4(С-) для } G N. Нвйдутся
d,e€iY та.кие, что ft(o-rd) п Р(O*rе), тогда ,V'Р
Р 0'(c*,6-rd,e), .Лr ts S;.(d,e) для всех п е N и Л/'Р
р -P(d, е). Аналогично сл}ЕIа.ю с прошлцrд при}rером
мо?кно показа,ть, что Тh(;И'),ýl(r,У),ýi(r,У),... F р'(r,У),
где р'(лrу) - тип Е', соо.гветствуюIцIrIft Р, п из этою с
очевидl{остъю будет следiовать, что ,iГ не егандартна. О
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