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Введение

В rrонографии [3l покаеалЕIо, что произвольЕая счетная
булево алгебра 8 является супер&тоrдной тогда и только
тогда.t когда 8 Ё В1 п L =.r)О . fu, для некоторопо счетного
ор.щ.ша,ла. а (обознач8€тся ц = rвпk(В)), где Въ - алгвбра
интерва.лов лиrrейноrю порлдr<а [3].

В [1] было д&ttо отмсsfiие типов алеtдент&рной эквивь
лентности суператоrдных булевых алгебр с о.ФI}tлд выде-
леннъпд идеа.лом.

В на.стоящей работе изуча.ются булевы алrtбры с од-
ниrд выделеЕнIJlд иде8,ло}д, в дальнейIцеr, мы будем rl&rrb[-
ва.ть их r-аллгебрrrди и ра.ссrдатрива.ть в сигн&туре Еr =
= {U, Г1, -r 0, 1,2 J}. Здесь изуча,ются только с)rператоr.нне
r-алгtбр ьт, поэтоrrу слово' суператоrrные' будем опусt9еть
и под r-влгзбралrи будеrд понимать суперs.тоrдЕlrlе
l-а.ягебры. Дается опис&ние типов изоморфиэма. счетнь!х
J-алг,ебр для всеI ал€меЕтарнцх тиr.tов [1l (кроме тиЕа
(m,O,m)), иrrеrоццдх конечный раl*г Фреше, Кроме того,
ДОýВ:lЫЕа.еТС,я, tl'д'9 любая таJýая .I-алгебра есть пряrдая
суиьда конечною числа неисчезаюIц?lх и число неисчеsа_
ючрlх l-алгебр, соответствуюцц!х д0.Еном)r алеraентарно-
rry титIуt конечно.
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Для произвольноm счетЕого илй ювечноtэ ор;Еtяsла
с определим лrдrейяо упорядоtIенное мноrФсгво Дt с вы-
делеянIilra идеаJIоц следуюЕц.пa обрвsон: есля с - 0, то
Z! состоит из оJtrlого атэlrа, хоторый либо приналлехит

А-
иле!.лу, либо н€т. Пусть Lf' lDfiе построено для любого

Р < с. Определпr Д| так дi = ({(I,d), l с iv, l е lf. 1,(, I), где (1,0 < (l',i') а9 (d < j')v(i =i'& l l l'), прлtчеч
(VB< a)(]i)(P 3 ясztЪ(В,д )).

'JiПустъ Е = (urn,-r0rl), тогда проя9вольвrя l-алr.ебрь
8 такrя, что 8|р Е В..rс, сtд.!. изохорфнв 8д; для нехото.
рого йi.

При на.гплсвrrие даrrной стотьи r.втором существенно
использовались результаты из работы [1l, где rro:rcrro наfi-
ти все необходrrдые определениJt. Приведеrа неtоторы€
из них.

ОПРЕЛЕЛЕНИЕ 1 (rэ-оlечrиваrrие [1l), Пусть д8J{о сс-
мейство алгебр {(.,t., I')}r€rr, причеt. /; n /; = Q для ; # j.

Алnебра (В, I) наsывrэтся (r-сldсIциванIлсм алеlrентов
{,,t''}оеп (т. е. алгебр {(,l.,I')}"ел), если ее мо?хно пред-
ставtfгь ках алrэбру прохе?rtутков на проrдеrкутке [0r1) Ta.Ir,

что
а) .41 = [1/(lr + 1), U,}) (cTpor.o гоэоря, (l.,r') Ё

* ([l/(n+l), liB),J), u1,1 счита.сrr, что /* вхладываэтся в В
беэ переобозначсяий);

6) r€ I равносильно э !,{1 U...UJr для нсхотороm /с,

причсrа эill; €r| для 1ЗiSЬ.
В дальнейrлем тахую r-алr,,сбру Е будеrr обозначать

TaJr; 8 * ra{,tlr,.,.,.,tл1,,..}.
Следуя [1l, введем спеrц{альную послсдовательность

форхул У.(эl r € N (N - MнorltccтBo яатуальных чисел):
И(э) означает, что , - amrr, лсаса.r:рrй в идеалс l,
И2(э) озва.чает, что , - !.тох, не лехсьчцлfi в .l,
Уз(з) = (a/I - атом ) & (Vy l T)(-lzr(y)).
Форrrула Р(а) нвзrлвается mочсtхо{ если в Т (теории

хлассь алгебр (J,I)) лохаsуеrrо утвер2хдение

(Vr)9(с) = ýа)(Р(э) + ((Yy l з)(Р(у) r_

l2+



-- -'Р(а \ у)) & (Vyr, yr l з)(у1 Гl у2 = 0 +
-- (-Р(у, ) v rP(и))))).

Произведениеrr форrrул Р и Q называстся формула

РQ(э) = e(o)&(Vy S д)(r(у) l+ -d(э \ у)) &

&(Vyr,yз S g)(yr n уз = 0 + (rf(y1) V rf(y2)),

где 0(r) = -'(]у S з)((Vz S у)(-Ц,) & рz l э\y)(-Q(Z)).
Полоасиrr [1l;

}'z, (с) = Yfu. -зУtrо-э(Х) & (Vy S э)(-Уr. -r(з)).

Пус,r,ь дева. алгебрв (;{,I). Для ка;tдого алемента
, € |.{| определrх некоторое число в € .lv U {m}, которое
нiвыва{tтся уровнем ,l следуюцlдr, образом.

Если существует, такоfi на.ихеньrциll ноиер Ё, что для
лкrбого &1 ) ,k под а нет Уд -влементов, то z = Ё. Если
та,rtою i не с)пцествуетr т. 6. для любого Ic под , есть
Уi-алеrrент, то mворят, tlтo Уровень 8 равен Ф, т. е. n =
= cD.

Пустъ уровень эл€мект& а равен 7.. Для z, согласr,rо [lt,
ввелем характеристику r(з) = (rl(a), r2(э), r;(c)), Поло;кr.rм
rз = R; если ,L = 0, то 11 =12= 0; если п =.rо то
гl -- o()r 12 = 0i если 0 < s < оо, то гl - холичеgгво
непер эсекаюццrхся Уr-алементовi если п = l| то ,? = 0;
если l <,& < Фi то,] - количество непересекаюцц,!хся
yn_r -аЛеrrеНТОВ, Ле2iаtЦt!Х ПОД а,

Знахом = обозначиr, ал€м€нтлрную ахвивалентность
;rлгебра,ических систех. Знадом g буд€t{ обозначать иэо-
морфизм меrr(ду lЕ!r}aя алгебра.rrческrrми системами.

В атиr обозна,чеЕиях спр&ведливо сл€дуюIцес
lll'ЕДЛО?КЕНИЕ t [Il. (.,{,I) = (A',I') расхосъаlхо

,(/) = г(.4').
Пусть (;{rJ), (8,J).- д9е булсвн алгебрьт, Пусть ý ý

ý |,l|x|3| - под{ноrGество, уловлетворяющее след/юtlЕrм
аксиомам;

Ах1: (0,0) С ý&(l! l) € s;
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Ах2: ((з,у) € ý&а = 0) + у = tl;
Дх3: ((а,у) € ý&y=0)+5=0i
t'x{: ((а, у) cStEa<s)+ (ЗD)[(с,й) е ý&(а\с,у\0) с ý];
Дх5; ((с,у) € s&b З !,) + (3с)(с,е) е ý&(с\ с,у\С} e.ýl;
Ах6: (з,у)€S+(5сl

критериеra иэохорфиsмв).
у € J) (ý будсrс наsывать

ТВОРЕМА l [t] (обобrчсние крttrt,срия Воота [3l).
(,1, r) g (8, J) mойа u поltsо tn,otla, Bolla с!?цссtлсусm з$о-
*осmво S, уOооапtеорlvлцас азс;rlоuц Atl-AI6.

l. Общсс стросние I-алrебр

Пусть 8 - гtрои:rвольнl,я J_влгсбрь Тогдq Kr.rc сле-
д!rет и9 ttpe тr4!mцаr рассуэrrденrd, сущесгвует линеffrо
упорядоченяо€ Iноrфество Дl с вьrделеrоrш ядеьлоч .[ ть
хое, что 

"" 
BL?, Пустъ для 8 выполнястся след}rюшее

условиa:

либо r(l) = (t,0, n) & (YC s 8) h(c) = я(8) <+
<==+ гсп&(С) = atl u 24,

либо г(8) = (о,0, z), z } 3.

ос)rцес!гвляет изохорфизra хе:6дl I_алrзброfi 8

r_алrсброfi Ci. Доопрсдслrоr i(Ol) - 0с, fi(16) = 1с.

(*)

Тогда при gгох предполоrкении Bepнi следrющrя
ЛЕММЛ L, Ilycmt В - проuзооltхч I-ааuбрв, уёооlстъео-

рrючсг !сrоа:uа (r). Toaio с!|цасmс!слп I-ааесбрв С - o{Cr,.,.
.,,,Сп,.,,} псзв, чmо В*С,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 8 - проrэвольнrя r-ал-
гэбра,, удовлстворяк)щая условиях лсшхr*, Тогдt с;rпlе-
ствует тш(ос liноriеегво f,t, что 8 i! 8 7_q . По построению.,I
Li = ({(1,0},S,I)л Пусть QgВ,р,, тогда поло:rсаr СЁ

lJI
;= о{С1,...,С1,...}. Gрелrt Q сtrпцествует бссховсчно хно-
rэ r-влгебр, для хоторых lc не прЕrrдлсrлсат идеалу r,
следовlтельно, услови€ 'бi' оiтределеняя 1 выrrолнено. По-
этошу тltФе эr,дrниа J-rлгсбры С KoppelcTrro. Пусть l

l26

L!,
п



Иэвестко, что любоfi алешент в лtэ В представиrд в

виде 8 = V (nc \ &;), где c;r0i € .Uf' U {О,1}. }tсполь9уя ато,
d=0

доýа,7кеrд, что 8 ý С. Для атопо восподьзу€lдся теоре-
rдой 1.

rrолоанаrд ý * {(л,у) l л =

l,(6c), гfiе ci,D; е Ъf' u{0,1} }.

ti
У(сс \0i) <==+ у = V fi(ci) \
a=0 d:Jl

В силу т€ореrдц 1 необхо.Фаrдо проверить, что ý явля-
ется критериец иэоrrорфиsма. Истлшностъ a.rccTrorr Ах1,
Ах2 не выэнва€т соrднеrшЙ. Дълее, в силу сиrдrдетричЕо-
сти ý доегаточЕо щ)овер!rгь условия Ах4, Д(6.

ДдД. Пустъ (rrу} е ý, с ý а. Тогда суIцествуют

{q}l=r, {й}i=t такис, что s= t/(q \D;) и б = Q 1сб п
d=O i=i)

Пе{ ) \ (4 u 6;). Полоаrоаrд } * i 1Дlсr) П i(c )) \ (rd(ф) U fi (Dl)).
d=O

Тогда (rr,у} е ý. В тоlпе вреrд-я с\с= 81oc\cd)\(d,\a;)
i=O

,}u у \} = V(l.(q) \i(с)) \ffJ(ф) \l.(ar)). Следовательно,
i.d)

{с\с,у\а} € S.
Лg. Пусть s е I. Тогда для ýаr!сдою i эыполЕено:

(ci \ft) е l. Следовательно, (fr(q)\i(0l)) е r п g с I.
Обратrrо, есл:п ! е It то для хаrtсдоrэ d выполнено:
111сr)lД(0;)) € r. Тогдв (с; \0с) С I u g € J. Тадсldr, обазоrr,
все условия зеоремы 1 вцполнены, следов&т€льно, В ýДС,
Леrдrда докаt аЕl.

3АМЕЧАНИЕ 1. Пусть 8 Е аl{,{g,...,Jл,...}. Тогдt,
еслlа ytzt Ф r{ar+r ý С1, то В ý оl{фr. . ., Cr, . . .}.

Докаsательепво 9!.uечания спеду€т ш, определения
иэоrrофизча rде?rqдr .Фушя raодедяши.

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусmt В , проuосо.}нс, I-aMc69a, уi.о-
sасmсорrт'чй gсrоеuu (+). ?oBic еllцссmеwm mваrс I-вlвсбр*
,Ч;li = 112r..., чmо В ý o{r}irr...rfirvr...}, прччШ luбo
r(rUt) = (1,0,t)1 лutо t(*li) = (mr0,t), u свl'ч t 2 4, по {йi}
g0 о е асrпе орrm ycrocrr*T (*).
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ДОКА3АТЕЛЬСТВО, Пустъ Е - произвольная J-ол-
гебра, удовлетворяющая условию (+), Тогла., в силу лем-
r.ьJ l r.or(Ho сqитатьr что 8*с{С1,.,.,Сл,...}. Допустиrr,
что ,(Ci) = (p;,q;,t;). Согладно леrдме 3 из ý2 [r] любой
элеxент д моrrяо раэлож}lть в объе.4,tненяе непересека.ю-
IЦltХСЛ ПРОСТЫХ аЛеlIеНТОВ tr| П az| Т. е. ' - 

gl Ur2; 
'r 

Пr? = 0
и r2(з1) * r2(.s2) в 0. Следовательно, с. = Jf, u rlf;. Если
ti = l, то r(С;) = Фi,a,l). В aTorr случае tt! = Ci g )t! = n.
Если ti : 2, то l(.tlf; ) - ф1,0,й) и ,(,f ) = (q;,o,t; - ]),
При р1 или qa рпвныlr Ф соответственно .{! плп iE уд*
вл€творяют нуrхному условию. В случас pd < оо, имсем
.|t: g М! Ф,..ФМ;i , ,rрrr,."., ,(Иt) = (l| 0, tj). Днвлогичное
раJrло]llенис ихеет хссто для;f, в случа€ qi < оо. В силу
т9чечности форхул У. л€гко вид€ть, что lИf €егь пря-
r.aая cy}axt конечноr\о числа J-алгебр} удовлетворяюIц}lri
условию следствия 1. Следовательно, для r-алтебры 6,
в силу з&rrечевия 1, существует требуемое {r-сьiешивени€.
Следствие доха:rано-

Пусть Т - rrHoaKecтBo всех изо}tорфных типов r-!,лгaЬр
,,l, Talorx, что г(;{) = (i,0,}),(i = 1V j = о), и. если & } 4, то
J удовлетворяет условияю (*), прпчеrа, для любого l € ?
существует €lпIне!венная с точностью до изоморфизма

'-алr"ебра 
J, соотвествующ}я типу t. Та.rсую r_алrебру

будеrr обозна.тать через .,lr.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будеrr обозначп,ть А ( 8, если

.{ является tтряritыli слагасмыld 8, т. е. 8 = .j{ Ф с для
некотороfr I-алгсбры С.

Пусть В * произволъная /-алгебра, удовлетворяюцl&п
lriловию (+), тогда В 9 с,6{С1,. ..,Сд,. .,}- Ввсдсм xapа.rfl s,
ристику для U, g rчз{С11...,Су,...} следуюuдим обilазоrl:
ссlцчб = |l{,{-|,4- а At, Ал S uа||| ссluа = {ссlцчд}. В слу-
чаеt если фиксиров&но аrr-смсrливtцlие 8, то та:tже будеrr
гисать ссiВ + ccluB. Эту хараrстеристкку будеrr flE:rr.lвaтb
п о а зuз с р взm ср u сrпuв о &.

ЛЕММА 2. Дgсmt (.,{, J), (8, J) -- пpouzaoalxbtc Bleeбp;l,
уlоеlаmеорtллцuс успоgIл (*). Дусml (,4, I)=о.а rr(В,J)Зrоз
(aDc чдruб - сdоlпсалпсmвQххо ч-сgечtоахча I -alzcбp А l В|.
Тоzёв, eclu cclшl^ = gclu,rs, па (,4,I) g (8, J).
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ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Пусть ua ё u{*1bMz.. .}, ас g
е аr{JUrй...}. Для дохазвтельствi лехuы воспользуем-
ся теорехоfi 1. IIолоrиr. ý + {(а,у)|(я,у) удовлетворяет
o,Фlor.y из условий (**) или (* + +) } :

если гсlr&(а) - гап&(у) = rct}(I) - :спЁ(Е), то

cci(c) = ccfr(y); (.r)

если rсп}(а) = rсп}(!,) < lcnЁ(.tt) = rcnt(E), то

с =,{l U... U lrr,9 = 8r U... U 8lr, l,- . _,
лi з Jyli, Bi < Д, (/i,' п l,{il) * (si, J п |ft |). J 

t| |'I

Провериrr вь!полнение цrссиом Аrl-Ах6. В силу симме-
тричности S, ограничихся проверхой аrссиох Ахl,Ах2,Ах4,
Ах6,

ддt (0,0) € ý;(l,1) с s;
|Дl. Пусть (сrg) € ý, g=0, тогда, в силу (r,*t), у=0.
l,дl. Рвsобъеrr док&jr&тельство но три сл}.чs.я.
1)Допустиrr, что (а,у) € ý, 7сsЁ(д) = lсп&(у) < rсzЩJ) =

= гсz&(а). Возьхеrд 0 < с ý э, тогд8. в силlr (l ,r t) иrreerr,
д = ,{l jL... U,{1_и у =Д U ... U ЕЛ. ТаккахO<сýс,
то с -lr U...U/tхtгд€ Ji :! .i,ti. Соглвсно условяю (+++)
име€tl, что (..{i,InlJil) q (8i, Jnl8il). Пусть fi осуществляет
тахой иэоrrорфизх. Тогда полохtих б = 

't(Б)U.. 
.Urrч(Б).

В силу постросния ý ldorGвo з

',(п)

ll\
(rБ),

Иrrеех
следовательво, {в

2) Пусть rспlс(с) - гсп&(у) _ гсr&(.,{) _ гсл&(8), с ý r и
гсrlЁ(с) < rсz&(а). Вудех счита.ть,,rто (с) = c.r{,{lrr{r,...},
1у1 - r.,{8I,&,...}, причем j,<,F,, Bi S Ц. Tars ках
rсzЁ(с) < rсz&(а), то о =,{r U...Ulш. Tar< Karc Hlc интересу-
Ет воЕросы иэоraорфиsхr .I-алг.,ебр, то ,ре иsохорфные

ы сч!frr.ть нерозличимыми. Пусть
Прост,оты ра.qд будеr. сrrитать

, что а\с _
u...U,ttп\lл

U...U

]]u... ч.{л \
что (т, у) е S.
и у\6 = 8l \
\c,!r\6) € S.

r_влгеб
И]l +

k рrз
(это не ограяичиваст обшности), что 

" = [Ti] 
}' U , . .

...UtПl&- U...U[T..lb, кроме тог0, будеrr пр,lцrолагать,
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что п у$ rцuj* i. Пусть для к&rt(дотю d = 1r...,й
выполненоt что "t !! J;, и для ка]цдою i = tп *1r...rr
верно, что Т # ,{;. Пусть Т coor""TcтBlreт тищ, fr, ,{i со-
ответствует типу t;. Для кsдсдого i = 1r...rr?1 иuеец, что
сс[ ц (s \ в) = еh у (д) - &. Для каасдого d = m* 1r. . ., r, есди

"{r \Т$;{;1то rchц(в\о) = ссЁ1, (л) - Ё; п cclrr(a\c) =
= ссЬ(g) + Ь где тип р соответствует r-алгеьре /; \ 4.
Если Jз \.4i g ,'li, то йt;,@ \ о) = ,йti (т). Остальные
кваlrихвраIстеристики не меняются. В силу вытттеска,:rая-
ною существует D талое, что D = lr(Б) U ... U fly(ý}, при
aтoьr оч€ви.ФIо, что (сr0} е ý, и, следовательно, 0 =
= Иr (Б)l /cr U. . . u и- (Б)I Ь ц. . . u и, (E)l &, . дп" ка*доrc
d = 1,...,rz *it (у\0) = cci6, (у) -е = *,htr("\"). Для ка-
аIrдого d = zz* 1,.,.,t если ,& \7Гt;l;, то 

'l(rt\T) 
9 Д(,{i)l

и тогда сс[1, (у\D) = ccl}td (y)-nt = ссh\ ("\о) и ссhr(У\Е) -
= ссЬ(у)+& = ссiо(r\с)r где тЕп р соотв€тствует r-алг.ебре
l & \ Т. Если 

"{r \Т ý ,l;, то fi(/; \Т) Э: i("1;)r и, следо-
вательно, ссДз, (а\ n) = dt, (у \ 6) = *[t (у). В силу выше
излоrqенного, (а\с,у\Ё) € ý.

3) Пусть гоrIс(ч) = rсв&(у) = гсв&(.'t) = гсrlз(8). Воэьмеrд
с Tafioet что гсrr&(с) = гсв&(л). Полоэrсим в'= 8 \о, тогда в
силу прс.щдущсго суrцествует б тадсое, что (с'rD'} е
€ ý&(а\с',у\&'} е ý плп (т \с,у\Ь} е ý&{с,6) е ý.

Адý. Пусть (lг,у} е ý. Если гсв&(с) = rсп,t(у) =
=гсвlс("{) = гспlс(Е), тоsgI п y$J, Если rсвIз(т)<
< rоzЁ(.,{), то в сиду условия (,t,r п La;l) е (В.,.rП;В,;1,
получr€rr, что, €' <+ у € J. Леrдма дохаsаяа.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В обрвтную сторону лемца Heвepнa.l
т. е. из Tor\ot что А g Ц не следует, что cclror1 - *lш)Е.

2. ТИпы иэоморфиэrда суперетоrдншх r-алrcбр,
ха.раýтсристики (lr0, r),z S 4

В атоrд пунБте булеrr пре.щrолалать, что произвольнал
r-алгебра 8 удовлетворя€т условкю 8|д Е 8r..

Пустъ г(В) = (&,0,1). Еспи Ь конечноt то любые две
такие l-алrcбры изоrrорфны. В атоrд случ&е Еола,гаем
пасfr(В) = (&,0, l). Если & = фr то для тою, чтобы Br Е
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Ё Ь необхоlц{ldо и достаточЕо, чтобы rсrlс(&) =
= rсв&(&). Тогда поло?киu nrc[(E) = (m,0,l,rслЁ(Е)).

Пусть r(8) = (&,0r2). Если & ( G)l то любые Jцре
такiие r-алг.ебры изоrrорфны. В атоrд случа€ полала.ем
всй(Е) - (ý012). Пустъ r(Е) = (*,0,2). Тахие r-алгебрьс
хораJсI€рны теlд, что любоfr атом , r-алгвбры 8 не принад-
леrкит идеапу r. СледовательЕо, для того чтобы Bt Ё 8z,,

яеобхоJцаrдо и достаточно, чтобы rсп&(&) = rсz,t(Еz). То-
гдs. поло2киrд rссЪ(В) = (mr 01 1, rсr}(В)).

Пусть r(В) = (1r0r3). В силу точечности форrrупы Уз

}доr(но 9а.п!лсать, что В g Br Ф &r где Е1 }ýовлетворя€т
след/юIцеrду условию:

(VC S Вr)(r(С) = r(81) = (1,0,3) {==*

э гсzЦС) = rсz&(8r)), (1)

а r-алгсбрв ф тахова, что r(&) = (m,0,2). Если rсвЁ(&) <
< гоп,t(В1), то с)rществует ра!rло?вение В = 8r Ф 8з, где
82 = 0. Если rсz&(&) > rсп&(Щ), то ра.9поrкение В -
ЩФ& о}ФIо9начно с точностью до изоrrорфизrrа. ПoaTorry
достаточЕо описать r-алrcбру Br. Очеви,Еrоr чlго любые
JIэе таfiIле r-алrэбры изоrrорфны тогдs. и только погда,
вогда aTrr впrrебры ишеют о.щtЕ и тот ,(е ралrг Фретпе.

В эTorr сл!rчве полалаеш rссЩВ1) = (1r0rýrcne(Br)).
Перейдеrr к описаЕIпю типов r-алrtбрьт 8, для кото-

рой г(Е) = (1r0r4). Пре,шrолоавах, что дпя Е выполЕеЕо
следуюцlи€ условие:

(VC ý В)(r(С) ,. г(В) ,. (1,0,4) <-=9

* rвпh(С) = гаа,t(В)). (2)

При этоrr огрвIIичиraся сл!пlаgral когда ралrrг Фречrе r-ал_
гзбры 8 конечен. В спалу следствия 1, uo;cro очптать,
что В является иl-о.епIиваЕIием r-алrcбр {}lc}, Еричеr.
г(rИ;)=(i,O1t)1 где iC tlr-},t € t1,2}. Кваsихарадсгери-
еГИКУ ug * u{tй\*lz,..} будеrд 9аIIисьrрать след/юццлм
образох: цIuоg =(ь-rr...rlоijr_rr...rjо)rгДе d- =ВЬuс П

t оrпrсьтвадт r_алrзбру С g Сбtь п (1с € I); (А)
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в ;- = фЬuа, где

t оrплсывадт r_алгебру С*Сrп Irл л.,
и (Yя - атоlда ý С)(я f r). Ir' ''

В aTrrx обоsначеrпrях сrtрlведдиво сле.Ф7юlцее
ПРЕДЛО?КЕНИЕ 2. Пуспl ВrС - пролýсо.lхuс I-ал-

аебрьц уOооаеmсорmлцuс !сlоеuю (2). Допусmчц, чпо Вё
Ё r.lB{Err&,...} u С Ц счд{jУl,Л/r...}. Тосl.в Bcau

вluв = (Ь, . . ., ф, L-z, i.-sr. . . t doi JЪl. . ., JЪ),

durtg = (d-r..., d., о, 0, 0r..., 0i j-r... lJЪ)r

rпо В Э!С.
ДОКА3АТЕЛЬСТВО будех вести по lцвгадr.
Шал 1. Сваяапа доЁаrксlд, что для щlоиэвольвоfi

r-алrrcбрн .lИ тr.хоfi, чtо е,luу = (Ьr,,.rLrс),Orь_s,,..
. , ., Ь;.lЪ,. . ., jo) вЕполЕено paвellcтBo В g М. PBccrroTprrrr
,цра сл}ЕIцп

А) Пусть b-z1o. Обоsваtпдr чере9 М\-rr,..rм:!;'
все r-алтзбрш иэ &rr-сlдеIдивадý{я Е (r-алтъбра ,{ привлп-
леrс|т даЕноху .JJ-сx€ЕtиваЕIию, еспи ./ll S U.1), соотвст-
ствуюцц,r€ Ttirrt t11 где tt !rдовлетвор8€т условию (А) при
flt = l& - 2. Пустъ Л{1_, - цроиэвольвtя r-алгебра из
иrr-сxсцltдваяия 8, соотвстствуюIцая Trrrr;r 13, где fu удов-
летворяет условию (А) rти m = rr - 1. Очеви.цrо, что
В Е oB{fil_r, М'._rr..., М:5', Cr, ф...}, где С1,

hr.. , - r-алпебры пэ usрсrсепIпвавия Е, не соответегвую-
цЕtе Еи шrпу t1 ни тихrу. t2. Тогда, т!ý Kat{ }l1_, Е
g й1_, Ф fil-з о... о М:5", то, в силу вад.ечалпая 1,

эаttлючs€iu, что В ё usa{*ll-rrCrrCu...}, следовотедьноr
ВhВ = (Ь, . . ., Ь, О, 0, i,-ýr . . ., йi rЪ, . . . rЪ), и .зЕач!лr М 

= 
В.

В) Пусть твперь Ъ-з = о. Пусть {Лri._z}Lr - счёТ-
ное ссrдейство J_алr.,ебр из иrr-сuеIдива.rrия В, соотвст<rгву-
юlII9rх тиrr;r t1, где тпп tr удовлетворяет условию (А) при
m = fL - 2. Пусть {.lUrj._rii=, - счстное сеrrейство I-алrвбр

влетворяет условию (А)при m=п-1. В стапу леrrrrы 2
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rrort(Bo graи,гЕть, что Е g og{hll.ar.lvl|.-2, С, , . 
: 
.}:. оч€вид-

но, чтo .r|{i_" О fil-, g ,!li_1, тогда 8 Е! од,r{rЧl-r,Сl ..,},
EoaToray c{;lu,tl,1 = (br...rb(p,0rb-sr...jo), И В СИЛУ Л€Ц,
rrы 2, полуqrrм, что Е Ц }{.

lllлцil* Прихсяяя цrrл l юнсчвос число р!:, пол!r.Iиrд,
что !' !! С, Прсдло:ксвяе доЁ!,sщ{о.

ПРЕДЛО?КЕНИЕ 8.Ilycmr В чС - прочааоrrхшс r-or-
эобрtц glоолсmеорсачvе уелооvп (2), В ý чl{&, &,. . .},
С 9r r.la {С1, ф, . . .} . Jlottycltbttr,, чmо

ccfuoз = (il r. . ., d,_r, d.-:, L-зr... 
'Ъ),

ccioa = (iд,..., ir-rt 0l ir-s,...,JЪ),

поаOа, ccltt i.-rli._z ( ФrЬ-t }0, mо ВёС.
ДОКАЗАТВЛЬСТВО. Пустъ fir-r - проиэвольн!я

I-алrtбра я:, (.,r-сuaоIившlия 8, соотвстствуюдl!я т,ип)r tr,
где тип 

'r 
удовлетворяст условию (А) при rъ эз а-1. Пусть

{rr.{l_r}E;' - сеrдейство всех .(-алrзбр я:} иJ;nсхсIдIваЕIияt
соотвстствуюцýtх ш{пу h, гдa И !rдовлетворяет условию
(А). Тогдв. llorкHo считьть, в силу лсrrцы 2, что 8 *
Е r.lr,r{.lИ,-r,.,Иl-",., ., fij]i',i/r, й,. .,}, где i/rr l йr. ., -
.I-алrзбрr* иs r.rз-схепlкваlrяя 8, rсoтoplJe не соответств)rют
ни тиIry t1, rпа t2. Очеви.Фrо, tfго.iЧr-r gfi.-r(Efil_rФ.,.
. . , Ф ,Иj:;' , сдсдовrтсльно, сtJ*lц =. ccirJg. Тогдц шtсл-
лируя х леххс 2, sвБлtочЕсх, чтю 8 9 С, Прсдложснис
доха.:ilно.

СЛЕДСТВИЕ 2, Пусmь В чС - проurооrlunс I -аlulрtц
уlосlеmеоlпэцuе услооtп (l), 8 * оlд{81, $r. ..} u Cýr.la{C1,
ф , , ,|. Тоriа ccau

ссП.r, = ({il}l=o, U,}i=o),

ccio4 = (dl r. . ., d.-r, Or.. .,0; j-r. .., rЪ)

t nPц сrrло/{ е.irъоrхвхо ,Gtосuс, чrrло ir-r r . , . r i'. ( оо1 j6-1 -
-Ф, L-r }о, mо ВЁС.
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ДОМЗАТЕЛЬСТВО. По rrреддоrпевию 3, 8 * Сr, где
cciC' = (iд,..., j.-1, 0r..., 0, Ф, i6-2r..., Йr.,. JЪ). Из прсдло-
:rсения 2, гд€ в Бачестве С береrr С', нструдrо g!fiлюtfпть,
что 8 g С, Следствие дохц]rяо.

ПРЕДЛО?КЕНИЕ {.Дycrnr 8uC - прочэаоrrяtзс r-cr-
аебрьз, уOоваеmоорrощце ycaoeua (2). Допусmча, чm0 8g
Е! or{8r, &,. . .}, Сaцсlй,Ф,...|. Tolla ссач

ссlu.lб = ({i.}|*; {r*}l=o),
ccfulg _ (dд, . . ., iдi j-r.. ., j.-r,0,0r. . ., j--r,0r. ..,0)

u прч епоЦ сшлоrхснО yclocuB, чtпо j.-lr...lJ* ( Ф, JЪ-r =
= Ф, i-! }0, rпо В=С.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО вrrалогично дохa:rrтельегву
предлохенrrfi 2 и { и следствию 2.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ & Ьаsиrара.rстсристt{ку ý = (d-,...
..., io;r-r..., JЪ) будеrr напыватъ хаrrонrrчестсоЙ, €слп BtJ_
поднеянн сле.ýrк)лц{a lхсио!aн:

0l. если jп 
= Фr т0 ý& < m)(it l0);

02. если Ь # Ф&Ь f 0, то (]r)(;1 = о) & Р& 9Ё r, m)(ir =

03. если i- r 0, то

(Зr, r')(r < r')(i| = о, j. < о)&(YЁ f r, r')(ir = 0);

0{. если ,- = о, то Р& < n)(j1 = 0);
0i. если .1- # ф&ir 7А 0, m (3r)ф, = о) & РЁ f е, п)fui =

= 0);
06. если ii = 0| то

(3r, r')(r < r')(1| - о,1', < о)&р} f r, r')(jr * 0)i

07. если dп = 0r то j- * 0, я я!рборот, если ,;- о 0, то
d- ,Ё 0.

опрЕlIЕлЕниЕ 6, булсх
хtltовичсскиllr сслп хвцrпIiраrвсрпстliвц соотвстствук}-
щ!я данноуу u-сllёtл}lвtlltiюr являстся хаrrояичесхой.

ПРВДЛОаtЕНИЕ 5. Лпбве еос I -uлсбрtц уOоолсmоорlа.
цuс !сrосuо (2) ч uаслцrr. разхш, rоNохu{rсru, r,oaз.lsapnr;lrlc-

р ucfnurl!, хсчаоrорgiхrз.
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ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Пусть l и 8 rrrеют сдедующие
каноничесхи€ квцlихераJrтеристихи: ссМ = ({i,}}-,
{j.i}-), сс[s = ({ii}}=6, {ji}!=o). Допустиlr, что Ь-k*
,А 0, i. = о, i'-, = &t # 0, iЪl = о. Остальные ф,{
считr€х р!вннrrи нулю, Ht i, цоrrсIо нвло:кить любне
ограничеЕия в соответствии с определенисх 3.

Пусть lтt > ml . Допустиra| чтo .l ý Е. Пусть ;И1, . . .

. . . , }lr - все r-влгебры из кaJtоничесхою a.r-сrrецмвания
*,l, cooTBeTcTByroцpte типу t, где t )rдовлетворяет условию
(А) при m = rn. Пусть f - иэохорфизц меrrд)L{ и В. То-
гда l(;Иl U. , .U.iИr) - I-олгебра, иlrеющ!я хDраIзг.ристику
суператоr.нцх (m, &), и е.вrнича атой I-алгебрн принадле-
?кfг ядсалу I. С дlугой стороны, тлхой подвлr,,ебры в 8
нет. Полученное противоречие дохцrыв!дт, что m = ml.
Точно тадt:lсе хоr(но дохцriть, что } - &t.

Дохаэrсех, что dз, - fr, . Пусть .rl и 8 tlraeюT следую-
црIе к!.нояичесхие хваsихrршсDерястиrсl: gcba - ( ja-r 

r . . .

... r ioi j.-tl... r JЪ), ocfia _ (f._r,...,db;.{_,,..., j6).
Вудеrr считать1 что i, = о, dl, - о Оствльныс i1, d

raorKнo gчиа.ть рrвныraи нулю. Talc кц( еспи суtцесгвует
т!хо€ m > a, что i- f 0, то нr,rпь r-алr.,сбръ J есть пряхrя
cyrrrra r-алrtбр At п Az. гдс ,,{t соответствует тиЕу t
я t удовлетворяет усIовик) (А), а I-алтзбрi Jз тщ(ова}
что ccb{r = (Сr..., о,0,,..,0,.t"-r,...). Поэтоrrу доегаточно
рtссraотр€ть докаll &тсльство дая Az.

Допустиrr, что , > ,r. Тогда с!rц{еегву€т r-алrcбра
,}l иэ хаtrоничGсtпого tьсuеIдllвrнltя 8, соотвсствующrя
типу tl хоторнй удовлетворяет условик) (А) при rr = r.
Но талой подьлrэбрн в 8 нет, сл.дов8вельraоr А l В,
Получекное rqlотиворсчие доttцrь!вraт н!дtе предло]Б€нпе.

ЛВММА 3, Лобв I.вэебрв, уlооtспоорlпцч ycaoouo
(2), ulзссm rcr{or.u{rcrtl, nеаrввразmсрuсrпчry, n0 эrпо8 laс.
авороrmсрvсmusа I -allcбpa опрвёвхсmt оiхозвсчво с mочхо.
uпtл lo uэоtорývзла.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусrъ 8 - пропэвольвrя r-вл_
r.ебра, удовлстворяtоцlая усдовию (2). Тогдr Е Е ru6{E1,
е]r.,.}. В силу слсдствия 3 чохrrо считlть, что сс[.ссд =
= (Ц, 0,..., i-r, 0,0r..., о, 0r..., 0, JЪr..., jo), причсх либо
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ir = 0rL-l < о, либо b-l = 0. По предлоtrссюrrо ,l получr.
eta: ссlug = (rir Or..., |_1r 0,... r 0, оr ()r...,0r;-,0,... 

r 0, о,
0r...r0). Следовr.т.льно, 8 ишест tаJrоничGсхую tlв!'эях!.
р!Jсr€рист!ссу. В силу предлоасения i, 

'-r,лгебрs 
Е опреде-

ляaтся о.щIо9нlraво с тэчностью до иsоriорФtiзraь Леrrца
докцrанt.

3АМЕЧАНИЕ 3. Если в условиях лечхt* 2 под ccrr&r,.,
cci{.rr поницвть каноничGсхt е квlsихврaýтеристик , то
лзuхi 2 вернв в обрa.тн!rю ег9рон!., т. е., €слrr ,{ Е 8r то
ССIrяuol = ссIuв.

опрЕlIЕлвниЕ6. r-алгебра В наsывь
ется неисчеsаюцеfi, если для любого рцrлоrr8ния / g
Е ЕФС въrподяено либо А*В, лпбо AgC.

I-алгебры, удовлетворяюIr4llе условию (2) и ихею-
Iцяa o/Фry яз след}rюIlрll' хlнонtaчесхих l(вэ.эихl.рi.lсвери-
сrиц являх)тся веисчQ9аюпlиraя: (со, 0r..., 01 о, 0r..., 0),
(0r... r 0, Фr Or...r 0, i1; оr Or.,. r 0), где jo з 0. 

'-алr€брt{,иuеющае другие хаЕон!iческие кваlrяхЁраfiперисгихяt не
являются неивIcзlюttдиuи. Heтpyrцro 9!J{етять, что ве_
исчсэаюпlих r-влгебр, удовл.тво?яюrцих условию (2), в
точностя 2rr.

ЛВММА 1. Лобu I.впебрв, уlовлсmеорlлцч ycloBuo
(2), осmt ln;pre'сr cyа,а,o rоr.aчr.о.о чuола хсuсчс2аалцв l-olя,6р.
Чucro хачсчзесэчlttе I - uсвбр, уlо е лепе орlпtцп уеао еuю (2),
rrнaчхо.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть J - произвольная r_ал-
г!6рr, удовлетворяюtц.я )rсловию (2). Пусть осМ =
= (0,..., i., 0,..., ф, 0,,.. rr;, 0r..., 0, о, 0r..,, 0). Тогдв l 9
= 

ВфQМ, прrчеr. ccrrB - (0r.. ., о,01.. .10, оr Or.. , r 0), Оче-
ви,ýlо, tтго Е - неисчсsающ!я. про С цоаоrо ск!.5lть, что
С * ct О... ýСa., прк,trсц воa q соотвGтствуют olцloxy и
тоху,зе тиrц/ t, хоторый в сэоrо оч.рa.ць удовлетворяет
условию (А). Очевя.qrо, что все 4 являются неисчеs!.
юЕ$lraи, Следовательво, С ссrъ rцlяrrая cyшшa хонсчногý
числr нaиФIсrtюцЕlх. То.дrо lгlroxa raожно покisоть, что
Л ссть пряrrая cln ral Rонaчяою число неиG*IсзIюц.ЕIх. В
силу вrдшссв!,slнного taolкtlo утвсрrýдоъi что l - есlъ
пряrarя cyr.ua юнечяопо числа нсrсчс9акrtцих 

'-алrcбр}
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и (пiсло неисчеstюtlЕ{l I-rлтзбр, удовлетворяюцIDIх услФ
вию (2), юнеtпlо. Лсrrцв докаstва.

3. Тшrы изоraорфиsrat сlrпер!.тоrдlлI J-олr,ебр,
хrршсDеристихи (i,O,B);n ) 4,i С {1,o}

В даrrвоч пуtпtге будеrд рtссra}тривiть проиэвольнне
J_ьrrr.ебры тахие, что rсп(8) = ч <фп Е|э !Е 8.r.. ПУСТЬ
Е удовлетворяет след}rюццrllу условию:

РС l В)(r(С) = l(В) = (1,0, в) <+
<+ ясrвIз(С) = с < Ф)vr(В) = (о,O,в),п < о. (3)

тЕорвмл 2.
а) Дs lлбооо ,оrtrчraоrо ,} > zl u Dg албоао зохечхоrо

opiuнorc с сушl'сллс!сm ЕоЁаr.вOс {uc.o ,.сосчaзсrчtв I-вl*6р,
уёо слсtпвоplлцв усlооuю ( Е );

6) lобч I -a.lя,cбpc ecfiLl пlrцч оудlв ;охечхооо ч|лсrс хо-
llсчarсрчll,.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докrзвтельство будех вести по
индl/tltцдl следуюдltоa обраsоra: ,если теор€хr дохцr!flе
для r-алгебры, иrrеющей харц(таристику (1,0,п), то до-
Krr(era вsдtу Teoperay для J_мrвбрн, ихеющей lr.рrдсге-
ристиху (оr0rп). Если Teoperra докlslва для r-алr.ебры,
яшеющсfi х!.р!JегеристиЁу (оr0rп), то докцroеta ношу тсо-
per.y для I-апrзбрr,r, ихеющей хiраJстеристиху (ltOtn+ 1).

Вlsяс ПlrСТЬ rt=4 и 8 - проязвольная
удовдетворяющsя усдовию (3), тогдr r(а) =

= (lr0t{), следовательно, в!дtt r..eopex} н.посрGдстванно
внтеха2т Iiэ леlдцЕ ,l.

Если 8 - прои9вольнrя r_влrзбра, удовлстворяюIцая
условию (3), и r(В) = (1,0,1)1 то Е 9r o{rll,J2...}, где J;
удовлстворяют )tсловию (3) прв с Зп-?, о = lспЁ(8).
По иrrдrrсц.rонноцу пр€.Фtолоrвению, для любого d r-ал_
rrсбра /5 сегъ Еряra!я cyuu!. поначного !rисло нсиgtacэrю-
щrrх, Поетоrrу чоr(яо gчитать, что 8Er.l{El,&,...}, где
& - нсисчеэrrочцr.rе J-ашзбрн.Пусть ý + {t тrпов |(30(4
cooтBe.гcтBlrcт тиrrу t)}. По иrr.щlrсдпr || ý ||< о. Значит
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есди тиrry t € ý соотвётствует лиIдь Бонечное число r-aJI-
r€бр иS д!,t вою иr_сtaешивr.ния, то Е Е al{8;r rBi, ...} Ф
ФrЧ 1, Ф.., ФJИjr, гдс tvlir,..,,Mi, - все r-алЁбры иs
u-сцеtливаяия Е, соответсЬуюццаd типу t. Проделывая
дlнвую процедуру для к!хдого типа a с ý, для которо_
ю существует ЕонечЕос число r-алr.сбр из k_сldешиваяия
8, соотвстсзвуюцIдх дr.нноху тиrrу 

' 
( число тахих типов

хонечно), получиu, что 8 есzъ пряrarя cyrruв IзоЕ€чною
числ! неисчсзаюдрlл', Всли для кrrrдого & l в-2 срчс-
gгвует не более ý1 нси:rоtaорфЕцх нсисчезак}!tц,tх r_плг.ебр,
удовлстворяюцо{х )rсловriю (3) при в * ý то сущсству_
ст нс болсс 2ýо+",+ý.-2 a - r-алгсбр 8 таItих, что
r(а) = (1, 0, а) u 8 удовлстворяет условию (3).

Пусть далсс r(В) =(corOrn). .Щохаяtех, что таrсr.я
r-tлт.ебрr есгь пряьdая сухur юнечною числа веиоче9r,ю_
лIиI и число неисчеэаюдрIх r-влт.сбр, соответствуюдIдх
да.t ноraу ал€х€нтiрношlr типь конечно. Вудеrr доказы-
ввть индJпсцrсй по с } 3, гдq а = гсп&(Е).

Пусть с = 3l тогдr 8 Е o{ll1,r{zr...}, прячсх для Ёа.
:rrдою i ичееч, что r(Ji) - (j,0,&) (i е {1,m},Ё l z - 2) и
да}rная r-олrcбра удовлетворяст условик) (3). В тоr и в
дDупоra слlrчsе по инд}rtttýrи (по rt) rro:rcro саlитътьr что
все *{; яеисчсsаrоIrдрrе. Пусть ý * {a тrrпов |(3i) (.,i5 соот-
ветствует я{пу 0}. Mortrro считать, что ||ý|| < 9, Тогда
точно т!rоке, Kit( и в случаё r(а) = (r,0, r) чо:кно доказать!
что 8 есть пряra!я cylatar юнatrного числа неисчез}юцрlх
tl число веисчеэlюц$rl l-алтзбр, соотвётствующtrх д!Jt-
ноху алсrдснтаряоuу типуt юнечно. Для с = 8 докаэаrrо.

Пусть для любого ор.Ф{налъ Р < а Teoperaв док8:rrнь
Пусть 8 l tl{;l1, Jз, . . .}. Очеви.4rо, что гспЁ(.{6) < гсв&(8).
В то же врхя либо lЕ("i;) < л, лвбо г9(.,l; ) = z, r1(.l;) = 1,

либо r(J5) - r(8). В первоrr или во Bтopori случrя*, точно
.л!ll,Ke, K!.t( И РlНЬtЦС, Шoritlo СЧtfГLТЬr (rГ! ВСе .r{a КеИСЧеЗЬ
юпцлс. Пусть выполня€тся TpTrrfi случtfi ольтерн8тивы.
Тогда по индrкtц|и (по а) получаех, что ,t есгь tlяli!я
с!мхr конечного числа яеисчсзак)ццlх. HeTp;r.qro эахе-
тить, что llýli < о, а иuснно: если обоэкачэtтъ через
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ýд, Ё ( с, холичеегво яеиrоtдорФвцх I,влrебр
творяюпц,rх условяю (3), и таlсиr, что гз(,{) <

= rсп&(J)1 то ||Sl| < 2ýo i ýl * ", * ýс-r .Если

",l, удовле-
lз(В), /с =
тяrrу t € s

соответствует конечное чясло r-алrэбр .Д,l

даЕноItо lr-смецtивrнияl то 8 ý r.l{,{;, , "{;a 
. .

"'Фff j.,

jr
.} ФlИ1, Ф...

Mi, пэ

Проделцввя д!.t{ную процсдуру для кдд(дого типt
t € ý, для хоторого сущёствуат юн.чно€ число .l-алrrебр
из U-сtlёшивai{ия 8, соответствуюцц,!х ддýIноxу типу 

'(число тахих типов юЕечно), полуrпаrr ддя Е Byrlýio€
представление. Теореха доIiаэан&.

СЛЕДСТВИЕ 3. Дюбu хоuсчсgаrщoл I-ааuбра, yloolo-
йеорrlчu усlооuю (3), аiо првЬсmвоuuа е etae В ё
Е (,Лl Ф... Фlrv)', мбо r(B = (1,0,}), k = L,2t прл!чсл осе
I -азвобр* А; r.Gчсчrаоrчu6.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть r(Е) = (о,0, &), тогда если
(}ЕlVЁв2),то 8 g (.iФ...Фl)", глс r(..{) = (i,o,/c),
(j Е lvi = в) и rсzlс(;{) < rспЩ8). В атом случас
будех считать, что lд € r, Есди /g = 3, то талюrсе будех
заIIисIJвать 8 g(.tФ,..ФJ)O, гдс r(,4) - (j,0,1), (i=
= lvi = о), lспЩJ) 1lotblc(B), В BTorr случаэ будех
зшtисtJвать 1; ( l. Если ft ) 4, то ну:кный результет
следует яз теореlrы 2. Следствие док!.з!Jtо.

слЕдствиЕ ,l. Длt tpбrlg эоtлвчr.к, m, ?t, dll lпбоао ale.
llсхmврхоu, пъuпв {оrРrm) сущёсmв!сm CrCлrlHOc lllclo N2tзо.
лорýыа l.вlъсбр В mвrtlя,, зmо r(8) =(а,Р,m) ч rсz}(8) = rr.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть В - произвольная r-ал-
rcбр& п г(ý) = (аr,0, п). Тогда если lъ = |t2t то дока.9ь
тельство очеви,щIо. Пусть m ) 3. Тогда 8 Е .tlr Ф lz,
где r(,{1) = (a,O,rn) и я(,l2) = (F,O,m- 1). Mo:Krro счи-
ТаТЬ, ЧТО С(Р) = t ЛИбо с(Р) = о. Отсюда ви.IЕIо, что
надIе следствяе достат9чно док8.зеть для тахях r-алrвбр
8, что r(8) - (с,O,m), где (а = 1 либо с = m). Еслк а = со,
то док!.9от€льство слсду€т из теорехн 2. Пусть с - 1,

Достато.:но похцrать, что l сеrъ пряrasя суиrrа юнечно-
ю числа r-алrcбр, lrдовлетворяюIldttх )rсловию (3). Для
доклltотельст9а восполь9у€liся rdстодом ивд},кции.
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Ваsис ПУСТЬ rn = ,l, тогда ш тr.1 следу€т,
сде соЬД - (0,. .., оr Or... r 0, соr Or. . , r 0).чго

Про С и .М xo:rcro cttцtaть' что r(С) = (d,0, l) и f(8) = (r', 0, l).
Лсгко 5rвидеть, чm JrC,.M удовлетворяют условию (3).

Пусть r(8) = (аr0rm). В силу точсчности Форr.улы
У- суrцестttует рцrлоrtсЕие В r АФС, где либо ,,{, ли-
бо С является У-_елеrrеятоrr. Следоввтельноl суIцествует
такое рцrлоrвение В g .ДаС, что J у,цовлетворяет усл,J-
вию (3). В силу точсчно€ти форraулы У- полtrlчаэrr, чтэ
rs(С) < rз(а). По9тоl.у, в силу ttвдrкрrонною пре.ФIоло-
,<енпя| С €сть TaJl2Ke пряrasя сум}r8 хонечного числа
r- алr:бр, удовл€творяюцрrх условию (3). Следовательно,
8 есть пряrrая с)rraмL юнсчного числа r_алrэбр, удовле-
творяюцц{I условию (3). Следствие дох!:tано,

Пустъ Е -- прои9волън!я нсисчез!.ющая l-алгэбрэ. и
пусть 8 g (/t @,. . Фlл)", где все l. неисчеэающt е. опре-
делиra по инд}rхrрrи следуюЕlее xнornecтBo Г; (rrHoxcecTBo
совraестиlrых с 

' 
тtdпов):

если r(8) = (i,0,1),d ( со, то Тз а 0;

если 7(8) = (о,0,1} то при ,сr.Ц8) - в поло:rtrrх Ъ ;.r
* tror...,b-t}, гда 

'l удовлетворяет условию (А) лля
m-*;

если г(8) = (i} 0, 2)| i ( о, тю Та ;= 0i
если г(8) = (о,Or2)1 то при rclъl(8) = п поло:rgir. rr r=

з+ {hr...,!r-l}, гд€ tl удовлстворя€т условию (А А) лля
m= hi

если г(8) = (1,0,3), тo при rсr&(8) - t поло2rg{ц Ъ t
Ё {h,...lb-t}, где it удовлетворяет условию (А А) лля
п= h.

Пуст,ъ В 9 (,l1 Ф... оJш)", и либо ,(В) = (o,0,z),a ) 3,
либо r(B) = (1r0rB)rl } ,i. ДопустIаrr, что 8 удовлегворяет

!rсловию (3). Тогдl полоrqirr Ъ Ё UТ,лi Utl 
'r-, 

где

соответствуюцqrfr r-алгсбре Ji. Иногдr тl бу-tд - lМП,
дau обоsнlчlть чарсs fl, гдс a - типt
I_алr.абрс ,l.

l,r0



ЗАМЕЧАНИЕ 4. MBo:rcecTBo & опрсделенво тФлько
для неисче sаюдц,tх 

'-rлrrбр.
ПРЕДЛОаlЕНИВ 0. trусmD u| - хсuечеоаоtцч I-вмебро,

уlоелеmсорrrцч ycloovo (t). Пycttlt luбo r(.Д) = (в,O,в),
rйо г(l) = (1,0,n). В еmчз случчз t€ а mоrаs ш moJDEo

позlв, зоэёв АФЦlА (& - сооfrлёсrпсmс!сm muпу l).
ДОКД3АТЕЛЬСТВО. Пусть .it удовлствояет услови.

яrr пеллохеrrия 6.

(+) Докеяtех, что если 
' 

€ Ц, то "Д Ф & ё А.
Вудем дохсэыввть индуктдрrей по z, где п - ра.нг Фре-

ure J-влr:6ры .r{. Пусть для начадr либо r(r{) = (m,0, m),
m ! 3, пi,:бо r(l) = (l,0, п), п f а.

Ваэпс иrrдувrцrя. Пусть п=1. Тогда J а (JlФ...
...Ф7;Т":ББб;йлеЕия множеегва а сле.щIет, что ли-
бо а) 8r совпадаэт с о.пrrой яs 

'-iлr€6р 
.ili и в 9тох случее

дохазательство оч€видIrо, либо 6) существует тахое i, что
t € тл., но ,{i - атом либо лекоrrц,rй в идеr.леt либо нет,
следовательно, Tl, = 0, ц случаfi "б" невозмоrtен.

Пусть для всеrt ор.в{нtлов, мевьщих llr предлоrкеЕие
дохаээJ{о. Пусть.{l g (.{r Ф...Ф,{ш)" ФВr. МЕ хотиri до_
кё]gть, что l1 *"{. Тах Karr J{I Ё (JrФ.,.Ф/л)"е& то

"'tt 
g(ч{rФ.. ФJл Ф8l) Ф(..tlr Ф.. .е"{п)'. Если & совпадr€т

с о7цrоfi из .l-алrэбр J;, то на Jl yolcHo счотреть кшt н&
U-сlrеlцивлIие, 

'. ", 
./4t а и{&r (..{r, . . ,,,dп)'}, и, в силу деу-

иtJ 2, чо]кно sаtслючить, чтo ;rll !l .{. Пусть теперь Q не
совпqдвrт яи с оrЕrой иs r-а.лт.ебр .{;, Тогдв существует та-
кое i, что t € f,r1, , Bes ограrrl'lчсния обtцности мorfiHo счи-
тать, \rго i = 1. Легхо видеть, что гсв}(,{i) < гспЩ,{), сле.
довi.l.ельно, в силу индукgtонногэ прG,цIолоr(сния, для
та,rсих l.алгебр теоDешв верна., значит Jt Ф8, Е /l. В силу
выцtескьsанноm, J' ý (J1 о... Ф Jл)' E.i.

Если r(,{) = (i, 0, 1), (i, 0, 2), (i, 0r 3), то докщtа.пельсlво не
требует особых поясненяй.

(е) Теперь доБаJýеx, что €сли J Ф & Э! J, то i € Tr.
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Если r(J) = (i,Otl),(j,0,2),(d,0,8), то докаэательство
непосредственво сяедует иs определевия Гд.

Пуеть ,l - неясчез}кrщая r-sлrcбрв, удовлетворяю-
щsя условию (3), и либо r(J) = (о, 0, пr), m ) 3, либо r(J) =
= (Ir0,m)rm } {. Нужкое Hs.x утв€рr{денке б;rлелr докаэц-
вать индrхr!ией по в, где п - PaIr, ореше r-влгебры .{.

Ввэис индуrсрIя 
'! = 1, .r Ф & r J. Тогда t оrt съ[в!.

ет .[;rйбру, состояшJ/ю и9 о.Фlоtý rтoxa, который либо
принqдлокят идеr.лу| лябо нет. Следовrтельно, ! € Т;.

ПУСТЬ 
"{ 

Ф 8r g ,r{. Тогда. & S .,l. Пусть f _ проиsволъ-
ньrfi иsохорфиэt кеr!ду r-влг,ебоЙ ,{ Ф at и J-влrеброЙ ,,{.
Покаясех, что существует таrФе коя€чно€ if,, что 4 si
S lr о . .. Ф Jrr, где .4 - I-алгсбры иэ u-сш€шивr.яиJr .q
причеrr ,lр.ъ; = "{i, Допустиxr что тrкою .if, не суцеству-
ет. Тогда l(&) = tl \ Ц'=l .,Иi, . < Ф, Mi S ,/lj, причеrд
rсв&(.,И;) q гсz&(,{). В тахоч слуqаэ ,саЁ(l(&)) = п =
= гсвЩ..{)l следовательно, с оJтrоfi cтopoнt{, &lB Ф.{|я Sg 2/|в, и, с д)уrэfi еюронъ!, Erlп Ф Jlr 9! I|9 Проти-
воречие. Итаrс, с;пцеств)rет тшФе число М < оо, что
ar S;tr Ф... Ф Jrc. Тогда & g El Ф...Ф8J', где 4 S Аl
Ввиду веисчеэаэхости r-алгебры Et, raorKнo crIиTa.Tb, что
8ie&roBced=O,i>1. Если El Ell, то t € ?nr. Пустъ
& Ё -'h, тогда 8r s .{t, слсдова.тсльво, 11 Е! & Ф/9l для
нсюторой r-ллгсбрн rИ, Тах Karc r-алгебрл Jar псисчеsа.
ющ!я и 8,r#,lr,To Atehl, Поатоху Jl E&Ф/lr, Про u{r

Kat, и9всстно, что rспЁ(.{1) < zcz&(l). Далсс приrrеняеrr
индуrсцловныЙ шaг и получ!rш, что l € ?,а. Предлоzrсснис
доЕцr8.Ilо.

ПРЕДЛО7КЕНИЕ 7, Пуам Д - хсvсчсzвлtцu I -оlзобра,

уЕооlсtлtооралtцв yclooul (Е). Ilреlпоаоrаll, чmо Д g
g(.{r Ф...ФJл)", moaio сс.чtСТл, mо Jg(JtФ"{rФ...
' " 6,1л)",

докАЗАтЕлЬство. Если ,lllr совпадr,ет с о.Фrой иэ
l-алrчбр Jj, то, в силу леrrrrы 2, зrключr,€м, что :( Ё
ý (/lr Ф.{r Ф.,.ФJл)", П;;,сть для любоrэ j вGрно, чтo
.lc F"4;, тогда, по определснию Т4, существует Tarcoc d,

что t С Tl,, Всэ огра.ничения общности lrоrtно счи-
т!ть, что r'i l. Следова,тсльво, в силу прсдлоаrсения 6,
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..{l ФJl 3Jt. Тогда "{g(ltФ,..ФJtr,)" 
g (g{l ФJr Ф...

.. . е Jл)'. В салу вtJIцескаsttдIого, }roriнo захлючить,
что j ll (,itr Ф Jl Ф... Ф.,{ш)-. Предло2кение дох&:rцIо.

ЛЕММА $, Ecau А ч 8 ,- npoBaaorrHxo I -alaoбp*, glооlа-
fпеорrюч1uе ycroaBr (*), лъо А! В mойа [ mоrlао rпоаlв, rсzdа
Tl =Тв,

докл3лтЕльство.
(+) Дохаясеч, .rго если l * 8, то Tl =Ъ. Допустих,

что ?д f fа. Это означа€т, что либо суцlествует тип
i € Tr \ Ъ, либо сучlсствуст тип 

' 
е Тв \ Tr. Пусть для

определенносги 
' 

€ Ц \16. Тогда тrц( Kati 1 € а, то
по преддоrtсняю б ,r.e.r., что у{ * J Ф Er. G дlуюЙ
cTopoHIJ,9{ * 8, следовательно, 8 *ВФ&l т. е. 

' € 
Тr,

Противорсчие.
(+) Доха,ltех, что если Tl = Тв, то ,{ g 8. Пусть

l !: (.'lr Ф.., о lл)9, 8 g (Bl Ф... Ф8п)'. обозна.чих
Т "- Tl - Тв. Полоrýлхl

.8;= { типов t |' € Tl.l, и9оцорфнi. одlrоfi иэ ;|i,
,{. не изоr.орфна ни о.qrоЙ из 86};

,{.= { тяпов t lt с Г,.{r иэоliорфна одrоfi лts 8i,
/! не изоDдорфнв ни о.щrоfi из *rt6}.

Приrrеrrяя HlDKtIoe tЕIсло рr:} предлоrкение 7, полуtвrх,
что

,d g (Jl Ф... оlл Ф {",tt}tcr),

а g (ar е... е вл Ф {.{l}rсв)'
Следоваr,елъно, .l Е В. Лехrrа доБ!-в8на-

ОПРЕJIЕЛЕНИЕ 0. MHo:rcecTBo типов Т назовеrr три_
виr.льяыt , если либ<l все ti С Т удовлетворяют условию
(А), либо вс€ 

'i 
€ r удовлетворяют условию (дд).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Всяхую 
'_алпебру "{ та.кую, что

I,а - тривиtльное цноrхеегво, будеrr яаsывать тривиаль-
ной r-алrтброй.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Если,{ - тривиальная r_алrвбра,
то по тrхоfr J-ллr.,ебре l.нort(сcтBo ft восстlвlвливадтся
о.Ф{означно.
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ЗАМЕЧАНИЕ 0. Если ,{r8 - тривиrльнъfiе l-алгебры,
тогда яз тогоt чть Тl =Ть, не следует| что ,{ g 8.

Деfiствительво, если r-влrзбрц .{ и 8 таJ!овы, что
r(i) = (1,0,3),l(8) = (о,0,1) и гса}(;4) = lсп&(Е), то Т,1 =Ц
ио.qrоврехенноJf,8.

ПРЕДЛО?КЕНИЕ Е. Дlt лобово хеmрuвuаr.хоио цхоr'е-
еmеa пuпоо т = {ttt. . ,, 

'л}, 
riз * - munrB, сооmесmспю!рч4tе

хauсчеzвючцл I -аlвобрал, е!лцвспеуспъ еluхсmосххч с mочхо-
сmtю lo uсоuорфuzlв l-Ba*6pa В паэв, чпо cJ(T) = Uf1, U
UUiд =f6.

докАзАтЕлЬство. в ха.честве Е воэьrrеrr 8Е
Е (.{1, Ф...О.41д )". Тогдв UT1. UUtr = ?6. Следовательно,
В - uсlсюuм r_алrtбрв. о.щlозначность сл€д)rет из лех-
rды 5 (тrý кLt( r_алтrбр& 8 определяется о.ý{означно не_
тривиальньдr. xнorкecтBor 1Ь). Предложеяие док8эано,

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Е. Конечвое нетривиалъное мноrке_
ство типов ? нrsовем допуегиraыra| если суцlествует не-
исqезаюцlая l-алгзбра .,l, удовлетворяющая условию (З),
причеta тшrЕя, что Т - ?r.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Пусть Т = {t1,...,tд1} - допусти_
мое L{ноrrnесгво, tt пусть 

",l 
TarcoBan что f - Tr. Тоrда

lЕид{Jlr,...rJtп,,..}, где .,illn* -lt. Tarcoe r.l-crre-
лtивlJrие будеlr наsывеrъ допустиiь!ra, а соотвстствую-
ццrю ква.:rихараЕтеристику будех называть допустимой и
обоэначать череэ пrй(.,{) = едlllul,

ТЕОРЕМА 3. Дусml А ч 8 - npoure orrx)r, $сvсчеэсаlццс
I -аавсбрtц уёоеаuпоорtпцtе !сlооц1 (l), Tocla 0лl mосо чmо-
бu, Д ! В, хсобсо uцо u аосrпsrпочr.о, чmобоr rorci(.tl) = rrcfr(B).

ДОКЛЗЛТЕЛЬСТВО.
Достаточностъ следJrет иs лехуы 2.
Нсобхо.пlrrость. Пусть ,lE8. Обозначях чсрсз Г=

+Т1=|s, Если f- нетриви!.лъво. шHo2KccTBo, то допу-
стиr.о€ Ф.cuetttяBtнtic по дarrноfi 

'-алг€бре 
определается

о.Фlоэначно, следовот.льно, Baclr(l) = пасi(8). Если
Т - тривиальное хноrкество, то иS опрсделеt ия пrсЁ для
fривпольнъ!х I-алrебр следуст, что rrrci(i) - BccIr(B).
Teopcrra докr:rщir..

оПРВДЕЛЕНИЕ l0. t s { + t е Ц.
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ОПРЕЛЕЛВНИЕ 11. Тип ' 
будеrr яцrывать чr.кси-

мшьяыrд в 
'- 

rлrэбре l, есля (Vt' € а)(С 2 t) + (d = 0.
3АМЕЧЛНИВ 7, Пусть ,,,l произволъная веисче9вю-

lцая J-алrзбра, удовлстворяюtцiя условик) (3). Тогдл
если nrchr(,l) = с)! то для любого / 31 t вr*полвево, чтэ
Blal1,(.i) = о.

ЗАМЕЧАНИЕ Е. Пустъ Е - произволън8я нёисчеs&
ючдая r-елrзбрь, Лсгю построяrъ иsохорфвую сfi r-ад-
гý6ру, KoTopaJr ихеет допусгиriое &r-сuешиваtlис.

.,1сйствитсльно, еслп Tg = {tlr. . ., t19}, m поло:rrrаrд j9
* (,tt1, Ф...Ф,{1")'. В атох случrэ ,tl g rrlд{l1r,..,
,..,'{tш,,..}, где lrля = /r.. По оцределеняк) 9 хойtно
З&ltЛЮЧИТЬ, ЧТО ДаlIНОе Иr-СШеПIИВаНIlе ЯВЛЯеТСЯ ДОЕУgГЯ-
мьтrд, Вс лу теорGцн 3 эr.влючпrмt что JgЕ.

JпРЕдЕлЕниЕ l2, Il.tпоц .l_влт,ебры J будеч наэн-
вать хноr(aство uьБсяraальны:r в дакной r-алr.,ебре тrпов.

3ахлючение
Пусть даlла прояsвольн!я r-алгсбра ý удовлстворяю-

щая }rсловик);

В|2l-Вцппt где ?rс < Фl l
J, что lз(8) < о. (ААА)

Оrиrдеrr все типц и9оraорфIвмв твхих r-алrзбр.
В п.3 было дохr,:]ано, что любм r-алгебра, удовле-

творяюtц!я tlсловrrю (r), ссть пряxsя cytau!, Бонечноtэ
числв нсисчезr,юЕц{х r-r.лг€бр. С дlуrюй егоронц, оче-
B!t,Eto, что если 8 яе удовлетворяет условию (+), то 8
есаь тц{rке пряralя cyraraB Еояaчного число неисче9аю-
чпах. (Это бЕло похr9шlо rrри дохtlrательgгве следствия
я9 т!орсrrы 2.) МЕ !H!,el, что В -* & Ф... ф 8., гдс
8|р а 8rо .Следовательноr В ссть тадеке rтряцая сухцi ю-
нсчного чясла ЕaисчеsаюЕIttl. Очеви.ФIо, чво т!лое ра:r-
лоrtснЕе дла 8 нaоlцrоSнаrдrо. O.Фlarco цоrхво утвср]кдr,ть,
что суцlcствуaт с.цrнственное рцrлоrксЕие проиsвольной
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I-алгебры 8, удовлетворяющеfi условию (ААА), в хонеч-
ную cyrdr,ly неисчезаюцц{х, которые в свою очеред нес-
рr.ввиraн в сtIысле D l l| rrекд5r собоfi,

Действительяо, допустих, что хы иlIе€м .Ф8 ра:}ннх
ра:!лоrкения: ,Л g.r{'Ф...ФrJv g 8! Ф... О Еý, S > JV.

Пусть J - соответствуючц,rй изошорфизм, тогда
l(,{1) = El Ф... Ф Bf, гдс Bf 5 8r. В силу неисчGэLехости
r_алгзбры ,rlr uoacBro счита,ть, что l(Jl) = 8l S 81. Поха_
хсеж, что l(,{l) = Е'. Пусть это не тrх. Тогдв 

'("1l) 
* Sl,

следоват.льво, l-t(8l) # Il. Тогда в силу н€исчеэs€rrо-
сти 8l rro*ctlo считrть, что J-l(8l) =.{2. В атох случ!Ё
,d' S ,{2. Противоречие. Итоlс, l(r{l) = 8l. Продолжая
анrдогичных обрs9оra, мн получиж, что

u4 g u{' Ф... Ф,{л g.4! Ф... Фr{л Ф 8л+l Ф.,. Фвý, S>JV.

отсюда легю видетьt что 8л+l = 0,. . . , 8ý = 0.
Определих догryстихую хваj]их&рrfiтеристиlrу для

произвольноfi r-влr\ебры,,l, удовлетворяючlей условию
(ААА). Пусть ,4 Е .,{l Ф...Ф/N, где все J' несра.внишц
ме:кд;r собоfi, тогда. поло]fiJrм zlс[(J) = (zrci(,(t)r...
...,пlсi(,{N)), тагда для произвольных r-алгебр верна
сл€дуюцlая

ТЕОРЕМА 4. Даt проuаооаtхоЕ I -аlаебрьц уtrовlепоорttо-
щай ycroaur (ААА), аrиоlхсхо l g 8 ё} вlсЁ(l) = л rc[(B).

ДОКА3АТЕЛЬСТВО теореrrы следует иэ теорехы 3
и одяозначного разлоrБения rцlоиэвольной /_алгtбры 8,
удовлетворяющей условию (ААА), в конечную сумму не-
исчaзающих i-а.лгсбр, нссра.вниrrых rrецд5r собой.
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