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В дrдrноfi ра.бот€ Форraулируется экеграstоляшонная
точка врсtlия, Бас8юIцaяс8 природн авсrлох классичесхоfi
т€ории lrнorкecтBl в соответствии с котороfi счIа.гаrтсл,
что в основе чотивЕровtеi axc:rorr (хлвссичесюй) тео-
рии хноrкеств долr{но леr(Dть тольБо о.щ{а. гносеологиче_
сБ!л идея - пдеа attстрв,поляtg,!и (инддьтrrвноrэ рьстrро,
стрrrrснил) свойств юяQчнt tIr 'нйлrодrеrrшх araпирпче-
схиD объехтов яа все обr,ектыt включая и бсаtонсчвые.
3деь строится нвчальньлй фрагмент ý?До скстрlполяIц,r-
онноfi тсории uHorKccTB ýТЕ. В ocrroBc хотивировхи rхси-
orr ýТЕо лaJкит идея псрвичяой аЕсгр!,ttоляtlяи (на,след-
ствснно) rtояечвЕх lrно?icств ва все шЕоrýaства. Здесь по-
кцrыв!€тсяi что € - часть тсории ý?Ео шире тсории хно-
;ксств Цсрчсло - Френхсля Zf.

1. О пряроде !.ЁсиохЕтrrх!' твории taнo''rccтB

О.Фтн иэ сущесгвуюЕцдr взглядов на природу (в,вси-
orr) rraTerrBTиKrr cocтotiт в zroш, что исхо.ФtIJё urт,ехrти-
чссБrе Iюнятия и иI первичны€ своfiства вс скоfiс{ру-
ировснн свободrrоfi чсловсчесхоfi фrятаэлrей, а Пвэятtлu

из окруrкаюшaпо человека 9хIIиржчесхопо хиръ иэ опъгг!,
сго 2кизни в атом мире. IIr.иболее отчетливо, пови,Ф{хG.
rrп тrкоfi вsгляд бr,Iл сфорt улировая ечце J}к.Ст.Миллсrr
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(1E06-r8Ъ), юторцй tЕ!сод: 'Нr,5rха о числа* нс соег!аляет
Trкrarr обрr,sоl них!хоl.о исtлючбвия иэ тоm полоrкевия,
к roтoporry raý раньце приtцли: а ихеняо, Ето дt tnе в де-
дпсгивных Hayt('.x ... йr( первьпrи начал!дл{ являютм
обобtцения,iэ оrtцта.' [1, c.230t, и хоторнй утвер:fiдвл, чтo
rхсиоxrl ма,техотихи есть "истиЕц оЕъ!.rные, обобrценпя
иэ нtблюдсrrия" [1, c.l0{. Поrrятrrс 'обобrцснrtе и9 опý-
TaD ('обобщевие иэ наблюдсния") JlхСт.Милль отоr(де-
ствлял с понятиеж DrшджtgrяП и говорил, что индJrtсцaя
'состоит в Toм, что нl основlнпи насхольБиl отдельных
случаев, в юторь!х пзв€стнос явлснпе нlблюдалось, хы
sаfiлючаеlr, qто ото явлание иr.еег lrеgю и во вс€х слу_
чlяt яэвсстного хласса, т.е. во BccI случ!ях, сходllы, с
наблюдавrrrпшися в некоторцr( обстоятtльствах, пр!а9я!.
вrёuцх существеЕныraиD [t, c.l77t. Еслrа перейтrr на со-
врехенную терraинологию, то вышепрйведрнrллй взгляд

шoeснo ввлрцr!l|гь след)rюtJдI,ru обраэох:
а) вrссиоrrы шалвrrатикя сс!ъ р€9ультат Draпиричесхоfi ин.
,щIlсllrи, т.е. у:твср]l(дсняя, пол)мiar.це в ре9ультtlпе при-
ценения инд/Fгиввоlъ вlJвода к ооо!гвaтствуюlцпu опýт-
IaJu дrяныlr, б) ивдlктпвннй вr,rвод rцlедставляет собой
бчrпfричесхое обобпlение, т.е. аtGстр!поляrцлю (pacrrpo-
страrrение) свойств объзrпов, наблюдаехых в огtыте, Ht
все объехты соотв€тствуюtцй прс.цrетяой облвсти. Ав-
тор дrнной pйoTr,l рrsдсляст иx.нно тrдrую т.otlкy 9рG,
ния, хоюруtо наsов€ч скеграподяtдaонвоfi .

ИзBecTllo, что сепеgгвGнtI!я форхалиэаtц{я понятий и
докаl}ательgгв соврехенной реальяоfi хлlссичссхоfi MlTe-
цa.тики осуtцествляется на основе веории uнorrсecTB Цер-
цело - Фрснхсля ZPC, Поьточу lt(ctiouы Teoptlu ZFС
raorclo счlft rть аксиоu8ми все* (или почти всей) совре.
ценной шатехатиюi. Дr.лее реtrъ пойдет тольхо о теории
ЗF, т.е, о tеорпu ZFC беэ щссиоrrы выбора"

С акстралrоляrцлонной точхи зр.ния Ериродr (воэкиtь
новсния) ъвспоl* ZF,tlt исключеннсu tt(сиошц бесхонеч-
Hoc:Tr r{.1, вългля,4,1т сjIсдlюrrцпr обраsоrr:все аlrсtlоuы
rсорtut 2Р -,1611 rюявились в хачестве ре9ультат! оле-
}aaнтl,рного rЕосеологичесхого приеur - в качестве рс-
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зультат8 праtaой акегршIоляrрlи, пряtaотэ распрострщrе_
ния своfig!э fiояечнIJх' совохупнос!еfi нв бесюнечные, Ери
атом садa фц(т эЕстралоляtцaи обуславляв8€тся приýаги_
еч шýgиоrдJ бесконечкостп Дв1. Действительно, всякая
аffс!помlr zP - Цrr для (наследстяеяно) ковечных uHo,
,lgсств истиннв почти 'ося9rяuо', почтв апaIмричесЕи и
тOJt!я 8t(с,иоtaо, псхо,ФIо вцрlrкаюtцtя веютарое свойство
консчныl lrноrtесгв) прияиraа€тся в кrчеегве пстлtкноfi
для всеI хноrgЕств, Б!fi lзонечных ("наблюдrэrrьп' в оrв-
те), Tarc п б€сюнсчннх (нrходдпlихся вне Пнблюдекия').
Что касаэтся свойств обоэрихr,rх юнечннх uнortocclгB, вы-
рчrпснвых пхсиоllаJд!а ZF - Аiл, то этrа свойствl непо-
средственво усrar.трив}ются нв фиýичесtсtах прототипах
этих uнorrccTв - tlа обозриuых совокугпlоегяI фи9иче-
ских объекtчв.

Итаrс, акстраrrоляtцrоннiя точх8 :lреяия по9воляет рас-
сматриввть хлассическую теоряю raнor€cтB каБ свое_
обраэную аr.Iмричесхуtо |пеорию, содерr(цtýrю бесконеч-
нъlс xяоrсества в ха.честве полеэных (и необrо.qrхых) ть
оретичесхих конструlсгов, по9воляет нс у.Ф.lвляться Torry
факту, что кладстrческий хатеrrатический а.ппар&т Becbraв
полеэен для оrп{са.llия ампиричесllого мпра.

Trxиrr обраэоrr, ZF шоаtно paccr,taтpиBвTb KaJi своего
родr aвеграподяtдrонную теорлю мноrсeств. Посюльку
в ZF яераsраrrичы шногие Фунда.raеятальgые пеоретико-
rrвоrroеегвенные гроблехы (наприrrер, проблема, большиI
квр,ФlнLловr Еонтину)rra-проблеrrа), поrнтrsи поегроения
на 9кgграJtоляIд,!онноfi основе твории taяФкеств более шоцl-
ной, чех ZЛ, прсдставляются аJsгуаJIьвнхи. О,щrа из
таких попытох пре,щrряяята виrке в п. п. 2-,l. Зa,rieт}tt t
что 9ttстрвподяtц,!оняость расrчиренноfi теории raнolкecтB
(S?E и гипотетлачесхоfi ý?.Е) долlхна гrрантйровать ее
больrлую., чеч у ZF, поле9вость для описавия реальнопо
эrirпrрldческопо raяPa,.

2. Тсория ý7Е"

Яэнюм bv тюрtм ý?До будет язнrt первоll ступени
сигнатурtJ (€ , У ), содерхlrцей .щухrrестный Ер€}Ф!кат_
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ннЙ спrr_вол € и Ёонсга.нту И Переченныии в Форrrулsх
яэыка. ДУ буд}rт сt[r:волы ua|; G t, обоgначrехцq бБадrя
g|glzrt t7 f, воэхо:кllо, с индексадrи.

Пред1rетной областью для яэIJка, Lv будет сл)rrкить
сехейство U совокуrсtостеfi, называамых хлассаlrи. Неко.
торые кла.ссц буд|т наsьлваться lrноrrпествl.riи. Сиrrвол
€ будет иraевовать стiвдrртное отноцtение принsдлеJкIrо-
сти }rеr(дr кла.cсi.uи, а символ У будет иrrеновrть класс
всех входящи1 в U Iноr*сеств.

Логичеекой основой теория ýfЕо будет исчислеrrие
преlрlЁатов (с равснствоrr) сигнат),рн (€, У ) .

В дальнеfiшеlr ч€рез 9,Ф (возrrох<во, с лtндекса.rrи) бу.
дlт обозначаться форхулr,r язrдха йУ. Форrrула g будет
н8.зыва.ться €-Фор}.улой или форrrулой языха 

', 
если 9

есть форrrула сигнатуры (С>. Заm,Iсь 9(тlr...rз.),в ) 0,
a)удет о9ноча.ть, tлго 8r|...,rr -- ттопrрно ра.эличнIJе сво-
бо.Фtы€ переriенные форriулri g. Залrиь вида у = {з|9}
будет обоэначвтъ формулу Vс(э € у .* 9), 0 зr.пись вида.
у = {с€с|9} - форrrулу V"{, с у ..+ s С а tr, 9), Если
{ .- т€рм (т.е. перехевная uлu V), ýе входrЕIлfi в форrrу-
лу 9(з1,...,q), то череэ 99(дlr...rд,) или 9r, или [9]l бу-
дет обоэначаться релятивиэ!.!l}lя Формулн 9 относитель-
но Teprr8 q. Испольgу€rai!е беэ пояснений обrцеупотреби-
тельные в ZP обоэвачс.rrия и сокрццения будут иliсть
обычяЁ{й смысл (rтри ,аlrеяс тсрминD "хлосс" на. тради-
rрrоннrдй тсрмин "жно;tество"). В чаегности, входяцIGs
в форriулировк}, аrrсиомц Л вырлrrснис у ý У обоsначает
Yz(z е у -: € У), а вырллсе:rтие |у| S |т| обозначает €-форrrу-
лу, утверrrдLюцчю, что raoElIlocтb ЕлассL 9 xсныцс или
равна мощности кл!,ссо ,.

АБсиоraЕ! теории ýТЕ".
zlr. Аксллома акстснсиальности для мноriiсегв

Ya,yýz(: G, ё z Gу) _, а = y)tY.

z{u. Аксиома. фунлироваlrия для мноrпеств

[Yг(]dу е д) - 1t е гYз(: € t -о я { c))tv,
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Д. Аксиоraа. (crerra.) выделения для шяоrпеегв

[Vrl,..,,LVr]g(у = {z е а | p(z,tr,,..,b)})lY,

rде g е L|r. } О и переrденнsя у не вr(о.Фaт в 9 свобоlтrо.
zlr. Аксиоrrа тран9и1}lвности класса У

Vз,у(с€ V &усЕ --.!,€У).

Лs. Аксиоха зr.шкнутости кла.сса И

Vл,у(збV tzy9Y& |у|<| л|-у€ У).

.Д5. Акспоrrв (схема) экстралrтоляIдrrи

Y81,...,t' е У(9v(с1,...,с.) - (о1,. . ., з") - 9(а1,...,а.)),

rде 9eLla:0 и,l,,..lrr -- rrоляый перечень свободrrr:х
пер€rrенныI в 9.

3. об ахсшошаl ýТЕ"

Пресrqде всепо следует отt етить, что все теоретихо-
MнornecтBeняrje приIпIиIпJ, BIJpаrKeHýbTc алrссиомаrrи ý?-Ео,
не являются неи9веегнцмп. В частности, aKororra .l{б

является легкой форrrrльrrой хо.qафикаrцаей cxcrrH ý2 [2t,
а а.ксиоха Л5 выраrкает| по-сути, KarrTopoBcKrrй вэгляд н8
класс всех uно:кеств [3t.

В дальнейшеu бухв!хи с,В,l,с (воэчоасrrо! с индсrпса-
rrи) будут обоэнвчаrъся переменные для ордt{налов, T&tr
чтt, выраrкения вида Vag и Зс9 будут обоэначать соот-
в€теDвенно форх5lлы вида Vа(огt(r) - 9) и Jз(оrd(а) & 9),
где оrd(с) есть €-форuула} утверrкдвющаяD что 8 - ор_
дlrнол. Черсэ Р(л) будет обозrlвчаться клrсс (я lz S л}.
Кюrrулятявяая иерa.рхия опрсдслястся обычя!tи обраэоrс:
у" = U р(уr).

|<а
Определиrr т€ориtо fý7. Язык f,' атой теорип *

яэнк первоЙ ступени сигяатурIJ (€rT )l где t - о.щIо_
r,rестный предr.rкатныfi сиr,rвол (псрсмсквые в язrдках .DV
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п Lf, o,цr:я и те rкe). Аксиоца,rrи тсоршл ?ý7 являются
Е r -формулы А{ - Л[ таt(ие, чтэ для i = 1,. . . ,6 форr.ула
.{' rтолучаэтся иэ ,l; эrrrеной в последrrе* всяхой подФор-
riулы вt4да r € r на подформулу вида r(л).

УТВЕР?ltЛЕНИЕ. Dcru ZP хепроmvворочttвв, mо TS а
яrпрOmчаорсYUdа.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Средстваr.и, форх!.лизуеrлrми
в ZP, строится rrодель и докаsыва€тся, чтo бта мод€ль
является ходеяью для ?ýт. Испольsуеraые ни2ке сиlt-
волr,т Р и < имеют обrцепринятый теоретико_rrодельный
сlrысл.

Пусть D =<Y.,€D) - ход€ль, t*де У., (алемент стая-
да.ртной кухулятивноfi исрархии) ссть хвоrфество вссх
яаследственно конечнцх мHor{ecтrl, а бD - ств,ндартное
отноIление припqдлеrкяостя на, Yr. Пусть ходель .I) =
--<Yа,GЬ) TaJtoBLr что V" gV6,eD=eb П(У, хУ.) пD<Ь
т.е. для любой €-Форхулы g(зlr...,с1),п > О (в - число
свободlrых rсременнъ!х в 9), и любых orr. ..l сl € И" иrrеет
}aесто

D Р 9(c1,...,rr.) .- i S 9(с1,...,с,),
при атош под)s.эумев!rтся, что вход8IцI,tй в 9 сиraвол € в
контексте "D F 9О и}aенует отноIцение €r а в юнтексте
"Ь ts g" - отноцrение Gб Существование rrодели i
слеrýrет из теорехы [+, гл. 5l. _

Ilесхолько слов о моделл D. Пус:гь €-формулD 9 есть
Vu(a l О а 3В(о = Р_+ 1)). Ясяо, что D Р 9. I1осюльI9l
D < D, яrrеет rreerto D Р 9. Это оэнача€т, что в raодели D,
как и в D, нет предельных ор,4,!налов и по9тоху орд}rяа-
лы шодели D (упор"до*"нные отноtценяех еО) обраsуют,
подобяо орд}lнr.лах rrодели D, ватуральrrый ряд, кото-
рый обозвачшх череэ й, Пус:ъ далее €-форrrулs, 9 естъ
Va3a(9 € Уо). Ясно, зю D F g. Следоэатедьно, ввид/
D < D, иrrсет хесто D F р. Это о9вrча€т, что яоситель
ходели D, подобно носителю ходели D, являстся алехсн-
тох Уб я€котороЙ коrrулятивноЙ иерархии. Поскольху по
rIостро€нию Vtl С Yalt то (докаэываст еs, ъ 2F) вь!полttя-
етс,я и, с й. Тахиrr обр&зоra й является нестаfiдартныli
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н8турольньпa рядоra, 8 восипель riодели D явдяется але,
хентохвестандlртноfi кухулятивнойи€р8рхии. _

Продолж}rr, докrэ!.тедьство. Пусть модель D, =

=<V6rеЬrrО >, гд" 
" 

-fiо.ФIоtaеgгяое отноrrrение на Убl
причеш ддя отяоrления f," вьтполняется след}rющее: для
л юбого с € Vr7 пмсет *""*о 

" 
1n1 е о еfr U.,

Нахонец поквrкеlдt что все !хсиомы Ts, исгинвц в
лодслu Dr при условии| tтго сиr.вол С (Фпгнатурн я9нк8
Д') иrrенует отноцIение €D, а сиrrвол " - оrrrо**rra ,D.

Известно, что D является lrоделью длst ZР без аrсси-
оцы бесхонечности. AKcиorrr* l|,Ц . Дf теории Т5а
внрirкают тот фш(т, что в D истинrtн соответgгвуюцц,rе
ахмоrrы ZF.

Пхеет rrест,о Ё7 Р Va, у(r(з) & ! с в -. r(у)), поскольку
э ZF доtаэуеuо

Vс,у(с€У,&у€х-V,|.

Иrrеет rдестю D, F Yg,у(r(з) & Vz(з € у _ r(l)) & |у| <

l |т| -- т(у)), посЕольку в Zf докtsуехо

Vа,у(зс V" & с SVчtв l с |<| s |-+ у € Yr,).

Аксиома r{f вырая<аэт факт

D Р 9(с1,,.., с.) + D, Р 9(с1,. ,., с,)

(sдесь 9 € i,c;r... tcr € У,), юторнй следJrет цэ D < Ь ц
определения D".
_ Построеrr:rая при дохцrательстве lrгверrtдеЕия цодель
Dr являстся естественноЙ (rrиничалъноfi) шоделью для
твории Тýа, Поэтоrrу далес будет говориться, что в те-
ории Тý7 речь идет о (нчследственно) юнечных мяоже.
стваra.

Воэникаст вопросi что xor(Ho скшrлть о непро,rиворе_
чивости ýТЕо, имея ввиду неЕротивореtaивость (относи-
тельно Zln) теории Гý7? С форr,rальяоfi точки 9рения те-
ория S?E отлич!.ется от Тýг толъю о]тlиr, - задlеной
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в сигна.туре яэыха, t'еории I.' о.qrоrrестного пре.Ф,лка.тно.
по сt lrволе т rrr, KoHcT8IlTy У такую, что У = {с | r(с)}
(раsухеется, посде тоrФй заrrены Форr.ула af ,d = t,...,6,
приЕяха€т вид Д). С гносеологической тючlсt зрения
теория ýГ]9о отли!tа€тся от Тý, то]fiе толью оlslим -если в ?ýr речь идет о бескокечном rdно2хсегвеl пред_
ст!влевноri в пот€нtцлольно* форrrе, то в ýТЕо бесконеч-
ное xHo?KecTBo фигурируст в более gильной, а.хтувльноfi
Ф9рме. Деltствятельяо| ишccт м?его 3с е й(У", С Уq), но
Dr F -3а(r = {z I r(я)}). Вто эке врсмя, У- является але-
мснтом носителя всякой riодели ST.E., посхольк5l в ýТЕб
докцrу€rdо 3э(з = У"). Ta"юrrr оброэох, при переходс от
ТSr х STEу осущсствляется шег}rализrцI,!я бескоясчноrю
мноrtества (бесконечных raноrrеств) и) ввяду ахсиовы rl4,
эксгралоляIgrя свойстэ юнечных мяо2кесlв на (а.rстуаль-
но) бесконечные.

Весьма правдоподобно, что противорсчие 9 STE. мо-
,xltт возникнуть (прrt тrсреходс от fý7 ) толью в тоrд слу-
чш, югда океГРШIОЛИровшrянс теориеЙ SТЕб своfiство
Еонечных мноrк€ств оt{аJкутся несовraсегимыми HD обла-
егиi вхлк)ч&юцlGй в себя а.Бт!rальные бесЕонечные мно-
ассствь Все акстрOJIолирусIдые теорией S?Eo свойствп
КОНеЧХЫХ l,(HorlrecтB ВЫРаrКеВН В аJtСИОУОХ Д1 - Д5 ОТОЙ
теории.

Обознвчих чсрсэ zFIц теорию zP+ (с5rществует недо-
стrп;rrrдыЙ карlц4нr.л). flсно, что в zFtn дока:,уемо суще-
ствовifние множеегва, Ъ, тде т - нсдостиrlимый кар,щr-
нал, Ясно, Tlrcrкe, что У, содераtэrт аJегуальны€ бесБонеч-
нъ,Iе rrнoаKccтBa (при естественной янтерпретащли). Су-
цlествовLние И, свидстельствуст (если Zffo вспротиворе-
чива) о том, что аБстраполпруеriыс теориеfi ý?Ео своfi-
спва хонечных мноrtеегв совltестны на области, вttпюча.
ющей в себя аl<туальные бесконечные rrHoa<ecTBa (tхсио-
хы rt1 - i5 иегинны в модели < У, U{%}, €, % >).

Тахиrс обраэоr,r, еслп Z Р11 непротиворечивs,, то пред-
стiвляется вссьrrп вероятяой непротиворсчивость теории
s"E".
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Кроме тоrэ, полеэяО отцетять следующее. Пусть тео-

рия ýТЕ] есть ýТЕо, в котороЙ lJrcиоrдЕ .r|"b Эа.rrеНеНа аКСИ-

оrrоfi:

^!. Vа,з(а€ V & уЕа.. у eV).
Поскольку все ,Бсяоtaц ý?Е! локалэуеrrн в теории Реfiн-
гtрдтв S' [3t, в ý' равновепротиворечивв с ZЛ [3, эалrечь
шас {.3l, то если Z.la яепротиворечива, m ý?.Щ непротиво,
речшrа.

,l. Некоторые следегвия аксиом ýтЕо

пРЕдл оаtЕниЕ 1. .Brrn0.r.rcme, еавцв

Vз1,..,,t1 е У(рv (зr,. .., э,) .- р(а1,. . . , с.)),

zlс а q L,п : 0 r rtr...,ri - norxrrfl пrрсчан. c'oбolxbrt
nBP с,lвпньa;Е с а.

ДОМЗДТЕЛЬСТВО. Следует иэ аксиоrды Л,
ПРЕДЛО)lСЕНИВ 2. Вьtлъоl'rяomе, прu$чuп о*ёеlвхчл е

gеuзс Lv vtl,...,rrvr]g(!, = {z б с|9(z, t1,..., t,)}), adc а €
€ ДУ,п ) 0 чу хз азо)чm е g сообоdно.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Если 9 € i, тo соотв€тствую-
щая форtaула выделения (посредствоrr 9) слз;цlез,из аь
сиоrr ,{з и Д5. Пусть 9(z,trr...,t.) е Lvrp C.L, и пере-
}aeнHarr у ве вход}tт в 9 свобо.цlrо. Пусть to - отличн!я
от , и у переrr€няaя, не входящgя в 9. Пуеть, ваконецi
gо(zl!r,...rt.rtо) есть форr.улs, получеянsя из 9 эз.rленой
каrкдог9 вхоfiдения сицвола У нв вхо;сдеяие псре.rrеняоfi
to. Ясно, чт! 9о € Д. Следоввтельно, ввидJ, аrссиоrr ,{з и
,{в, будет иметr, често

vtovtrt,..., ьvsЗу(у = {, € а l gо(r, tl,... t tl,.o)}).

ОТСЮДа след}r€т форraулL выдел€ния посредство!( 9, по-
скольку 9o(:1t11. . . , t., У) ссть форrrулп 9(z,ttr...,t1).

ПРВДЛО?КЕНИВ 3. Есlч 9 - взGuоцс ZP (6оэ азсuоlrьl
еalopa), mо лмееm !асfпо рсллпuсurачvя. [qlv ,
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докАзАтЕльстВо. r. AЁc-t{orrr скстеrпсионrrlьвости
в классе У есть вrссиоча 11.

2. Ахсиома Ф!.lr.Фtровшrr'rя в класса У есть ахсиохв lз.
3. Aкcпoraa пустопо кла.сса в хлвссе У есть PyYc

(д d у)Iv. Иэ предло;енвЙ 1,2 и aJrcrnorд,I .{r сле.дует
3!у(у = {z е V|z { l|). Обозначиrr т&кое у через 0'. Ясно,
что Vz(z f 0'). Следовательно, ицеет tleeпo ЗgYz
(z l у). отсюдв ввид), предлоr(ения 1, выво.Ф/rтся доЕа.
зуеr.!я Форrrула..

,l. Аксиоrда неупорядоченноfi пары в кла.ссе У

[Vtl, tз3у(у = {z|r =t1 V z = t2})tv.

Из предлоrкениЙ 1r2 и алсиоrrн Лl след}rет Vtl,t23!y(y =
= {zeV|z=\ Vz=!з}). Пусть ti,ti€И Тогда.

!l!y(!, = {z а V I z =ti v z = ti}).

Обоэначиrr Tai(oe у через {i!,tt}'. Ясво, что

Yr(, € {ti,r3}' н z€V &, (z=tivz=li)).

После,lцrее влечет Vz(z € {ri,q} в z=fiV.=q). Отсюда
слсдует 1gYz(z е у ф z = tiV t = lt), ъ saTerr, ввиду
предлоr.ения I и t!, t! С У, релятивиsаrgая

1у с V Yz с V(, е ! * z = tiv z = li).

После.Фrее влеч.т дохцrусraую форuуrу,
Б. Аксиоrrа cyrrraы в классе У

Pt3y(y = {z | !lв(э е t & z е з)}[У,

Иэ предло:нсний 1r2 и аrссиохrл Ar след}rет

Vr 3!у(у = {z с У | 3з(а с r & z е с)}),

Исходя иэ атого фшrга и в:rбора. f € У, обоsначиr. чере9
ý'(to) хласс тrхой, что

Yз(z с S'(t"),+ z €V & 1с(с е r" & з с а)).
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Посде,цвее влсчет

Vz(r е ý'(f),+ Цд е to & r € в)),

посюльку, ввидl f С У и ахсиоlды ,i1,1, иrrест чесm

Vd3*(c е t' El, z е а) - z QV).

Следовотельво, 3gY:(r € g r. Зз(э е t: а. 2 а а)). После.qrее
влечет, ввиду предло2хения 1 и Р € У, релятиви9ацию

1у с Wz € Y(z < у,- Ъе У(л е !О & : б л)),

а 9ат€м - докsзуехую форraулу,
6. Ахсиоlia свепе,ни в хлассе У

P.]y(y={rIrgr})Iy.
Из предложений 1r2 и аrtсиоlrн ir сrJедует Yt 3!у(у =
- |z в V|з g t}). Исходя и5 9вою ФrЕтв и внборо to € У,
обозначиrr через P'(to) хлlес тахоfi, чтo Yз(z € P"(to) н
<+ z еV tz r ý l"). Отсюда след}rет Yz(r e P'(t') ++ z ý to),
поскодьttу нцеет ra€cTo Yz(z ! t' - : € У). Докалsеrr
после.ФIес.

Пусть хласс .zО тrхов, что zo ý to, Посхольr<lr to б У,
то, вид/ rrссиоliы .,{{, вtJполняетс я f ý V, Ввидi у:ке
дрк!.зшlнопо п.,l, предлоrr(еня lr2 u tt(сиоltы Д11 иIеёlr
хесm

З!/(l = {з е V |1х е *(z =< с,а >)}),

где вцр&rýеняе < аrо > обоэнrчs€т rr€упорядочеtrЕую па.
ру {{с},{с,r}}. Ясно, что тrлое f является ра.lrноэначныж
отобра:r<ениех tr ... f. Сдедоввтельно, lr"l S |f|. О+
сюда., ввиду е СЦ* ! И и а.r<сяоrrы А6, слещет * QV,

Продолясая основное дова9ательство, получшrr Зу V,з
(ley,-rýto), что влсчет, ввяду РеY п rреддФfiе-
ния l, релятивиэrrцrrо jly € V YзеV(z € g {-} Y, € V(x е z -
- а с t'))r а, 9ат€ч - док!.:rуеr.ую Форrдуду.
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7. Аксиоraа (cxerra) подстrrrовlоt в клвссс У

Уrr,. , .,ь(Yд З!уdt1,. , ., t , c,9) -l
+ Vt Зу(у = {g l Ъ С t 9(t1,..,,t",з,З)}))tУ,

где р € L, ъ)_О и 9 содерrФт точно в+2 свобо.Фrых
переraенных.

Пусть 6-форrrула 9(tlrgrу) и tt € У TaxoBьl, что
въ!полняется Рл 3!g9(ti,э,x)lY (нr,личпе в 9 тодько о.Фlо-
rэ пrраметра ве ограяичивает общность дохаэательстэа).
Из предлоаtсний 1,2 и в,всиомы Дr сл€д}rет

Vd Vt 3!у(у =|zevl !bet 9(tl,a,l)}).

Исходя иэ атотю факта и внбора to С У, обоэначим через
с' хла.сс талой, что

Yв(з с а' .-, е Y & Эв е tr g(tfr,а,з)),

Отсюда след).ет Yz(z е в'н Зо С to р(rirдrz)), ЕосБольБу
аксиоlдо Л и имеет хесто Yz Yл е Y(9(ti,a,z) + я € У).
Докчхех последяее.

zY € У талово, чтэ gvJtlroo, zv)
P(ti, э' , zО). Пустъ

zV обестте-

чива€тся приняплra условиеш на форrrулу 9), Посколь-
ху {|rf ,zv С Ч то, ввидl аrrсиомы rli6t вцполвястся
g(tr ror rY). Иэ принят"oтэ условия Hi. 9 и ахсиоuы
/о слсдует Vз 3!y9(t!,c,y), что влечст 3!yp(t!,rP,y). Яоrо,
что тш!ое у есть и frп zv.

Продолlка-в осноьЕое доБаэательство, получrеrr 3gVz
(з е у * 3а с tog(!i, э,:)), что влсчст, ввид)t tilto € У и
предлоrкения l, рслят}tвиэацrаю

3у е Wl ev(, е у.- fu € У(, € t" & 9Y(ti,s,r))),

в эiтех - Vt ity(y = {.з |3r е tp(t,g,z)})lY.
Е. Аксиоra! бсqtонечностrt в классе У

Fу(С € у & Yз(з G у - зU {э} е y))tY.

Пусть rО б У и хласс У таховн, что
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Нв осяовадtии рассraотр€ннцх п.п.1-7 и аксиоцt t Л нrDк€
будЕ испольэоввться (без особых ссылок) результаfl{ о

классах, получ!эxне в paraкBx авспом ZF беэ &t(сяоraц
бесконечностп. Обозначиrr череэ Ol(r) следуюцIую
€-форхулу

oTd(z) & Vз(с;Д 0 &(ае zv п = а) * 3t(a = 'U 
{t})),

вýраrкаюццlю своfi ство классов'быть конечныr, ор.Ф{нв-
лоrr'. Из предлоrr€ния 2 след,ет ]yVr(, €у,+ zeY &
& OJ(z)), что влечет 3у Vз(z е g с+ Ol(z)), поскольку иt еет
хесто Vz(Ol(z) r , € У). Последдrее ?ке следlет из фаtФо
Vz(O!(z) - 1zv С V(Otv (zv ) & z -- zv 11, который дока:]ыва.
ется индухrgаей по конечныч ор.rт,rявлаrd - классаri.

Пусть класс z = 0. Ввиду п.3 и ахсиомы .Дr иrrеет ме-
сто 3!у е WB е V(а f у). Пусть 0У - мяо:ttество твкое,
что Ya € У(r Ё 0У). ()тсюдв, ввпду ev G У и вксиочы fi,
следует vr(z d 0?), что влечет, ввиду aкcиolilrl ,{tl пред-
доr(еняя | п z= 0, равенство z=OY. Очеви,щlо, что
Olv(Ov). Теперь пусть классы z и zY т!fiовы| что
Ol(z|,zv eV,O!v(lv) u z=zV. Ясно, что OJ(zU{r}) и
OJv (zv Vv {zY}Y), глс черсэ UY и { }У обоэначенtэll соот-
ветств€нно, оЕервIIJ,!и U и { } в классе У, т,е, опералtлии Uv
и { }У удовлетворяют условик)

Vr,у € У Vt € Y((t е {а}У r+ t = а) & (t е auyy,-' G 5V' € у)).

Ясно тахэке, ввиду
Yc, у е У({д}У = {с} &

luv |v(следовательно,
, ОТК!rДЦ ВВИД}' ' = gy, следует рsвенегво
=gU{g}.

Та.rсиrr обраэоrr, 1у Y{z б у н Ol(z))1 что влечет
]У Vz(Ol(z) - z € у). отсюдвl ввид}, преддоrкеяия l, сле-
.ФIет релятивиэаlц,tя, аквива,лентная доха9уеrrой форrrуле,

В дальнейчrэх, Баtr правилоr беэ особнх ссылок я!
предлоrrсния I и 3 иsвеr:тнн доказуехtJе в ZP фrлты бу_
дут исполь9ов8ться rсDK в классс У (т.е. в рслятившзоваrr-
Borr виде), т8к и вне еlтого хла.сса.

зУ € % что zv чv 1zvlv € и посколъху
oUYy = aUy), m, ввидl zY € У

с У), иrreeT често zY UY {ov |u =
= .ЕУ U
зv tlv |z

LzvInln
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прЕдло?кЕниЕ {.
crrro'сoe;B с ,gaLtс Lv

B*tlo ttrrсmсг обцu лрuхцлп по0-

Vt1,. .., |(Vа З!у 9(t1,..., |,с,1) +

- Vt Зу(у = {.з|3а е t rp(tt, , . . , t , r, :)})),

оlс 9 q Lv, л, | О u g соdсрr;uп rпочхо ъ +2 сообоdнЕ
пGрв,lсrlнal,.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если rp € 
', 

то докr.sуеr.ая фор_
raуль следу€т яэ предлоrкения 3 и tлсиоrдн Л. Пусть
р(trrд,у) СLv п9 J& (нвлячяе в 9 только одtопо пара.
шетра не огр!дlичива8т обцIность доказrтельств8), Пусть

'о - 
переraенtl!я, не в](одяIц!я в 9 и отлич}юшrяся от t и

,, Пусть, нaftовец, 9o(lortt}sty) есть форrдула, пол!rченная
и9 9 tтут€r, 9rшеян хаJкдого вхоrýденяя сиrвола У нg вхо_
,ýдение Eeper.eHHofi to. Ясно, что 9о с Д. следовательно,
ввид/ предлоrкеtlия 3 и аtссиоt{ý ,16, булет иметь цесто

Wo Yrl(Y, 3!у go(C.,tl,a,y) + Vt Зg(g =

= {r|Зs € ' 
9.(Ъ, 

',, 
д,,)})).

Отсюдв слеlоlет дока.зуе}aая форrrуло, посt(ольку gо(Иtr,
а,у) есть форчулв g(tlt,, g).

В дtльнеfiшем через О будет обоэначьться класс
{s € У|оrdУ(s)}, t выр!,,кенпе , € 1,1V будет обоsночвть
€-форr.улу оЁ(о), Через о,, с € ОЛI, будут обоэночаться
бесхонечнrде аар,Е{наль! и при eтolr будет предgrолаl"ать
ся, что а,, - сtrетный хaр,ФrЕал (оо = rо) и ar., с > 0, есть
rrинямальяlлй и:, !Фрд,!нrлов, превцщвюших эв uр, Р <
< а. О rgлассе ордrlналов с б}.дат говорlrгься, tгго оý не_
ограmsч€н в с, есля о9а п ииеет raecrro YB<a11 ев
(1 > Р). Череэ cf(c) булет обознача,ться юЕфиналъность
ор.Еrньлв о, т.а. HaJ{ueнbElllfi ор,l9lнал Р тахой, что нrfi-
д9тся фунrсдрrя l : Р r о, облвсть !нrчений ютороfi
неогр}нЕчaна в а. Ор.4rнал о будет наsнэlться слабо
недоегиrкиrд{х (эаrмсываться In(c)), ссли: а) с регу-
лярсв, т.с. cf(a) = с, б) с хар,рrrrально пр€делсн, т.е.
YP(up < а - crr+r < о) и в) al. < с.
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ПРЕДЛОrlСЕНИЕ 6. Дусmr 9(t1,. . , 1 t1, о) € Д, п : 0

ч t1,...rta,c - поrхш8 пGрrч.r. oooбolxtв л|Фсцсххrlс о 9.
Товёа 0lл lrбшзllr...rfi Q V, ссац 9(tlr...rtrrl}), fъо нвсa
{с с О| rpY(t1,. . , , |, с)} хаозрсхччсх о О.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Пусть 9(r,с) € ; и t € У тэаовы,
что 9(tr0) (едrrнствевность парашетр8 t вс оградlичив!.ет
обцность док!58тельство). И пуеrъ С - {о € q9Y(t,a)}
(суrцествовшrие хпасса С обеспечивr€тся предлоrпени-
еч 2), Пре,цrолоrlиu, что С ограничен в О, и пустъ 1Р € О
токов} что VP е С (Р ý 1'). Тогда будет иrrетъ rrccm
VР € П (9У(.,Р) - f S тО), т.е,

Vз с и(оrdУ(з) -l (9r(t, а) .- (r с 7О V л = f))).
После,lцrее, ввиду 

'r?О 
€ У и шtсиоraы ,16, влечет

vс(отd(л) .- (9(t,з) -. 1з е 1'V с = т"))),

т.е, VP(9(i,B) - В <,|"), Отсюда слсду.т противор.чис
nSf.

ПРЕДЛОаýЕНИЕ 0. OpiuHcr а toalBmcl сlабо ноDосmч-
асчrurr всрiчваrод.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. а) П = иr.r. Из доказуехоrэ (в
релятиви9ировьнноfr ZF) факта Рс 3f(f =o+lIY следует
Ya(c б о { d+1 € о), т.е. предельноегь ор.Ф,tвiло
Л. 3нtчпт, по оцределению, иrо = ýвр{о"|а € О}. Иэ
доrсазуехых (в

= a,")lY, Ua(c.l.+l > o)IY ,о выцеупоraянутот.,о, следlе,г неоrъ
ZF) фr.ктов Рс ЗР(Р =

рщlиченность класса {al.|a € О} в О. 3явчит, ýup{o.|c е
СП}=О.

б) Регулярность (} Пре.цrолохиrr, что cf(O) = g ц
с < О (фr.кт VT(d(T) S 1) дока9ывrэтся в ZЛ). Пусть
отобра*tеня€ l: с--.О TaJtoвor Еrго класс С = ll(fll0 < а|
неограяичен в О (l cyurecTByeт гто пре,lЕтолоlкению). Ясво,
чтоСýОи9чрС-{l" Посхольку ЛS И то aeV пС ЕV.
Поскольку к lгlriy ?к€, lC| S |о| (что доха:rь!ва.тся в ZF), то
ввви,ry шrсиожы zl5, иuеет често С € И Слсдовательво,
ýчрС е У, т.е. противорсчие О € И

в) Ьрдрrяалън!я предельяоgь О слс.щrет иs О о
= Sцр{о"lа с о}.
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г) uо < (}. Очеви,rцrо.
Ни:ке в тексте, когдо речь идет о слабо недостиэки-

raых ордр!нша, (карднналах), выраrкения вида. 'с" и ''r.toD
будут использопаться K8Jt синониlrt tr II& оýIовании дока,
:rуе}.опо в Z.F фr.ктs Vс(lп(с) -- с = r.l.).

Для всяких f, т е ОЛ, определим функrцлю Мало
Ml| l В - Р(1) следующим обрrзои:

8) М{(О) = {r.l5 < 1|In(ra5)i;
0) М$(о + t) = {од € Ml}(a)l хласс Mll(c) П ruб неогрsllи-

чен в (,6}i

в) Ml](a) = П Ш;Ф), если с - предельный ординал.' 6<о
ЛЕММА. Длt апбыя F, 1, % F € ON, ссач б е Ml}(c), по

а<Р,6<?ч62а.
ДОКАЗАТВЛЬСТВО, Неравенств& о < В и б < 1 не-

посредственно следуют яз определеняя функrрrи Мало.
Пусть б с Mli(o). Ясно, что б с }fl}(c1) для всех cl < d.

Следоватеrrьно, Rсе кл8.ссы Ml}(cr), ar S с, нс пустЕ,I. Обо-
эначи}i через /(rr)rо, S с, хинихiльныfi хардинал, вхо-
ддrций в Ml}(ar) > . Ясно, что Vor,ol S с(а1 < о2 -. /(ar) <

< .f("u)). Отсtод8, ввиду очеви,Фtоr,о l(0) U 0, следует
Var 3 a(/(or) } cr).

Вудеrr обозначать через 9м(rl|д2|8з,8r) €-формулу
такую| что для любых Р,l,о,6 € ОN выполняется

9ш(д,r, о,6) ". оа С Ml}(a).

Ясно, чт9 9м! существует, посколъку все понятия, исполь_
эуе}rы€ при опредсrении Фуннц,rи Мало, являются вспо-
могательными (т.е. алихинируеrrыми) €-понятияlrи.

ПРЕДЛО?КЕНИВ 7. Длl lrrбoeo а < {l rcu,Bcc Шý1"1 *"-
оарснвчсх о О.

ДОКАЗДТЕЛЬСТВО. Доказа.тельство прово,Ф,tтся ин-
дryкциеi.i по о.

а) а = 0. Поскольку Формула Iп(ll) естъ €-Формула и
In(O) (предлоэкение 6), то, ввиllу Ередло]кеIlия 6, класс
{о,5 < Q|lnY(r.l5)} неограничен в Q. На асновании тредло-
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?кения 1 иllеет место tпУ(аr5)." In(o6), если lgo ( О. Следо.
вательно,

{ru5 < О|IпУ(о5)} = мЕ(0).
Ясно, что О€ MI3+l(0).

6) о - не пределыrr,rй ординал и а = ао + t. Ин-
дlктивное предполо}кение: класс MIý(co) неограничен в

{} и о е м*+'(с"). fIосхольху класс Мlý(u,) всограничен

в П и Mtf,(a.) = Ml$+l(c. ) П О, то ввиду опредедения функ-

цди Ммо, иldеет м€сто П € Mt3+1(0" + 1). Следовательно,

9Mr(O, о + l, а" + 1, п). На освоваrrии предло7кения 5 класl:
С = {6 е П|9[п(6,6 + 1,с. + 1,6) неограяичен в О. Покаяtем,

чтоС=Мl3(д"+1), Поскольку 6,6+r,о"+1€ Ц то, ввиду
предло)lпения 1, имеет м€сто

9h(6,6 + l, о. + l,5) ++ 9ц(d б + 1,0. + 1, lr).

Следоввтельво,

С = {6 € О|9ц1(6,6 1 r,c" 4 1,6)},

т.е,
С = (al5 < Пlа,е С Mtf+'("" + l)}.

ЕсЛИ ta,1 € С, то r.r5 е Mlj+l(rr. + 1) и, sвиду ошредеrtения
фунtсд,rи Мало,_Q > б и О > 0+I, иrrет место &16 € Mt!i(a"+l).
Пусть ra5 е мЕ(". + l). Иs определения бункrцй' Мало
следIет, ч.ло U, € Ml}(c, + 1) для любнх F > а. + 1

п 1 > u6, Следовательяо, иrд е MI!+l(a" + 1), поск,)льБу
6 > ao+l (вви,щl 0 = ре е Ml8(cr.+l), rrеммы и предельности
сlрдинал8, 6) и, очевилно, 6 + 1 > с16(= 6).

в) о -- rrредельный ордлtна.лrлс < Q. Индуктивнос
предполоrкение: Vc1 < а (класс Mlý(a1) тtеограяичеlr в fl)

и Vcrl ( c(fi с ШРl(а1). llo определеяию функции Ма.-

ло из второй ча.сти инд}rктивного предlIоло;Бсния слсду-
ет О е Mlý+'(c). Ясно, что О € M*il(,I). Слеловатеrlь-

но, 9ц(О * l,Q* 1,c,f)) и, ввидI редло?кения 5, класс
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D - {6 € П|9fr(6 + 1,6 + 1,al6)} rr€огрцfичён в П. Докs.

sательство pl.вcнcтBr D = Ml$(c) аяалогичяо доrosа.тсль-

ству р!денства С = rЛ$(а" * 1) иэ п. Dб'.

закл ючение

1. Если принять теорию ýТЕо, в 8rасиоriах котoрой вы-
рljtgеяs первичв!я gхстрвполяtрtя свойств юяечнrдх объ-
ектoв на бесюнечные, в квчестве первичной осяовн t(пвс-
сичесхой (хо.нторовской) теории жноrкеств, то оксr(ется,
что сушествоваяие (иерврхии) слабо недостижиrrь!х кв.р-
диньJIов обоснова.но не в rдевьшей степени, чеш
ваняе счетною liврдднвл а ('.

2. Еслп при обоснов!.t{и}t алссиох (гипотстичсскоfi) акс-
трЕIlоляtlt/tоняой тсории }dнo)rnecтB ýТЕ, расширяющсй в
срrвнснии с ýТ.Ео соэохутпrость тсорстиýо-t{яоr}iaствGнных
представлений, руководствов}ться только одпоfi гносео-
логичесюй идсеfi - идссй экстраттоляц}rи своfiств ко,
нечных объехтов на бесхсонечнъ!е| то ато обстоятельство
поSволит яе у,Ерlвляться то у вссьха вероятноtdу Фцrту,
что raатешi.тическrtй шIпврsт, раsвитыfi нв. основе &ttсио\4
ýТД, будет поле9еЕ ддя описшrия вuпиричесttого мира.r
поскольку аrrпирическлrfi мир - ато цир кояечных обь
еЁтов.

3. О,Ф,lн из чsстных случа.ев гяосеологrчесвой идеи
9кстраполдци (ухе не первичноfi) своfiств конечных объ-
etcгoв на бесконечные позволил реЕrить коt+гянууrr-про6-
леху вполне опред€леяныu образох - позволил 'уви-
деть" истивность континуу}r_гипотезц в хаtfторовсюм
"rrире" мноахеств [Ь]. О.щаlсо пр€дставпеяннfi в [6! лля
вFjрвдtения атопо чостнопо случая ахgгр&поляrдив форхь
лиэм требует, юнечво, просчотрц с целью приведения
ею к тра.Ф,!Iц4онноrrу виlry. После выполяения талой рь
боты соотв€тствуюшsя Bt(cиoмa| р€Iцвющsя континуум-
проблеraу, долr(но быть присоединена к a.rccиorra.rr ýТ.Bо.
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