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В стtтьях [З-6l был ука:rан некоторьгй способ построе.
t ия .Ф)rместных ораt(улов, оrпарt'ючgrfiся но ор,lцапаль-
вую ну}aершI}rю у. Это постросние являлось нёхото-
рцrd траýсФянипtыra процессоц, рLсп&дtюIцицся я& от_
дельнIJе'rrахротактыП. ПoaTorry фа.rrтячесtоа тtхой орь
кул можно рассхатривоть как трансФинитную последо-
вательность ор&t(улов. Построение итерированной кли-
ниевскоfi вычислиuости [ll Toate ра.спцда€тся в трщ{сФи-
нитную последовательность ороlсулов, "наниэаяяых" на
некоторtrю нумерsJIдtо. Возникадт вопрос, кO.к будут соот-
носи,гься rrежду собой эти ораfiулы, есля liн их построиu
нв одlой и той lKe нуuераlдла и?

JЬуrrестяые орак!rлы моrкно счита.ть мо.шдфиквIIяей
концепции частячноr!о орак)rл&| исIодIlых пунr(тоlJ кото-
рой является сЕгуtIц4я яеполучения ответа.. В отличие
от обr,rчноlt версии ораfilrльной внчислихости, допускп€т-
ся, что в некоторыхr строго регл адaентированных, ситуа-
циях маJлинq не получившаяся от ораrсула ответа на своfi
вопрос, тсм я€ !aенсе, продолrка€т работу (воспринимая
отсутст9ие отвст& кrдr своего рода. ответ). В принr,gлпе, по-
добную ситуацию Morffio рассмltтривать и для обычных
ОДНОМе(:ТНЫХ ОР&БУЛОВ| НО ПО ТеХНИЧеСКИМ ПРИЧИНll.t ОКа,
эалось удобныr, определять са}, орrхул как дЕумеgгную
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Функрtю: "реакшrая" орstrулi на эцда.r:rrнй вопрос 9rви-
сит ве толью от сrмоrэ вопросt| но и от зцдвюпIеfi его
хацЕ{нн. Впервне оракулы тrкоIэ вида рiссхатриввлись
Л.Н.Побе.q.rкым [2-4l. Еm орахулы чогли отвечать н& воп-
росн, сraысл юторIJх был прибли:кен х лlФJlп_операrц{п,
и испольэовa.llись для моделирования tcrерироваrrной ги-
пaрархФмсп{ч€схой вычислиrrости. Kpolrc того, Победин
ввел для такиI' орrrtулов некоторые спсIцrальные при€_
t(ъ! прогр!JaIиров!дlяя, юторнс естественно было наýн-
BlTb остцlовкой врсrrени и страховкоfi. Поэ"Фrсе Победи-
въar, 0нл рцrрвOотон болес обIций вориант ".рlшествогоl'
авалогl. итерировLнной клиниевсюй вt{tlислиrrости. Н€-
сБолько видояэlrененннй талой ввриатrт бнл прсдставлсн
в работе автtра [5]. Ввсденное Tl.rr понятие п.рсвоплоще-
ния taеlдин otElsrrocb удобньrх при иссл€дов8Ilяu одло-
ta€егнцI ора.Еулов. И этот вiряа.Ет иы и буд€ч с{постав.
пять с ll€рsрхисfi, построенной в [1l.

В ocroBy етоrэ сопоставлеЕия будут полояtсЕн сл€.
дуюцý{е наблюдения. В rrроцессе построGния ,Фуr4ест-
ноm ор!.ttулa. Л существеrrную роль пгрr.кrт кр!4!ич€ские
тoчхи, оsнiчаюttп,t€ я8,чв,ло очере.4Iого lr.крота.rста (чы
будеrr обознвчатъ хх 6:). И Фот орц(ул} что бцл построен
х raoueнTy 6|, булеч тtперь обознечать Лf, я сравних €rю с
ор!хулоrd }'; итерировr.нной клиниевской вычислижости
[1I. Одаlахо, в исходtrlох определенrrи итерироваrrвоfi хли-
ниевскоfi вычяслиuос?и подобяых точех не было, яо ее
опред€ление uorcfo легхо видоиэraенитъ таtq чтобы rýart-

доху 7 в предела., длины t/ соответствов&ла тоже н€хото-
рая х8рrrстерн!я точкаl Еоторую обозялчиra 6r. Последо-
вакльности 6, и 61 нс обяsаны совпiдrтьi но поэlцrсе мы
пока7ксx, что 6| = 6r.

Подробкости, rосlюцрlеся построения р !,ccr.!,Tp ива,е-
raнx !десь дOrуrr€стных орrхулов, цоасно наfiти в работс
[б!. Мы лиrчь подчсркнеra здесь, что число допустиldнl
отr<цrов при рrботе с Р яс фиксирус?ся ра:] и нrвсGгда,
а просго особо оr.ов}ряваrтся приraенительво к кrrкдоraу
вычислэяяю.
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OTMeшlrr некотсрце ваrкrrьте свойства ора.кулов ff.
Во-п€рвых, естсgгвеняо было бы оrtидвть наличия своfi,
ствв слабой фун.Ф{ровstlности. Налlохних, что слабая
фун.Ф{ровадrность - 9то Ееречислимость кодов вь!числи-
raыrt орддналов. О.дЕrrло, юда.чи вычислиltIJх opJg/tтtaJloв
в 9тюr, случаэ лJrчIд€ счIдгать ияиtц4iJIьны€ шацlиньq тах
K!.ti ора!$rл F бr*л построен в росчетс именяо во вих. Пс-
рсход к неинишtrальнъau цаIцив!х бнл бы 5атрудrсн в
сялу над$чия допустиraнх оr.ха9ов и иI Еелоlfгролируе-
lroю наfiопл€ния rтри п€рех,оде от о.Ф{ого ергlrrrента к дру-
mху. С друюй стороны, беесонечно рвботаюrцую иви-
lц,llльнуtо raчлину xorкHo, в принцлп€l восЕринtlutть кл(
внч!{слЕюЕýrю нскоторую Функ{t{ю. Iýонсчно, тех сцс{ц
каrсл&rФrвr.ются более силънце ограничсния по срr.вн€-
нию с обычяы}. определеяиеu внчислихой Фунrсrцди (до-
rтустиraое чltсло откь9ов относlrrся ко вс€м аргуraеЕгau,
поэтоliу ва больrдей чiсти аргуlдснтов llаlдива не долrt,
на получать отхаэов). Но в даrrяох случrэ Dо не столъ
Ba:rqro. Въrчисдиraне деревья интересуют н&с ках ю,Фl
ор,ш{налов, и любой ор.4.rнrл а < 5} обязательЕо пол!ЕIит
fi-код. Мноrсеерэо тцкиI юдов будет {f,-персчисл:аlыш
(эm лепхо докцrыэl.gгся анrлогично Torayr в!к это сдел}
но в рвбстс [t]). Тчоах обреэоr, ор!Jсулы Лi] слr.бо фун.qа_
ровшlн.

Свойсrво пr.рной сепеrсцли предопределено c!,lltlx по-
егроеяиец ,Фуцесгнотэ орц(ула и ввполяя€тся э Hyrclora
н!д. виде длл Б.JкдоIэ ор&хула Лr [q, А т!.х xat( число до-
пуегишых отха:rов эr,ранее не фt{хмруется и ор!Бул raorceт
д}впть инфорц!.tц.trо о rar.Iцrнах, рйотаюпрrх в "разных
pcrrlимl'x'| то без кatоtх-лtlбо проблех прохо,aЕtт и пере-
ход от парной селсхllип к счетноfi (п.[Еl).

Теперъ обратrахся к орахулr.ra итерttрованrrой кляни-
евской вrдчисличосlтr. Эта иерархия ора.ttулов Ёj строи-
лs.сь трансФинt'rгньua процессохi хrrкlЕrfi ш!г котороrý
предст8влял собоfi грансфияитныfi проrрсс. Очсрс.qrой
орsдул строился к!fi бы эаново, качия!я с пустого l.нorxe_
ства. Тепсрь raы уст!дrавливаеra 'е.q,tныfi clreт вреraени'
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и строиr. единую последовательность ор!,кулов fiJ.
Прех<ние lli при атох будут соответствовr.гь упоr.яну_
тых вьпде laprt(Tepньrrl точхадд 6,. 9то удобнее, посхоль_
ку приraерно тэ.Е 2ке строились и ,lЕуместные ораJсулы.

Сяача.ла отL{етиld| что таЁ Kat( ,lр)местные орrдулы
регулярны по Еостроению, то имеет сrдысл взять такой
вериаItт итерированноfi клиниевской выtlислиlrости, ко-
mрый обеспечивал бы регулярпость орахулов .tlj (иначе
сравненке ораБулов Ц u Hi не имело бы раslrмного смыс-
ла). В работе [1l, упоrrинплись рs.:,лиr{ные во9моr(ные мо-
дI4фикшц.rи, rtы воспользуеr,tся одвоfi иэ них: введем до-
полнит€льные вопросы вида 139, тогда, как было показа.
но в [fl, ораýулы }rf будут аэтоrдатич€ски регудярнн. .

Оrплrцем тегr€рь хек Mortнo построить оршrулы HJ.
Тrх как мы хотим вести это построение Lt{r.логиt{яо по-
строению Л}, то здесь полезно будет зад{етить следую-
цlее обстоят€льство: ri] представлялись в виде таблиц
Ъ, cтpoкr,r которых были ч&стично зlJтолнеЕы и значе-
ния $(z,y) з8Jмсывались в клетке (zry) яа пересеqении
z-й строки и у-по столбц&. Соответственно, ор"*уr, fi;
удобно представлятъ в виде строки, где на э*й позиrцаи
записая ответ ор&t(ула на вопрос а, если он имеется. Так
lr!е, кsдt при построевии Fj, проuедура п€рехода от ? Е
? + 1 состоит, вообцlе поворя, в последова.тельном вtJпол-
неtlии .Фух }гапов. Эти атшIы моriно считать аI{аJIога.L{и

операrд.rЙ Рц Р2 uэ [б]. Harr понiдобится еледуюцlее опре-

д€леЕие, Будех говорить, что некоторое j из ноrrеряотэ
мноrrcства i([r,l нумерацпи l./ упомин8rтся в IrJ, если су-
ществует число , вида З<rj> такое, что ,-я поэицrlя в со-
ответствующей строке заIтонена (ораr<ул умеет отвеч&ть
н8 вопрос твкогэ вида),

Получаэrr следующее uо.Ф{фиrировDJrное определеяие
итерирова.rrноfi кляниевской вы.чвслимости. _ Но очеред-
Hor, шале ? рЕ,ссм&трива.еu U Hi. Ораrсул ff+t опреде-

,<l
ляется и9 описаняя следуюцlиI ,рух втапов.
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Первцй атап. Если z есть код тотальноfi Н;- 
""лчис-лкхой фунхrдди Рr, то для вс€х таких, пол!лl€x

ЁУ'lь.1 = {

Если в реэультlтс получился болае rчирохий сраrсул,
то посгроение Ё;+' завершено. В противноra случlе пе-
рехо,Фдra ко Bтopotay этл.rrу. Tartr,re t{oueнTы Е€реходt хы
будсu ньsывlть "харалтерньrхя' точхlхи и обо5начвть
бo,6r,...

Второfi aTarr состоит в mх, что хы добавляеrr ответъс
на вопросц вида $(rj) и l3l' (если они ихеются), согл!.сяо
следуюцей процедrр€.

Второfi aTarr. ВеPer, первое ! иS нух€раJцrи yr хоторое
еще Е€ упоминаJIось в Ё/, п для БаrJ{доrý { полц,аЁl.

0, есr!и для некоторог"о 
' '.(r) 

= 0,
1, в противяом случ8е .

, если t принs,дле2Бит графику ЁJ,
, в протявнох случа€.

U
с<з|

;_,*,1з.,;,) = { |

Далес rды определяех ответы ва вопросы вида 139. В
соответствии с работо Р], для каасдой неиниrлtвльной
хаlдпнн u, ищеrd первос 5 ( ?l для юторого вцполняются
следуюIцt{е три условия:

1) в точве б процсдlра соответствуюrц!я первоцу ата.
пуl не пряво,4rт к расширению ораJrулr,;

2) если j еgгь тот яorrep иэ f,[z], хоторый впервые
упоraянут в tlj+l, то существует хотя бы о,ФIе хацмна
z, котор8я с ора.trулом IJj раэреrчвет хяоrGество K;(u) =
= {l: иl < иj};
. _ 3) ха,чrина u на любоu TaKoш sргуraенте , с орsхулоr.
IIj ос:геrrввливrэтся.

Соотвстствуючцrй этохlt 5 Horrcp j (ссли хы тrхоfi 6
нлйдех) и булет ответоу вв вопрос lЗr.

На предсльнох шiлс 1 поriла€rd Н; =
Легко видеть, что ор!,t(ул IJj (халrt он был определен в

[1t) фаltтичесхи совпiдаiт 
" 

opar,yno. fi,I',

Hi
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Сле.щгет 9!летить, что то, что мti нlsвrли хrр!.rcгер.
ныuи 1!чк!Jи| ето| преrrlд€ всегФ| предGльные ор,lр!налы.
Кокечно, далеко не всяrоай предельныfi ор.qлсrал будет хь
раtrтерной точюй. Пусть 1 - предельный. Если на rпь
ге 7 "срйотал' первнfi ат!л, то суцlеегвевньlx отличий
rrеrкду Ер€дельным п Rепределькць{ сл!ЕIа-Еrrи н€ возни-
ха€т, ? не будет хlрахтерноfi точюй. Для харuстерной
точlg'r ? следуст рl.вличrть .Фа. случаяl то crxoe i, юто_
рое вводl4гся при выполнGняи второго eтatlD, их€ет кGпо_
срaдствснною rтрс.4цсегвенниха в rrучсрr.ции у, либо т!.
ковог]о нс суrцесгву€т. В первоr,r случ!,с у дiнвого ? имсет-
ся бли,лсаfiшrд сниэу харахтернrя точхr 5r, в юторой бнл
упохянут 9тот прс.щlествеянихi тохоцу ? cooTBeTcTBlraT
ораlсул llj+l. Во второх сл!rчм дr.rrн!я х'ара,tстернsя точк8
является прелелоra послёдовапельяосгя пре.ЕыдуцрlJ( ха-
рехтерных точек, !i HJ = Нi'= U Н;. Согласно опреде_

с<чa
л.нию из [It, вто будет точtФ восычlения, С точlФl зрения
raетl.рекурсии, 9то соответствует понятию кояструхтивно
нсдостяrки}aого ордrналоi точне€! сrо lяологу, отнесенно-
rry к даrrноfi нуr€рLr{r.!и и

Похахем веперь, что о,Ф{оuестнне орrхулн Ёj иэ по-
егро.нной выше иерrрхии и.Фзуцествы€ ор!ýулrл 

'ii 
бу-

д)rт 9slJlхновычислиldы.
ТЕОРЕМА L. Орsэу, Ff, олtчuсlul с Hf,.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Бц( yrtc говорилось, при по-

строении ора!сула. { хы работвли не с саf{иuвr чЕстич-
ныци функIц{яrrи, а с таблицаrди ?т, где вместо неопре-
деrtенвого эначения lrогл!. стоятъ дЕоfiкr (Ф..[бl). Дру-
гих различиfi rrеrсд)r нихи нет, поатоraу достаточно бу-
дет дока9ать внчислиxость тiхиrr HeIHoю дооЕределен_
HIJK, Функц.rfi Т1. Докаэательство будет прово}щ,лться с
похоlrlью лечхн Po,щrtepca [9t, поэтоrrу срssу Ервr.ец ин-
дукllrtонно€ пре,цюлоrкение: пусть !,?ке доБцrоItо} что оро_
хулы ry вычислиuн с Hj мя всех , < 7 plвHoucpнo Ео
y-Hoкepa.r. с. С похоцlью лсчмы Родrtерса нетру.Ф{о по.
tc!.:r&Tb тадаrýе, r{го для всех .у < 67 грфивr Т, рrsрсшrиrrн
с Щ равнохерно по lff,-ходалu,у. Дохrзатсльство атопо
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фst та носит рутинýцй хtршстер, поатоцу taц ею опуска.
err. Тогда ca,r:a тrблица ?6, то:ке буд€т предстrвлять
собоfi !Ij-вычислrr.ую друхестн!rю фунfiцию.

Дока;сеrr теперьl чт\оr по кралйней rrepe, 6} S 6,, t.е.
убе,Ф|хся, что х цоraенту 6" таблица rб. стrбилизировь
льсъ. Для атого покr;xпех, что любая хороrпо работвю-
ш!я с орrдсулоrr ff, rralrrиHa tгJке упоraяяутL в Т5,. Пусть
иниIц{i,льная yацIинr., хороtдо работаэт с Т6_ в реrсице
*, получая, стало бцlъ не более & откаэов. Для просто-
ты полоr(и}, } = t и пусть у -- откrsной вопрос lцдинц ,.
По тахой , вс€гда uorrýlo построить мшrrинlr i, Еотор!яt не
зqдав!я вопросr у, са.ха себе д!эт oтrt'tli, & все остrльнне
вопросtл xDIцинн , xа.tцяна i sадавт ,Фarrc.Фt ддя стр!.
ховхи (хн испольsуеra ртот Iц)ием а.ваJIогично тoxyD Kit(
это бнло сделано в рrботпх [:FБl). Пре.шlолоr(их от про_
тивног!, что мцциЕа, тольIlо сеfiчвс началr хорошо рь
ботатh тогдв п 2 будет та.rсой ате. Дсйствитсльно, ссли .z

с тЙлицеЙ Т1 длq 1( бl э!стрев8ль, то ов} rrолучола.Фr
oTKasa. Если о,Фtн и:t отк!,:rных вопросов был до у, то в
силу стрцховхи Ё тоже будет Sасгреватьl тlJс Kotc двоJк.ФI
эцlаст вопрос, яь воторыfi эa.ведохо яет отвста, Если у
был псрвыrr отБDзныш вопросоrr, 9начит, , получsrт вто_
роfi oTttrs гдс-то поsrке rr sacтpcвlaт, но тогдr s8стрянст и
2 (ъ спау Tex:lte причив). Trlсэrx образох, ссли в тйдице
16, впервне появится т&tt}я uшлliна z, то в атоfi Е8блrце
впервые появится и raшпияа 

', 
получs.ющ!я те хе о!гветы

на те,к€ вопросы, что и ,r но рвботаюшдrл вообще бе9 от-
казов. Тшt Kix Т6_ является }lf,-перечяслихоfi и орв.r<ул
IJi регулярев, то Йашину i цо:rсrо проходелировать с llf,.
Следовtтельноl шIr.лизируя реботу l, t{ы raortey иэвлечь
конФинальную 6, вычислихую последоввтедьяоеrь opJg,t_
налов. Это невоэuоr(но, стало быть, къ! пол)гчили Ероти-
воречие. TBHarr обрrвох, r raоценту 6, тr.6лица Т5, уа<е
стабиляэировалцсь, В силу инд!tхtдrаоннот,о пре.grолоrrпе-
нияD теор€lJl докцrана.

ТЕОРЕМА 2. Opaцl, Hf, ошчvсlчл с орвв!rол Ff,.
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ДОКА3АТВЛЬСТВО. Предполоr(иr. по инд)rкции, чlз
для вс€х, с < r о!rхулы lr! вычислиrrн с Jf, paBHorrepHo
по l,,-ноlrер!дa ,, кех теперь с поуощью .F}: вЕrл{слить от-
вет нa проиsвольныfi вопрос у? П5rсть у иr.еет вид ЗСJ>
или I3Ф. По инд}rrqц.tонвоху преIIFIоло2кению графиrоr Щ
раэреtдимы с ораt(уп!ми ý равномерко по у-ноt{ср!дa ,.
Графихи ff рrзрсшиuы с S по Еостро€нию. Слсдовь
тельно, графики IJj моэrсrо раsр€шить с орахулом ^tf, рав-
HorrePнo по у-яо!iiерад{ о и найти ответы Hn вопросц видr
3<iJ> (тц( ках онп относягсff Б предыдJ.rцим оракула.rr),
либо выяснить, что отв€то нет, Причеu, процесс нохо_
,кдсния ответв !aоr(но органиSовать тшt, чтобн в послед_
нех случа€ наступало Jr.стреваJ{ие, Чтобн яайти ответн
на вопросн вида 13О, воспольSуецся регулярностью орь
кула $. Тогда для любоrэ о < 6, rrolx:lo определить,
удовлетворяет ли ово условия}l 1-3 из описания втoрого
9T&IT8 построеняя Ёf. Совохупность вс€x' Ta.rсlx а будет
Ff,-перечислиrrоfi, поэточу, если таt(ие , ryцlaс!гвуютt то
мы непреценво яайдсм одlrо иэ них (не обя9r.тельно ми_
ниr.альное). Далее, перебпр!я все ,} ценьшие нrйденно_
по, liorкHo нrfiти rrиниrдальное Tat(oe , и, следов&телъно,
прrвильныfi ответ н& вопрос 13'. Л если тцФго d ве су-
ществJ,етt то raы эестрянех. Пусть теперь у = i', где , -
неиЕиlиельнаJI хаJцино. Зафиксируеrr rr&цrину m, которs.я
с ор&t(улом rf, вычисляет дrGаiiп в следrtощеrr Фaысл€.
Если мы иraееra raа.цtиgу u, работвюццlю с ораlrулох .ry
без откаэов я внчисляющую фуякцrю Р, то m триrrени-
тельно к,rвьтчислtдг lрхlJaп Е(Р). Теперь любую }rаrцину
, xor$lo передслать в иниtdиальн)rк) мщцllву / Tarc, что-
бы ,' с ораtrулоr, ry адехватно воспроизво.Е,!ла раОоту ,
с орлtrуло}a Н!. Для 9того пуегь :' последовательно осу-
цlсствляст рrботу s на аргу}lентах 0t 1,... i и ка,х,Фrй раз,
Богда хаrцяна , задаatг вопрос вяда бr,.r' .ра;rсды sадаст
вопрос 2<t'.l> (сrr. [бl). 3атец :' пр!.t сtlяст к u' !.ашину
m. Есди , эвдает любоfi друтюfi вопрос, :' лнбо нцхо-
дит яа неm ответ, либо застреваaт, соFл!.сно внtпеопи_
саяноfi процедуре. Построение z' на атох зrвершrется.
Очевя,Ф{о, что переход оr 2 к 2' представляет собой ре-
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Ёурсивную процедIру, и хаrцина 
" 

рассчитанв на работу
с ораfiулом f} без откэзов. Если хаrдиrrв , с ор&кулом
}rf, внчисляет тотальную Функц!аю, то а' с ораrсулох I}
будет вычислять ту,се функrg{ю. Дохазательство gтого
утверцдения rдJ опусхдеrd из-зD рутинноег!л. Убе.qrrrся,
что прн t оделирова.няи на'плохой" воrтрос бr нс lror(eт
появиться хорошею ответа. Для 9того достLтючно про-
верить, что если llilлинi z была 'плохой', то и z' будет
плохой. От противноr.о пре,щIолоriихr что У окtзалась
хоровrсй, и, следовательно, иuе€т ранг относительно ff,.
Если отказной вопрос rr8lllины z Ее пrя.ел видл 6', тю :' не
иоглл стать хорочlо работающей (по построению). 3на-
чит! , получила отхаэ яо вопрос вида, 5n и за,стряле, а
z' на вопрос 2(",l) получила каrсой-то ответ. Следовь
тельноr ra8IIIина u' то:ке хороIцая, и ее ршIг меньш€ ранпа
z'. Продолх<ая ато р&ссуriдениеt riы бы получили б€ско-
нечяую цепоqку )rбыва.юццах ординалов! что невоэlrоz(но.
Зночит, каких бы ви был вопрос вида 5' - хороцtим или
плоrим - z' получит на непо тот ответ иди oтKa.:rr ко-
торый требуется. Тахих обрs.sоrd, с орitкулом fi] rro:KHo
нвЙти прr.вильныfi ответ на любоЙ вопрос, sqдавасмыЙ
ореt(улу flj. Teoperra дохаэая&.
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