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Введ€нис

Настоящая статья продол2rrоет tl}tкл работ автора
[1-3l о монотонноfi и вып5rклоfi интерполяции обобщсннн-
r,rи хубичесхими сплайяадrи, В случас сплайяов класса (Р
sлдача была поставлсна В.Л.Мирошничсню Pl. Ояв де-
лится t{o двс частtI: первос - ато обеспсчение неотрица-
1,ельности (или неполо:rсительности) sначений первоfi тц
или второй М; произво.щrоfi сплайна в уэлr.х сетки, в,го-
рое - обеспеченис атих требова.rrий нь интервалах rrеrкду
уsладaи. То и другое долrrсно выполняться эь счет выбора
свободных пrрад.етров баsовых функдий спдлйна.

Первоя часть опиреется H?l лемrrу [4l о достаточныr
УСДаВИЯХ НеОТРИЦаТеЛЬНОСТИ Р(IЛСtlИЯ СИСТеМН УРаВНе.
ниfi для опредGления ttli плп LIi с трехдиагональноfi rдат-

рицей с неотриц!.тельныliи Dлеlrснтами и .ФrrJэнальныr,
преобладалrием. В случа: чисто кубических сплаJlнов, где
нет свободных парадaетров, условия неотриц&тельности
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решения сводятся к ограниченияra на исхо.Фlые давные
зqдочи иятерполяrии [4-Бl.

Для втих сrrлйнов В.Л.Мирошничеяtпо предлоrкил
Ериеlr для устш{овления ограниченlrй и при crreкe направ-
левия монотонвости или вшпухлости при }rсловииi что
ови ич€ют место в отдельных точках (не опублиховаlrо).
Та.кой случrй и9обрarкен не рис.l, где ихеется lpe пере-
raeяIJ направления lдонотонности и о,щ{а перемена HaJIPaIr-
ления вlJттухдости.

Звдача в случае обобцlеяных сплвЙнов рs.ссувтривs,-
лась И,И.Верлвнок [0l, во ввтoр сrrог но*ти тольхо весьм&
сло;сrый вариr$т досгаточнrлх условий, rrвло приго.tЕrыfi
для пр iltтячесхого прихенения.

В нвстоящей работе
Еоетроеяы более прос-
тые схеlrы, вполне при-
еriлеIце на пра!(тике,
При построении сrrлвй-
нов с переuеяаxи IlaJTpl.в-
ления цонотонноgги lлс_

пользуется l!'t трqдд-
Iцlонно€ предстl,вление
[1, ],41 0], а при персt енlх
внп)Блости новое пред-
ставлсние [44. 3наlси lц
пл1л Mi 5ад8ются в за.
висиliости от исхо.ФlrJх
дrнннI, Они обеспечи- РПС' 1

ваются путем ,споль9о-
вания Есорсмы л,вторl
[8! (здесьлеччоlвý1)
о неотрицатсльноеr'и р€rпения систеtaы урrвнениfi с трсх-
.4,rш.оншьвой хптрицей с lg4агональным прсобладrrrи-
€t{rно, в отличис от случая В.Л.Мирошни,rевко, нс обя-
S}тельно с неотрицатсльннuи 9лсмснтlдди1 t только Ео.(-
чиtlяюЕцrшися нестропиu условияrr,fкоби.

Обсспечение хонотонности яли Еыпухлостк сrrлъfiна
raе]кдJI узл!ли интершоляIцlI4 приво.Фrт х оrlраничснияr,

So(c)
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Hr хар!ктер бr.зовýх фувкtцлй и иI парЕ.r.етры [2,3[ Для
интерполяtцllи с псрехенr.lrи я&пр8дления жонот!нноем
потребовались нехоторне услоrкнения схехы работl,т [2l. В
случsе переraсны внпух"пости сюлько-нttбу.Ф сущеегвен-
нцх иsченений реэультатов [3t не потребовалось. Волее
тоm, удалось упростЕгь излоrкениa в случа€ кубичссrсах
спдrйнов с дополнит€льными у9лЕ,f{и, а в сдучос p!.rдlto_
нlльrrых сплrfiнов получить новнfi реsультат, IIозволяю-
чц;й откrsатъся от о.qrой 'яекраслrвой" схеrrы в [3l.

Прииер прахткчесюго Ериrrевснr,rя предлвгаеrrой тео-
рии в случ!€ интGрполяции с переха ли ЕiIIрЕвл€ния
вдпуклости даrr в rryбликусхой в настэящеtr сборнике
статье В.В.Богдаrrовr [9],

ý l. Свойства р.rцсния систсlrtJ уравнсlллй
с нестрою яхобисвой хатршдей

Рассrrатривается систatal ура.внений

Аg=d, (1)

где А - rtвlдIt8твiя цатрицr.

ао
cr

ьо

cr
0

il
Д-

0
cm-t cл-r

Сл
0п_l
crf

При BTorr выfiодняются нестрогие условия Яхоби

бici+l 20, j=0,...,JY-1, (2)

иldсст несто строюс .Ф{а.гонrльвое прсобладаяис

cj > lDjl+ lcil, jз0,...,JY1 ф-Dл-Or (3)

и коlдпоненты веtсгора правоft части нсотриц}тсльны

ф}0, j-0,...,JV. (1)
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К соtстеrде тOаог! тпЕа в [6l предло:кепо привоlрrгь си-
еFеtaы для определавия знlчений lъ; плu Mi при интерпо_
ляIц,lя с перехеЕ8Jaи н8.rцlЕвления моI'отоЕIIости или вн-
rrуЕлосги. В [El яа.lм полlrчеtrЁ более простые по срsв-
нению с [0t лостатоrппле условия неотрицiтельностя ре-
tлсния систеr,rы (i), Идея зtхлючалась в Toll, чтобы
построить tar,трвцу G тахую, что после умноrк9вия урrв_
нения (1) слева н! С, GАz = Gd, хатрицв Gl бнла бн
rдоrlотонноfi. Это эвачит, что и9 условия Gd ) 0 следо-
въло бы l } 0. Эта идея реалиsовоtlв в прсдельно силь-
ноц впр iнт€, о иrдевЕо: lдiтрицо GЛ охвэrлаъ :lе просто
шонотонвой, но .}f-rrатрицей Kr.x иrrеюrцй строгýс .Ф,!r.
r\оltlльное прсобладание по строхrд{ и хlеполоэкtfгсльныс
нед'lалонвльяцс влеченты [10!.

Сфорчуляруех ре9ультrт рботы [8t в виде леlдчы,
ЛЕММА t. ,Щлt mово, чrпо6li 1lcuoxuc cucrnru}r (l) бьuо

z |О, Оосmоmочхо, чmо6

*-tч)+ffi-lt,)*ffi}0, j=Q,...,J\r, (ý)

зiв (е).ь = mа.х(0, е); |Uj| u |И| - noroзв,tmc.|Nrrc, с |Uj| ч

HcprBerrcTBB (5) - это и еегь Jпtомин!вшееся въпце
условяс Gd ) 0. Если с s 0, Ь s 0t то оня совпtдвют
с ('l). Если ч ) 0 u|uлu 0; ) 0r то (5) - допопнителькr*е
ограfiичения нв алеtaевтн rrотряrды я ф.

Оrпдцrех опредaлителя, фигурируючq.rе в форrrулиров.
ке леххн 1. Ма.трицо

с,Ч +l
ch+r С/q+з

0

tI| =
бi-s сi-з q-r

6;-z cc-r

ямсет gюльfiо Dлецентов с1 < 0 внше гловвоfi .Ф,!!лон&
ли, схолько иr, р!.сподоJкеяо raсrкд}l ci > 0 и блrл:хайrrrих
Ё нGху 9леrrентох сц l 0, & < j. Taltoй олеrrеят всегда

аъ
6&

0
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ицеется! во всяюц случsе ф = 0. Матржцs. Ul получrет-
ся иэ U' sадrеной послс,Фrей строки алеr.ент!.мя вектор8
(dц,...,4-1).

Матриrр

и=

ci+r

0

ci+2
ai+2 сi+з

0
ii+r

D[-z ct.-r
Ь], -,

cI.
ol-

под главноfi лO{элональю содерrýiт еголько алвrентов }1,
сюлью иra нахо,в/rтся rrе.аrду h > 0 и блrа,дайrциra к Heray
олеxентош i;. ) 01 [ > d. Такой алеуеItт всегдr иra6ется,
ншIриr.ер, бл = 0. Мrтршц Yj обраsуется из У' s.д.еноfi
первоfi стропи 9лецентад.и веБтора (4+r,...,d;,). Еслll

условиЯ Якоби строгие' ТО U'= yli-r, И эUli+r.
Мвтриrlч lti, t' - цонотонннс вслсдствие mчt ч_ч

оня трцIсtюt{ированъЕ к rдoнoтoнtlыu irf-rrатрлпдлrr U', У'.
KBrc и у lt/_rrr,Tpиц вс€ их угловъ!е хиЕоры полоrlивелънн,
в Tolt числс Р'| и |l|.

ОбоSяrчих череs Ai _ q rдиноры левотэ верIяего )rгл!.
матрпt{н U'поря,4rа j-,Ч, j = i;_jl,,.,rd. В часттrости,
А; _ ,ч = |U'|. Аяалопяr*rоr череs А1_ _ 1 обоэначадr. угло-
BIJe чинорц правою Епfiffi-l' углi x&триlш

llл |.

Р поrядqrа.
ý=А9=1.

(8)

I; -j. В частrrостла, А;, _1=
Раэдохrаrr отределители |ф| и |$| по влечента.rr

после.щ:еfi и первоfl сlгрох cooтBeтctгBerтro. Получtэlr

lut =
i-2
Е
=h

|с,а1 .., q-l|Аr - ц 4+

+А;_ц-ld;-rl
li_

lYj| =А1, -;- 1d;+r + f _lб1-1,..D,-r|A1, -74.' ,=d+2
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входдrrц,rе в 9ти форrrулц циворы полоаrтельнrд. По-
атому оЕредел!ателlа неотрицва,,ельнц и рlвны нулю, если
только все входяцяе в яп,5начения di ps8нt{ н},лю.

Лаrrrrr. 1 справедлива тsrоке дла систехы уравнениЙ с
трех/ц,!lлонадьноfi rцахлкческой rrвтрrцей

В|
Ф,

0
Dп

}r
а7 Ь2

cl
0

Ас=
crv-l clr-r 0N-!

cl, сr{

еслtл к условияr. (2)-(5) добrвить Dllcl 2 0. Следrет иrrетъ
ввид)t, что при построении ra&триц U', У' строхи с иядек-
саrrи i = lrN чогут окаl]атьея внутренниrди, ссли cr < 0
плu Ьу ( 0. Систсrrrд с тохиraи матрицши вознихtют
при рiссt отрении интерполяlprи перподrческици спл!fi-
нrдaи, В отлиqие от рбот о цонотонноЙ или въ!пуклоЙ
интерполяrц,!и эдесъ lrtlет эйго случ!я вполнa уraесген.

В зцдачrх ияперполяIg,Iи леriмЕ 1 использу€тся для
получевяя ,ъi uлп Mi трсбуеraнх зн!хов в уэлох сетки.
При эTorr достаточнне условия (б) неотрrщвтельности
BexToPl z эьвцсят от алеlдентов хатрицн ,{, которые в
свою очере.Ф ихеют сложн)rю струхтуру. Воэкикаят за-
дi.ча 98дrеяить отношения определtлt\елеfi их оценкaдaи
сверху, нс зависяцlt/!lди от элехентов rдЕтрпrш r{. В хонь
ретнцх прицерах целяii получ€ния оценок будет сл)rrкить

ЛЕММА.2. D усlооtлз lелчш 
' 

оmхоlдсвrr, о преdсluлпеrеЕ
о (S),|U||||U! u |Yd'|/lY'| оуm. цоноmоNхо уrшсrчч. 

'Jr.вquu
i; ч с;а1 D.lл j = /q,...rj-2 uj = i+lr.,.r| -| сооп.сеm-
еmссххо ll lоraолпоххо воzрсолпсrоч+цо flшвqчч асrчччr d; irr
j = &, , . , , i - 1 ч j = i 1 t,. . . ,4 сооmgсmсrпосхно,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будеrд яспользовать тоrýдеgгв&
для угловнх хиноров грсх,4aаr.ональнъ!I' невыроritдсн-
ных r.атриц [1lI:

Д1 _ц -o;-rAj_&_r -0;_зс;-rА1 -ц-2, (7)

Дд,_1 =с;аrД1,_j_1 -D;аrс;1rДl _i_z. (Zc)
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Рассrrотриш отЕоtценил оrrределителей, отличаюц{их-
ся нв о,щ.lя порядоtс. Иэ (7) получаеrr

А -1 1

А, -el

Д-; -fii-;

cj-\ -6j-2cj-l}floj-b-t

Очевидrrо, дlобь спрrв!. xoнoт"oнHo Bo9prcтaeт
по Cj_zcj-l. Продолrсая процес! ва каJrсдоra цJiл.,е taorKнo
делать захлючение о цонотоняоtr воэрtстаJlии д>оби по
новоЙ пвре 6,q.91, r= j -3,..,,/6j. На финиrпе полtrчаэra
конечнуtо цеrпrую д;lобь,

Далее построич рехуррентнце форr.улы & = 1,
Fо = 0, Е, = Bl-rci-l - Лl-rr I} = E,_rDi-,-lci-,,
r=lr...,i-j.

Рвссчотриш то2кдество (Z) лля j = i. К опредслятелю
старшепо поря.qФ справв прихениli ато тorýдеегво ещ€
i-j-1 раэ. Получаэх Ai-1* =Ц-rAj-&-4-,ar-*-r.
Тсх хак Al _ *, > 0, тэ Е, > 0, Е > 0. На г_rr цrале в
f} добrвляется новос прои9веденt е D;-1-1q-11 т.е. f} rro_
нотонно воsр!,сЕaдт по эToray проиsвсдеЕию. В Е, через
F}-r добs,вляется прои9ведение Di-,-aci-l-rr и .Е, чонотов-
но убываaт по э.гоtaу прои9ведениь.

По онелогии с прс,.ФIдуцц,rra хо2кно з&Irпсать

Aj-h 
=А;- &

1 j=b,...Ii-1.
-1

Ai-l*
Согласно устаЕовленнt{u своfiствадд El-i, Д-i дlобь

cтtPr.вa. естъ rroнo1roяHo возрастаюцая фунЁц,rя прои9веде-
ний i,611, r = *;r..., i-2. Но, Tarc хах здесь }, S0, Ф4r (0,
то отноIлсние определителсfi lroнoтoнHo убнвает rrо oтиta
парцaетрOдa.

Аналогично дох!ýывlдтся тlхое свойство для д)угого
отноIцения опред9литчлей с использов&нисl, то2кдествв
(7а).
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.Ilалее подставляеta раýrло]t!ение (6) в отноrчения опре-
делптелей. Кцrсдое слалаехое будет цовотонно убыва.
ющей фушitцrей bitciнt u lroнoтoнHo воsроствющеfi функ-
щаеfi d; для укцrrнвых в форr.удировке лехмц пндехс.ов.
Лемча доказана.

Для решенпя систешы (1) при выполнснии (5) rroacro
yxElrfтb оцеяхи сверху.

ЛЕММА 3. 8 усlоечсt ,елlrьl 1 спрсааdrшэьr оgсхrч

Д, 
"..чЦ 20,q20;

ffi, '*" Ь; ) 0,с; ( 0,

j=};+t,...,;, сд 20;

ffi,'"'uq}0,};(0,
j=j,...,j;-1, D1 }0.

ц3Zi=

ДОКАЗДТЕЛЬСТВО. Первое нерi.веЕство (Е) нспосред-
егвенно следует иэ йго уравнения систехы (l),

Для вывода второго яер!венсгва (Е) рвссrrьтриввется
сtлст€хr уравнений

t+|z| =t!l, (9)

где ii+l - rtатриtlа, описаIrн!я при рs.ссraотрении лaмldы 1l
а вехторы Z' =(Zцr...,Zi)rdl -(dд,,..,d;), В оллу rrояо-
тоняостИ х!триIIн zt > о. В чLстности, z! = |U:+l|l|Ut,+l|.

Уравнсния систехы (1) с тсrrи жс
(9), мо;<но представtдгь в виде систешн zod|-

(Е)

чт9 в
d, где

/ - (сц:ц - 1 , 0t , . . l 0l O;tial ). Ее речrенис прсдстi.влясх в
зпде а = Z| - z'. Вследсfвие того, что / 2 0 rаrдссч :' ) 0
п z ! Zl , т.е. второе нерrвенсрво докrsано.
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Аналогично дохазцва€тся тр€тье rrepsвet cTBo (8) с ис-
польэов8дIиеrr сисвеra вида

ii-| zz = Р, (9")

где сновD raатрица йj-' orrrr"вran при рьссraотрснпп лaм-
мы li а вехторы lz=(Щ,.,.,Z1,), 4 =(ф,...,d&).

CTpoxrr rrатрпдн l с алсrrеriтадди Е; < 0, с; < Ь, если они
имеютсяl вIодят в t oтptfiIрr йi+r (i > i) или Й-t (i < j).
Дrrя z1 сrцlаведливы оцснхи вида (8), где вехторн dl или
d стоят в т€х сгрокtI определителеfi |Uj+t| или |Yj-t|,
которь!е cooTBcTcTBytoT индехсу j. Если 6; ( 0l q < 0 для
всех i, то систеuы (9)-(9а) совпадают с сисrеуой (1), и об
оцсяха.х, не требуючц,rх решеяия сиепеrrы (1), рсчь идрrа
не цоr(€т.

Зцдачи rантерполяrц.rи шлrйн!.uя хлассl СР свяэеrrы
с зад8ниеrr гр8ничяыr условиfi. Срqша исrrользуехых
типов условий есть таJýле, для которых нерrвенства (2)-
({) вr*полrrяются при d = 0, JY. Но есть и Tlxlle, для
rtоторых rотя бн часть и9 них не вцполняется, Тех яе
менее своfiство неотрицвтельноеги решения систеr:ы (1)
в ряде случ&ев уд8rтqя сохраяlfгь.

ЛЕММА 1. llt mово, чпобu pслlterlte сvс]псцtl (t) бu,о
хrоm, urlomelDнlrra, l о сmвпо чхо, rmоdв а rrnorrgruca rarpca rx-
апов: (2) irл i = 1l . . . l JY - 2, (8) Ьм i - r,, . ., JY - L, (|), (5) t
С1 } 016р-1 | 01

, co8l
0о < п;т;;,

(10)
сr< -l

crv-tл-r * l,

ДОБА3АТЕЛЬСТВО. Ввидl пре,цIолоrЁеяия cl а 0,
0л-r f 0 r.iтриtш Ui, И не цогут содер]rФть нестаЕIд8рт-
ные gлеriaЕтц }о, cir.

а) Пусть Do 2 0rсл : 0. В доБlsательствс деrдrы l
[t! ато обеспечивrет неполоrlительность нс.4,лалонtльных
9лсментов raaтpmlЁI 6,{ при j _ 0,,N, JIяr,rональное прсоб-
ладъни€ дJIя втоfi rrатрш.Фr дл8 индехсов
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j = 2r...rЛI - 2 обеспечлваэтся условияrди (3), а для ин-
деЕсов i = 0, lt 

^l 
- l, JY условияrм (10), и лечrrо. для }юm

случая спр аведлйвв.
б) Пусть двлее со ( 0rсл 4 0 (юrдбшl!цяя 9тих огрш{я-

чениfi и пре.фIд!,щдх рiссuотривsзтся вrrологrачно). Ис-
хлючrlra иэ (l) zб и ,N. Иr.еara

4-0orr dx-c rx-r*=э;f, ,"==-й-. (11)

Подставляя оти выраrкения в (l), получrаr систеtaу
поря.lцtаJV-1;

iэпl (l2)

с гранtбrныraи уравнеяияци

ilr^lr *bra = Й,

cJv-r 
'Jv-2 

ldл-lzл-1 =fiу-1,
где

c,v

Для систехш (12) неравенства (2) вr,rполняются по
условию, В граrrrчннх условиях dl 2 cr ) 0, Еш-r 2
} сп-, > 0, ш нер!веЕства тша (3) лля иtlд€Бсов i = 1rШ-1
выполняются в силу (10). Условия типа (,l) лля индексов
i = l,JV- 1 суть сдедствия нсрсв.нств (5) для втих иядеь
сов, iв цслоlI 0Sdt Sdl,0SdЪ-l ýdд-1. Ита.rs, хн яахо.
lrtхся в условиях лсмrды 1для систсldt [ (l2), и если уль
ется похцrать, что условия типа (6) для н?G внполняют-
ся, то & ) 0,j= 1,..,, iV - l, а согласно (1I) и z9:0, ,}, :0.
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По кра.fiяеfi мере, в одкой из цsтриц хоторую обо-
Sвt.ч!€y U', в кlчестве сб будет стоять элеxент а1, &

в o.Фrofi из х',триц У' в качестве c_I. - 9леrrент Дrv-r. В
соо!тветствуюlцt?t, иr. хатрицах Ч, Ч вrrесто d1 и dд_1 бу-
дут стоять dl и dlv-r. Задrенюr в последних raатряццl,
й,dл-r на d1 и dir_1 соответствснно. Тогда отношения
определителей ёd = lйi|/|йil и Ed = lИlllИl согл!.сно леu_
rre 3 не уменьчlаются.

Похчlсем, что они ве ум€ньшаются и при 9а.
rдснс ill,iiд-1 нЕ clrcrv-t. ДсЙствитсльноi цроиrво.Фrую,
наприtiер ё5 по 61 шоrкно предст!,вить в вt!дс dё;, ldЦ =
= (*" - ё.)|йj|оЛаdЬ, где индекс 'о' озяьчlэт, что в |й.|
и |Uj| 61 = d1 = 0. Но тогда соглвсно лемце ? 9;о S ei
п tБ5tthi < 0, и при 9!.r.eнe ar нs, с1 ý !1 9начеяяе ёd не
уraеньшrдтся. Днi.логtfчно, rц)и зlrrеяе arr-r н8 cr{-l н€
ухеньцt!этся &6, В реsультч.тс иrдееrr ё5 < Осrф < а;. Но
тогдl, из пр€lglолоrýения децхItI о выполнени!, условraй
(5) для систечы (1) слелует въдполнеяие подобяых усло_
вий для систехн (12), н она имеет неотрицат€льное реtц€-
яяе, Леумв дохr,эаt а.

В упохянlmой во введеняи ра.боте В.Л
[+t в связи с уовотонноfi или энпухлоfi ивтсрполяrцлеfi
рассхатривался частrrълfi случrй лехх 1 и {, хогдв вчес_
то нёстрогих }.словий Яхоби выполнялясь )rсловия }j >
0,. q.2 0, d = 1,...rдI- 1. В втоц случае в цатриц!.х
U',r^ & =i-l, Ii -i+l я условия (б) иrrеют особенно
простоfi вид:

* -чfi -a,ffi ) 0, i- 0,...,Jy.

ý 2, Ваэовые фуlrкrц.rи

(13)

Сплайны рассra!тривs.ются н& сетtзе А : о Е,

=8о<rl<...<ал=D с шаr,адrи it=зi+r-ri. на отре3-
ке [oi,:ci+rl вводдтся лоБальtt!я переценlr!я t - (в - x5)lfu.
Зэсrrо сплаfiхв строится кад ливейнlя хоrrбшrаrцrя баsо-
внх функшй 9(Ф, Фl(t) клrсса С2[0, lt и полиноrrов пер-
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вой сг€пени (тра.qlrдионяое предегrвлсние обобщенного
стrлайна) или второfi ег.пени (новое представлэнпе [3rfl).

исходя из сообрваrсенrй улобного вцполнения условиfi
иtгr.'ерполяr{рrи, нв бr,зовне функ$fir на.лагrются огр!яи_
чения:

rr(r) = ф;(о) = r, 9!')1о1 =*I')(r)=o, г=0,1,2i (l{)

9:(1) > 2, Фj(0) < -2i (1ав)

р:'(1) > 0, фj'(0) > 0. (146)

Для иятсрполяrц.lи с соблюдсвисrr требоваrrий моно-
тояности испольэ)rстся трqlрпlrоняос
ние спла.frrь Это, во.псрвнх. Bo_BTopr:x, более удоб-
яltе в прилоrксниях рсslrльтllгъ! получаются, ссли прсд_
полагать, чтю бrsовrдс фуяtq}rи либо принцдлс:rс!,т хлас-
су C3[0,1l, либо являются сплайнцrя хлассо С3 ва сетке
6:0l t1 S.., !! t. l 1. В после,цrеrr случад 9вснья сплаЙна
принадлеrсaт rспассу С9[tд, t1l1t. Пря атorr доласlы выпол-
вяться условия [1,2l:

9!')(t) > 0, (*1уФ!')(Ё) ) 0, г=0,1,2,з. (1б)

При выборе те:r или
иных фунlqрй в качест- l
ве ба,sовнх достаточно
требоввть, чтэбы выпол-
нялись (14)-(14б), в из
(16) толью нер!.венствr
при f =3. Действвтель-
но, иs 9f(0) = 0l 9!'(1) > 0,

р'i(0>0сле.щrет,что
функtц{я 9!'(l) чоасет рав_

'Р(r) ,р(t)

Еяться яулю тольхо при 0 рrс. 2t€[o,trl, tl <t (налrри-
lt

мер, если pi(t) есть стrлаltн на сетве 5). При t ) tr фунь
rц{я 9:'(t) > 0 и raoвoтoнHo воgрастiюцt я. Аяалогично,
Ф!'(t) есть lroнoToнHo убывеювlа.я функц}rя и во9хоr(но
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Фi(t) = о пр}t 
' 

€ ltl,tl tl > 0 (9.(t) - сплrfiн ва сетке
6). Продолакая подобные рtссуriдения, приходg4м к Brn-
вод!.ш, чтo gi(r), 9.(r), f!(t) - rroHoToHHo во9р8стаюцt{еr е
Фi(t) - хонотонно убьЕвающOя фуяIсrдп,r, и всс условия (16)
выполtlяются. Иэ них след}rет, что 9;(l), p!(t), й(t) - вы-
пуклы€ вниз, а фl(r) - выпуклая вв.рх фунtqlд!. Примср
баэовr,rх фуксц.tfi приведен но рис.3.

Kporre выполнсния условий (15), требуется т!rоrсе, что-
бы фунtцц.rя

el(t) = tФк0 + 1lei(0 - tei(t) -,IФi(r) z 0, (16)

приtrеla равенство имело бы хесто тэльхо T!,ш, где
9!'(r) = Ф!'(0 = 0. НцIриr.ер, ссли 95(t), Фi(t) - стrла.ilны
н& сетке d то Bosrro:rolo Q;(ф = 0 rrри t ý [t1, !rt, t1 _( tд. В
остальнtJх случаях долriс.о бнтъ Q;(t) > 0.

Для интерполяц}rи с соблюдениеrr требовrrrий вн_
пуt(лоgги испольэуется новое предст!вленяе обобщенноrэ
сплалfiяь Gпеrцафикв атих зqдrчi вообще говоря, не трсбу-
ет кrrýих-либо доподнительных огрвничений на баэовые
Фупt(рrи, Броше выполнения условий (14){11б).

ПРИМЕРЫ б!,эовых, фунхrцаЙ.
а) Вазовые Функrоrи rуdччасrчr сплвбхоо иuеют вид

9d(.)-r3, Фi(t)=(t-OS. (17)

Условия (14)-01б) и (r5) лля них выполняются, причеr.
1o!(t) = -ф!(0) = з, 9!'(t) = фi'(0) = 0. Функц.rя Qi(t) =
= 6[1-3t(i -0l > 0. Другие базовые фуrпrчрrи, прихеняехые
на практике| содерrt&т в своиl вцра.rкениях фуннwи (17)

ка.х частные слуlaа,и.
б) Еуdччасrчс спrоllнш с dеуlt ёоtъоlхumсa}н}ЕлU y,JltлU

яа проuеr(утках [Cil Э;+r]r яе являюцц,!rrися у9лшaи ин-

ТеРПОЛfitЦ,!И} с юор.Фrн8тsJaи t=P; ( i1 
'=qj 

> 0в rrpo-

стейrцеrr случ!в пенерируются бtэовыrrи фуюrцJ,rяrдr -
rlrбичесrоrrrи сrrла.fi нrrди

9(0=#,Ф.(t)=(Д#, (1s)
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Qорrrулн (l7) получа.ются отсюда при pi = 0r {i = 1.

Условия (lа)-(t{б) и (16) для фунIсчrй (1Е) внполняют-
слr прячеu

9к1) = *, фкФ = -;,

9','О)= ffi, 9gФ) = ;},
Функrцая

о.(,)=6{ffi+

*(q; :r)+ _ 
'gfrffiKt - д)+ + (с, - t)+I},

согласно (16), доласно быть неотрицrтельной. Если д < qi,
то Q6(t) > 0 дпя вссх t. Дсfiствительно, пря as Pj и i z qi

ато очсвt!дI.оl о при pi < 
' 

< qi Q;(t) есть квод;lатвый
трсхчл€в. Его .q.rсхриrrинаят имеет вид

Di = -(1 - рi)-Зсi-5И+(р;, q;)}I-Фi,9с),

где

ту*(р;, q;) = 3(с; - р;)2 - ( ,лТ:;П * чfr; '.

Нетру.qrо видеть, что lf+(p;,ci) < -*. Если
W-Фi,cc) > 0, то D5 > О и О;(0 не ичест нулей Йl отрезхе
[p;,gil и потоцу q.(r) > 0.

Пусть }f-Ф;,0;) = ro+Ф;l $)rд-(рс, fi) S 0, где

шДfu;,9;) = 3(g; -pr) + (.\,@:lp -,Д)
Пусть, налrример, rO+Фi,qi) ) 0, ur-Ф.,Ci) ( 0, Тогда,

нетру/щlо поха,:tать, что Q!(t) < 0 при 
' =,1oa,{d, и зн!,чит

корни квад)атного трехчленв tr,2 > q5. Всля хсе ч+Ф;rq;) S
S_0, tl-(p;,fi) > 0, то Q!(t) > 0, при t = p;,q; и

"О 
aоr. В обоих слlrчаях QJ(t) > 0 Bn оrр"Ъо h.rqdl, ".o 

rn
трсбовалось доБа5a.ть.
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Если р; 2 9i, то 0.(r) > 0 при ! < qiцt > Pi,,t
Qi(t) = 0 при {i S t S д. Taxr:M обрs.эом, баэовые фуяr+
ции (1Е) приFодrrlir для Еостроеняя хонотонянх хубиче-
схих сплайнов.

В пра,ктихе псстроеtaия выпуклых спла.fiнов их oкis!.
лось недост!,точrrо. Но воэмоrкности испольэования хуби-
чеснлr сплсйвов хоr(но расtцирить, бсря в качсствс баво_
выr фушсц.rй [3t:

9;(t) = (r -,,)," *,,{ii#,

й(r) =0 - ll)(r -t)з+rr(Д#,
где 7j, ,, - дополнцI!ельнь!е парrJa€тры, т,е, 9десъ их
по .ва для кrйдоfi бrэовой фунхrцrи, тогда ках в (16)
толью по о.Фrох)r, Фунlарти (18) получrются из (r9) при
rj = ri = lt а Фуяtq$|и (l7) - при г5р; = 0, а5(1 -9;)=9,

Условия (1+) до" фунхrq{fi (19) внполняются с очевид_
ностью. Подсчитываэll

9ilrl =з[r * *],
9ilr1=o[r*t#],
Фк0)=-з[1-ЧФj,

фi(0) = 6[1 * 
q(t-; g?)1,

Внполненис (1{а) приво.q,rт к Hcp!дeнcтBa.ld

3(1 - ci)
(20)

а вьшюлнение (1аб) - к нерrвснствrдi

(19)

',r-ff, ,i>-

,,r-ffi' ф
1-{i (20а)
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,,, -Т **л(i, Efr ),,,, -ftы" (!,

Объе.шцrяя (20) и (20а), подучаэli

p;(t) = f.(,) = +#, р2)

qj

1+ci
(21)

Это ограrrячения Hr, доЕодяительЕце пLрадaетръ! ri} aj.

Требова.rrие внполнения 1rсловrd (16) приво,lцат к бо-
лее сильнъ!x ограничениях Hl ,j, ,a [3t, нсхели (2l), что
сниrхr€т эфф€кт от введения этих п!,р!дaетров. Поэтоху
для решения зqдrч с соблюдениеrд требовr.rrrd хояотов-
ности приrденяеш Фунrсrия (1Е), а функlgfи (19) исrтользуеч
только в зrдiчах вьmуклоfi иIfгерполяtрlи, гд€ они рм_
ширяют возtlоrtноеги хетодв [3!.

Анвлогичнцм образох rдожно строить баsовце функ.
t${и с больдмrд числоr, доттолнительных узлов, добавляя
справа в (19) новые слrладllьlе и счит!я cyrrxy Bcer кооф-
фиtц{ентФв раввой 1.

в) Pcquoxclrяrrc спrсltвш поро:ttдаются баsовыrrи фунь
lц,!яxи

tз
t +рс(1 - ')'

где свободные пrраJ.€тры р; > -l, q; ) -1. При р; = g; = 0
получаются форrrулн (17).

Легко проверяrотся условия (14). Для проверки осталь-
ных подсчитыва€х произво,щlне баэовых фуннддй. Вrде-
СТо Pd, {d ВВо.Фrrд Й = l*P;r {; - l+qjrи эначитf; > 0, f; > 0.
Имееrд

9:(i,й) = rr[2, + (з - 20йIr + (1 - 0йl-r,

9:(r,й) = 2t[t2 + (з - 20й .} (з - 3t +,r)i?l[. + (l - 0йI-.,

9!'(r,й) = бiit, + (1 - 0йl-.,

*Г)(t,a) - (-1),.Р[')(1 - t,{i), г - 1,2,3
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Отсtода

9i(l,й)=2+й, Ф!(0}0i)=-2-йi

9r(l,fj) = 2(1 + r. +i?), *i = (o,i;) - z(t +,il + ff),
и, очсви,lцIо, (14r), (1,1б) выполняютсл. Тщс хлл p:"(r,fj) >
> 0l Ф!"(t, i5) < 0, то по-предрлдущеr.у вос нера.вснства
(15) внполняются. Крохс того, pJv(t,f;) > 0, фIv(r, i0 >
> 0, и 9!'(t), /j'(t) - выпуклые вниs фунхrrlли. Осталось
исследовrть Q;(t).

Условие Q;(t) > 0 исполь9устся для построения обль
стей rдонотонвости звеньев спла.fflа. В [1,2t для конхрст-
нrдх энвчениfi рa, {d drроились приt ерId тrrсиr областей
и из taI суrцсствовавtля сл.довало, что Q5(t) > 0. 3десь
похаrпец это для любых sначенпй р5, q;.

Подставляя внрrrкеЕия 9!')(r,й), Vrtl(t,C,), , = 1,2, в
форцулу q(r) (16), получа.сх

tз
Qj(t) = 2[t+(1 - 0йI-!(1 -t+ta6)-3Ercrr(tЕd,

lJ!lJ

где ql(t) = ад1(1 - t). при Bтorr
Доо=Сrо=4,11 =О55 = 0,
с26 = С(1 -t)З,
c2l = f(l -r)r(1 +2t),
а22 = t(l - 0[3 - 9(1 - 0 + 2t2(t - 02],
оз9 = (1 -t)6,
csl =(1 _t)6(1 +2t)l
сз2 = (1 -0.(1 + t +Р).
Очеви,rgrо, что всс хоеффиtц,rеtfгt t лроftrrой cyr.шъr н€_

отрицатсльны, r. зн!.чaния сý и св, I в 0rlr2, одЕ:овреrr€нно
в нулъ ве обраrrцаются. Поэтомlr ,Фойная с!дaхl, а в!aесте
с вею и фунtсrц{я Q;(t) больше вуля.

п) ОФIовtrые своfiства радрlонlльнЕх сrтлrйнов сохра.
няются для сплr,fiнов rJспOr.сr.quмlнltэ (crr. налrриrrер,

[1r{), базовыс фуяr ц.rи которнх ct/Tb

9i(ttp;) _ Pgxpl-pl(l - t)),
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ф;(t, q;) = (t - t)3exp(-q;, t).

Раrдионвльные фукqщи (22) являются первыми чле-
нsхи рЕзло jýенкя экспоgенIцrальrrых функrц.rй по сте-
пеням -р.(1 - t), -q;a

Тспсрь стаrrовится Bosмo]rсHtJM псрсйти нспосрсдствсн-
Ео к техе даrrной работы.

ý3. ИнтерполяIgrя с перемсяаlrи rrr.прааления
ir бтGгsя]тЕrгJт

l. Будеrд исЕользовать предстOвление зв€н& инт€рЕо.
ляlчrовного сплайне яl отрезкё [a6,a;l1t в вяде линеfiяоfi
коrrблrнац}rи базовнх фувкрrfi и rrолиноrдL первой cTerTerм
[1,2t;

56(э) = fialt + li(1 -t)+

+ 
'![Фr;(t)(й 

- 6.+r/2) + 9l.(r)(й+r - бi+r/r)L (23)

где {l}Г -- исхо,Фlне даItнце| 6r*rl" - fuj * разде-

лснвые рr.!ности, й; = S}(a6). В силу условиfi (11)-(14б),
хаБ поха9аIrо в [2I,

Ф1;(t) = {-1adt) + t+ [91(1) - lI[Фi(t) - t +t!}Af,l;

*ы(t) = {[Фi(о) + tltrp;(t) - tI + ф.(t) - l + r}A;l;

АlJ = 9!(thpKo) + 9i(1) - Ф!(0) < 0.

Предстrвление (23) обеспечивrет н€пр€рь!ввость пер-
воfi проязво,lцrоfi стrлаfiна в уsлах ссткя А, Нспрсрнв_
ность вт$рой производной обесп€чивэатся выполнение}a
условиfi ýfi(c; - 0) = ýf,(a; + 0) и граJlичных условяfi ва
конца.х отрезка. [c,6l. Это дr.т сиспечу уравнениfi:

Аm= i, (21)
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где хатриц!, ; ихеет таЁую ,fie cтpyкTyPlrt что и tдsтрицs
i в (1). Ес 9леuенты и элехенть! вектора d суть

f,; = -лфi!(o)/zАrir
а = -)j9i'-1(l )/2Al.i-t,
ai = б.и(1) - 1I - а[Ф:_l(0) + 1l,

fr = б59!1tlа;*1л - 4фi_r(0)6l_rrr,

i=1l...,fi-1,

(25)

где )6 = b-l * JЦ' л = t-l;. Согласно (14)-(14б)

Б;>0,4)0rili)6i+ё._
3впчсния вслпrмн Бо, бо, й и ё'J, бр, ;n 5!висят

от вида граничныt условий. В [2| оки вt Iведеýы для
5lсловrтй тrrпл I: ý}(ао) = fi, ýi(cp) = lfi,

Й = ;л = 0, iio = iiл =2, iо =2il, dн =2lh, (26)

и условиfi типr Ц ýf,(sg) =#, S3(rд7) =lfi,
бо = -961о17чаrо,
60=й[9а(1)-ц,

ia =БырЬ(L)йр- Ыt lz,
ёfi = -9ffr_l (l)/2Au,r-l,
ёл = -ёп[Фiч-l(о) + tI,

jл 
= -6рф!r_, (о)6пап + hн-r!'i 12.

В обоих случэях вtiполняются условия .q{sлюнально_
го преоблцдвrrия в первой и последнеfi cтporcax raaтpпrцil
r{. В случае иятерполяIцaи перио,Фlчесхихи сплайна,ши
е rrr,трицеfi .а" (сх. ý 1) число урrвнекий в систече psвHo
JY, и все олечеtrгы хатрицрI !ач€ют стаrrдr.ртный вид (25).
В обIцем случ!J градlrчянх условий rл€менты rдiтрицн
долrснц удовлетворять условиях л€ихы ,l.

(26а)
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В [2] раэработанr. цето,щдсa построения мoяoToHBo-
го rrа отрезIoе [c,6t сплайна, если 6;.ь112 > 0(6;а172 < 0),
d = 0r. . . , ]Y - 1, 9r. счет вIJбора его свободrrых парrд{етров.
Если доrтусхать d;1172 = 0, то долrкно быть й; = 0, й611 = 0.

О.а1rало, теория неотрицr'тельяЕх решеняfi системы (24)
обеспсчиваст, вообще rrоворя, только liq l 01 й;11 ] 0.

Здесь Mr* будеrr учитывать и атот случаfi, но )Еке Kr,x
прихер, когда. ва [c5,a611l происходят пер.хены знлrrа у
sb(").

В paccrraTpиBмlilJx зqдаtlах преrfiде вс€ю следует ре-
цмть вопрос о заа.ltaх й;. Учитнвая условия л€}r}rЕ 1,

юторую шц нцIерсны испольsов!тьl еегественно_ при-
tIяtlDTb их совп!доюцрrrrи _со sноtсrдdи величин ф, т.е.
е; = фпlii = фп4. 3Harc ф согласно (25), (26)-(26а) че_

реэ 6;-171, 6;+l/z, lJ, l| эrвисит от псr'о,4щх д!JIяýх, в
через баэовые фувБrиlt от свобо.щrцх пrра.четров сплаJl-
на. В оlЕrих случаях согласно систеuе (14)-(1{б) он опр€-
деляется од{озночноl в других, наприхер, при бd-l/з и
664172 р!.знЕх зн!fiов эl счет внбора свобо.Фrых пь
pa.raeтpoв он ltor(eт быть сделаlr к!д( тех, тал и
д)угиr.. Мы приниrrасrr условие _Bigldi = rigпф, гле
{ = 3(l;6;-112* л6;+r/r) - звачение ф в случае бrзовых
функца::t (17) кубических сплайнов. Если { = 0, то выбор
зна.ка ф остаэтся в Еа.lцеL{ рsдпорлпении.

Рассхотрия типичнъ!е ситуаIцtп. Начнец с заJaечвния
о Torr| что есм 9!(t), ф|'(t) хс рсавrr нуrэ oixoepc*axxo вс 4а-
лол nobtxttlcpBBlc [t|, a}I С [0, 1l, mо fухrquл ý6(с) хе дожrеm
tllrr?ll нс оmроэsс |xi,, a;a1l бorcc Евуz сrеmролучоа. Деfiстви-
тельно, согл&сt{о (1ав), (1ý) lYil : 0, 9i'j(t) : 0. Величи-
НЫ m; - 6;.9172 И md+l - бi+r/з raОГУТ ИrДеТЬ О,Ц{НrfiОВЫе ИЛИ

рцlньле зн&ки. В первом случае ýS(a) - знrхопоегояннrя
нr. [з;, з;аlt фуЕсцая, и значпт, Sb(") - выпуЁлая фунfi,
Iцlя и хо2ýет иметь Hr. Dтora отре9ке не более друх нулей.
Во BToporr случае ýf,(c) есть рш]ноегь ,Еух въsЕуклых не-
отрицrтельнцх фунIсдrrfi, которые пересекrются не более,
чем в дух точхах| являюцl}tхся нуляrди разност*:. В обо-
их случаях ý6(э) иrrсет на [с;, B;alt яе болсе .IEyx 9кстре-
lrlмoв.
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Теперь о воlrtaоrкяцх ситуаrц,!ях.
1) а; = с;11 = rign5;1112. На отрезхе [r;, ";+rI 

будех до_
биваться хонотояности звена стrлrfiна, т.е. чтобы ý}(а)
имела эдссь не более оlцlого н)rля (точха перегибr фунх.
,цrп Й(s).)

2) а; = 3511 и ci = !i8r(-6i+rh) пап бi+l/2 = 0. Это
случlS, югда ý6(з) ихеет на [л6, з5а1l двr, локlльньiI
екстреtaуца. Tarcofi прихер изобрвхен нв рис. 3.

З) ai = -.d+1. Калдх бы ви было бd+t/2, в вrгоr. случ!.ё
ý6(а) всегда ицеет не [эi, a;+rl о.Ф;п. акстреrлуu. Такой
приrrер приведен н8 рис.4. Это главнrдfi для явс случЙ
персменц нi.ттрr.вления шонотонноеги сrrлайна.

Sо(z) ýо (л)

i+э I

i-1
i+1

i-i
l

i_2

k i+r

а

i-2 с+2

I

Рпс. 3 Рпс. 4

4) Пусть т._перъ 61-17: _ 0, i = d,...ri+и, и 21. Тог-
Да В€ЛИЧИНаЛ di СЛеДУеТ ПриД!вать ЧеРеДУЮЦЦlеСЯ 3Нll.ltИ,
т,е. cd-r - -сa =. = (-l)yзiav-l. При стом, если €d+у-r =
= -€a+у, то Sа(л) иrrеет нв интерва.лаr( [эi, a;arl иэ отрезка
[:;-1, а;.,1111! по o.4lotay 9астрехуху ч€редуюцц4Iс, тяпов,
Kart на ряс.3, если считать точку & у9лом интерполяцlии.

Если с;lу-1 - €a+.t,, то ухаэшrный способ не прохо.4.rт.
Чтобн нс исttлк)чать атoт случвfi из россxотрения, rro]r(-
но предлоэкtfгь тахой приех. На отреsхе rоризонтальной
прямой, проходдщей чер€9 уэлы пнтерполяцIIи с ноrrсрa.
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ци j-lr. . . l a+у, ввоr0,!rд ещс о,щдн узел, отличныfi от эЕдаJl-
нцх. Тогда вновь оказывr€uся в условиях преднд|щей
схехы и цель досfягliтся.

Особцf, случа* - 0то, если 9!'(t) = 
'!'(t) 

= 0 нs.

[t, 'rl 
С [0r1l, что, н!дтрихер, имеет lrecтo для баsовых

фунхrоrй (1Е) при р; > gi. Здесь Bosuorcнo ý}(а) = 0 на
[tl, trl я тахой интервал в сялу (16) шоасет бнть только
о.Флн. В схецох 1д4 точхи axcтPerayraoв хогут зs.rrеняться
н0, целые поlп.lятерв олы.

Этих рв,ссу:ltдеяий лоствmчноl чrобы читатель мог
ОРИеlfГирОВаТЬСЯ В ВОЭНИКаЮЦЦ,lХ СИТУеIЦaЯХ.

Псlсле 5rстаIrовления знаttов ф yrrHoжrrx i-e ура.внение
систехы (2.t) нв ci. В5lдеrr обоэяачвть

m; = йс;, с5=й;, ф ={с;,
6; = 6;с;с;а1, q=fra;-1c;, i=0,...,ЛI.

3десьбл=й=0.
В результвте получ!€тся систеl{а типа (1), для кото-

рой необходихые для приrrеrlения леммц 1 услов}rя типа
(2)-(,i) выполняются. При атои условия яхоби строгяе
для индехсов i = 1r. ..,,lY - z. Они строгие и для индевсов
i = 0rJY- 1 в случее гр&ничнъ!х условий типа f[, а для
условий типа I оlrи нестрогие,

2. Первая ча.сть реrценяя зqдвчи состоит в на.хожде-
нии неотрицат€льною реш€ния системы (l) с коэффпц,лен-
та.raи (27), Требуется обеспечить выполнение неравеЕств
(ý), Свобо.qrые параJ.€тры сплrйна вIод8т в них весьма
слоr(янlJ обраэох. Повтохп испольsуя леt ху 2| поIIIJть
емся s8шенить их более сильныtaи Еерrяенствадaи, но та.
хrrrrи, у Koтopbs.r отноIцения опредслителей не зiвrrсели
бьт от свобо,tцrых пt.рцrстров сплtйяа, а тольхо от исrод-
ных дtl{tlцх.

Для атого на бtsсвые фунrсц,rи налаl,аеll ограниченияt
r. именно; при вr.рьиров!яии свободqrнх пlрOJaстров HsJl-
меньIци€ эначения 9:(1), -ФК0) о.щ{Еrfiовь!. Для фрпчддй
(tB) и (ZЗ) т!Jеrr. зндчениеt являстся 3, отвечающсе хубн-
чесrgrrr сrrллйнадr.

(27)
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Из (2S) слсдlет, *rо Еб < in,, U 
" !", '= 

l,,..,JV-l.
Тrд{ хак в определителях в (6) стоят Ь; ( 0l ci ( 0, тor
очеви,Фtо,

-11бi>-rci, оr-;о,, i=1l...,Л-1, (2Е)

3на,чителъно слоrквес обстоит дело с оцеяхадrи для 4.
Чтобы при исrrользова.t ии otleнoK (28) отноrrrения опре-

делителеfi в (n) не за.висели от е.вобо.щrнх пара.rrетров
сплайяа, очеви,ltrIо, достатэчяо наJtти оценхя тип!.

t
4 S i4ч, "ле { > 0 эависят только от исхо.ФIых данных.
Тогда величинь! 4i посде вынесения их 9а зяад(и оЕред€-
лителсй вsшrraно соБршцаются и цсль будет досгигнута.

Иэ пре.цrолоlксний о баsовых Фунtсlиях следует, что

9Kl)
р(1) - 1

Фк0)
Фк0) + 1

ilричсrд пр!вы€ р!€енства. соответствуют хубrачесrr.rм
сплайнадr.

Далее вво.Фоr

3_
T<(i=
3
|<xi = _

Ф!,(0)
2[Фк0) + {J'

(29а)

Для базовцх фyrпgs,t* (rE), (22), юторttе ч!.tце ввею
9десь испольSуrотся, при уБлон€нии свобо.Фrыr пар!дaет_
ров от их эньчений для кубичесrих сплtlh*ов величины
9:'(1) : 6, Ф!'(0) : б растут быстрее, чсr. 9:(1), -Фl(0),
при ограничеянrrх {irq. Лсвые неравевсз.ва в (l9a) суть
слсдствия подстановки в форхулн (6, х5 нrоrсrrиr граrrй
(., ,?t | равннх е.q{ниц€. Для фуякцrй (l7) ( = 1; = 2.

=;,
1<{,=

3
S1,

(х9)

1<тi=

l
)-Ti
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В выра.rrенпях бi, 4 (2i) предегrвиr.

дg = [ф(о)+ ЦИ(t) - nil = t9:(1) - 1IM(0)+€d.

Тогда иэ (25) получааrr тоr(дества

БlИ(r)-rI =лх;,
-а[Ф!-t(0)+lI =l;(-r,
6; = l;(-1 ал;х;,
fr = );ц-1(;*165-1/2 + и€ixiбd+r/zl

i=l,...,!f-l.

(30)

Иrrея ввиду, что 4 = c;fr, и учитывrя (29), при
вigп6;-172 = aign6;1t71 пол)rtlадх

di S }сi(лl5а;*17: 
+ )iQ-rбi-rlz) 

= iй. (3l)

Если rigl6;-1;2 = вigп(-6;аllз), то, полал!я

9!(t) = -ф!_,(О), (З2)

сновь получв.ем (31).
Для получения оценох всличин di представих й в

lвидеД=54с-& и потребуем, чтобы & 20. Тогда.
из (31) следуют lrtелlrliые оценки:

1

а,S 
"Gо;, 

i=l,...,Л-r. (33)

Естествеяно бцло бы взять d| = |di|. Но при df = 0
в обще}a случiэ нельзя будет выполкить неравечство (ý)
для соо,пветствуюIrц,rr индекеов. Поэтому полалr€l,

4 = з()ilбi-rrаl + и|6i+llzl), i = 1,...,JY- l.

Тоrсrя форrrулв обеспечивает d! | 0, если 61-ц2 п бi1p
olцtoвpeмeнHo не равны вулю. Если ови о,Ф:ого sнrх&, то
4 = l4l. О слtrrчае, хогда обс раздслснвы€ р&:rности равны
нулю, будет сБа5аяо ниrlе.
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При внбраlrнои ф условие fii : 0 сводt тся х

& = лхс(}4-",е,*ч,1 *

* )i(;-r(!C-",a,-u"1 >0, j=1,...,jy-1. (з,[)

Остановиrдся на rраничных условияхl PaccrtoтpиBa.,t
толъхо TatФle Еэ нихl для которых вълполняются Jrсловия
0Sb<?, О=." S }. Тогда для неполоrкительныI
}о, сл вцполняются оценки (2Е). В частностиl ото иr.ceт
rrесто для гракsчнцх условий типа r и типа IL Приниrrа.
ех в этих случаях

4=zllJl, ф=zllih (ý)

4 =з (lбrлl* #),
ф = з (|6п-ч,| + 

Пл-дlj|il 
1.

Вrлрrлсения (35) всегда. совппдают с l4l, lфl, в
только при йhtt SО, бп-rllfii 2 0.

Ддя форцул (Sn), (2Е) оцеяrоr (3Il) очеви.щ{н и

Ло =0, Пл =0.
Для форчул (36а), (26в) оценки иrrеют место, если

ао=хо(
Лл = (rc-

При выполнсняи (3{), (З6){3{h.) r,ro:rcro использовать
оценlса (28), (3tl). Если в отноIчения определителсй в (5)
вхесто 6.i, ci, di подстsвять их оценt(r{, Tot после вцнесе-
яия иs столбцов определителей ai|2 п сохраtцеяия на 9ти
величиныt яо лехме 2 пол5rчаэrr:

lЦ.!g&Jg=c.. |]Ц.!&Д=д. в?)
|Uj| 

ё |Ui|o --.t 1у;| 
j 

|у.|о --l'

}с-*ал)+}соьl#2о,
, (! Ф -","e,r-u,) - i сшf,л-rfii ) 0.

(3ýв)

(3Па)

(8ý)

(36а)
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где в оrтеделителях с индеБсоrr'о" по сраввению с ис-
хо.Фяraи оцределителячи осущ€еrвленн 9lлеяы: cj -4 2,
0j - -l, cj - -1, d; -. d!. очеви,Фlоt .rго С;, ft - хонеч-
ные величкны.

Нерrвенствв (6) прияrrхают в давноц случад вид:

ф 2 (с;-1а5)аЙСi { (cic;+l)+E;8, i-0,...,JV, (3S)

где
l, если е1 = сlа1,
0, если е1 = -aj+t.

Мы доквзали утвaр2кдение, являющееся следствиех
лехх 1 и 2.

СЛЕДСТВИЕ 1. Есrч
а,) 6;-172661172 ) 0 u.ru
6) 6;а126;ац2 < 0 u а.rпо.rgrmсr (3?), ,no Ьм mооо, чmо-

бл сцсtпада (1), пороесiсзrаr uспсlо (21), чцсrа лвоmрuчl-
mаllлоа pBurcxLe,а > 0, aocmcmolarao, {rn06l. оl';по,J''rцеl хсрв-
оGIсmвв (34), чз врсвччхlьс вхвrо.ч u (3Е). loaic roдпон.нmц
есwпорв fп tzrсрm аараNсе oflcloetaraxra, ,rсЕU.

3. Выполнеrrпе условиЙ следствия 1 обесгrечивает для
fr энапи, обусловлепяне в п.1. В соответствии с приняты-
riи т!д,t соглiшенияxи, мы долrrýtrл еtц,е обеспечитъ моно-
тонность сплайна н} тех отре9ха:х lэirлi+rl, rсoтoptJl, отве-
чают ф, d;4l1 бilr7u одtlогý энаtФ, т.е. cj = с5а1 = фп6;1172.
Того аtе энаха будут и й, й;+l. На остальных отрез-
Еах будет иметь t ecтo о,4{а или .Фс пepcrrcнt{ 9наков
у ýЬ(д).

Для реrrrсния этоfi зцдачи, xall поха:rаяо в [2l, требу-
ются оценкп св€рr,у для mit ,ni+l, Они получаются с
поr.оцtью лсrrrrы 3. В ней оцснIсr (Е) эависят от зяаtrов
6;, q, хоторые в д!яноrd сл}rчr€ определяртся 9наха.ми
€aca+r и €i-!ci соотв€тственно. Учитьгаая еще оцснхи (38),
(37), получасrr

(а;с;а1)1 = t

ц



СЛЕДСТВ}lЕ 2. В условttм слеёсmвtя 1 спрввеDluоьь
0qенЁU.,

m;Sп?=
cli |2, eclu cj-t = €d = €d+l ,
С;,11, ССtu -ci_r =€d =cd+l,
B;-r, есаu cj_r = €d = -Ed+t,

j = 0,. .., JV.

(39)

Обозначиrд frb; = m;llбз+tlzl, йd+r = m;+tllбi+tl{ и бУ-
дем ра.ссматривать их Баfi неБоторые перемевные. Пусть
й9, й!+, - их значения для эрмитова интерполяIцдонно-
го сплайна, отЕосительно Боторого в [1] вывед€но условие
монотонности. Сформулируем еrкl в виде леммн.

ЛЕММА 6, Даl tпоео, чmобьl зсахо обобtцсххоао uхmерпо-
,trчuонl{о?о орлumовв спrсdlхс бьшо лохопонrtЁtл rс [л6rс;..1t,
хеобзоduцо ч lосrпаmочl*о, чmобrз о пrосr,осfпч (йirfo+r) mоч-
rc Е (й!rй9+r) € G;,, аl.с G; - сшпуrrг облвсmt, оараr{ччЕil-
xair опрсаfrалч occil rcоорduнвrп 0Д u 0В, прччец i (0r9!(1))t 

^B
(-Фi(0),0), ч rрчаоrItб (рuс.ý),

fii+l

л

п9+,

0 m!в
Рпс. 5

7ft;

'{'.

It

\*-r
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Диtl Q;(r) > 0 (Q;(r) оtроdеlвхо в (16)), по Г; прсiсmс-
в trcmcr пор ацamрrrчrсruлu ypaEBrxurлtr

йi=1-{[{!(о)+tlp!'(r)+Ф!'(т)}Qi'(r), l,,,
я,i+, = 1 :'1i4'(,"1]iiiir'1-lil!,i;iЁt;). i (40)

Ecltl llt Briornopc.з t е [tr, trl с [0,1l 9"(t) - Фi'(0 = 0, u
аlачum, Q;(t) = 0t mо П ссm. npltý

(аi(l)йi - ФКO)йц+l + 9i'(1)Фi'(0) = 0, (аOс)

лроэоOп4вl чсреа mочхч Д u В.
Приrrеры областеfi жонотонности приведены в [2I.
Суrrrrируя следствия 1, 2 и леrrrrу 6, охончателъно

получаlх слсд}rюцJrю Tcoperry.
ТВОРЕМА L. Длt mово, чmобrr оf,обt4схrrсfi ихmарпоrл-

quorrrrll сплв х пассса С2 с умв ссmrч А ьлеl мачсжв fц
acicxxrrc зraбrо, ч бcrr лояоmоххrrt хв оmрсsЕв, llr. воmорлв
€d = ci+r = аi8пбi+I/rl lосmвrпочпо, чmобtt прlлоувоtlхчrч ft с
аарrлчхвлч (0,0), (йl,0), (0, йio+r ), (й9, й9+, ) прuхаlлс*слч
обавслrьtt G;, ottpclclcxxblл о lеуцс 5.

В случае монотоннотlо звена сплаfiна теореха l сво-
Jq,rT 9адечу к эрrrитовой ивтерполяIцaи при 9адаЕt н}
П9, а3+r. Дrrя нее условия леraмц 5 являютея необхо-
.щ,!rд]ыми и достаточныци. Для исходtrой 9&дачи лsлран-
асевой интерполяtg/tи условия Teopetarrl только доста,точ-
яь1, яо не яеобходиrrы, ибо TrrtoB хrрaлтер условrrfi след-
ствий 1и 2.

4. Согласно теорехе 1 во9Еикает ,Ее сит!rцл,tи в эави-
СИМОСТИ ОТ ВЫПОлНеНИЯ УСЛОВИЯ ci = €i+t = si8дбi+l/з. Если
оЕо не выполняеl,чяr то при даIrном i выбороr,r свобоlЕrr,rх
пар!метров сплайна достаточно !rдовдетворить услсвия
следствия 1. Если выполняется, то требуется TllеЁe удов-
летворить условия следствия 2 и ле}arrы 5. Этоrrу воп-
росу посвяIцается данный пувкт.

Начнеlr с аяалиrа условиfi, входяtt$,лх в слсдствис l,
дополняя их исследозавиеrr условиfi лем}aьi 5.
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В случае грsничных условий тиЕа 1 bi = G = 0, i = O,IY
и вер!лвенегва (38) своддтся к очеви,щ{ым d{ 2 0, dл, > 0.

Трявиальяы и (34), сводячцлеся х (36). Для;rсловий ти-
па Ц Do ) 0, ёр ) 0 и t{ерr,венегва (3Е) нетрививлькы. В
лвльrrейrдех, чтобн не з!лроDaоrllдоlъ иэло;сния, будеч
пре.qlол!лlть, чтФ иl.еют уесто граничlIIiе условия ти-
пп l или стrлайн перио.qrческий.

После подстlrrовlо в (3S) i пs (2О) получаеrr

Б;КttёiLi:0, i = 1}...,.lV- l, (4l)

где
К. = p:(1)ciri+l/z - (gici+l )+R,

Д = -фj_r(O)а;6i-rlз - (а;_1с; ).'ьCd.

Подстадляя в ({1) б5, ф из (30), нахо.в.:rl

р"х:К. liG-rй 20, i=1l,..l/Y-1. (42)
9:(1) - l Фi_l(o)+1

В хэ:хдоfi па.ре Hepl.вeHcTB (3а) и (,lt), или (42), соот_
ветствуюцц.!х ивдехсу i, присlrтствуют произво.щне бь
зовых фунlзцай с индевсадм i- 1,i, т.е. иr.ееrii систеxу
2(N - t) яелияейяых нерrденсгв (в перио,ryлческом случЁэ
2.ПI) относителъно 2JY неизвестных па,рilaетров сплr.йяв.
Всли удастся yвa:}rтb способ выполнения п8р нера.веяегв,
то тler, с8ддых будет реtцен воЕрос о сущ€сгвова.ttии реIче-
ния с}!егемн.

Аяалпэ llоэltllо прово.Ф,!тьr перебирs-я па.ры нерOденств
дибо в поря,цýе во9рlстrfiяя индеýсов либо в поря.ще их
убывания. Приниrrэем первое, Тогда, кr:tа.лось бы, (З4)
есть линеfiное нер!.венство относитедьно xi, r при выбрs.н-
ном 15 (42) есть тоасе линеЙное нер!,венство относ!fгельно
9!(r). Но дело в Tolrr что получа.ецце таrФrх обра,sоt огрs.
вич€ния могут противоречить исхо,lтtым ограяич€нияш
xj > 3/2, 9К1) :3, а при бi-172 и бj+l/2 рцrнýх зн8хов таJ.-
,кс р!.венствiд{ (32). Поэтоrrу в общсrr случае ltриходит-
ся рlссха.триввть все нерlвенства и рa.венства совмсстяо.
По найденньтм х; п p!(t) для конкретных базовых Функrрrй
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taorкHo будет Еайти парадdетрц фунrqц,tи ф6(t), в частности,
-ф:(0).

PaccrroTprax тиrмчнне ситуацtrи, придерrкивsясь при-
нятоfi в п.1 их клвссифихаIдаи.

1) с; = а;41 = аigП6;.9112, И 9НаЧИТ, 6;6;.ь172 = |dla171|. KBrc

условились} sвено стrлайна 5деь строится Ka.rc lroнoтoн_
ное. Рассrrотриra д9а. случая.

а) ПУсть aign6;-112 = !Цn6.+l/2. Кав в [2t, будеrr выпол_
ня,гъ (41), полалая К; 2 0, й 2 0, т.е.

9!(1)}(е;с;+l)+&/lfi+rл|, } (n,)
-Фi_l(o) 2 (а;-,е;)+сillбi-llзl. J

Нерввенство (3,t) перехо.шлт в неравенство

(х; - (i-lXlбi-rlrl - lri+rrzl) 2 0.

Оно было получсяо в [2] при и9!гчснии монотснной
иятерполяlýlи. Очевидrrоl

yi ) 3|2, если |6;-112| = 16;+rlzl, (44)

Xi f (,_r, если |6;-172| ) lбi+r/zl, (ааа)

х; < G-r, если |6;-11з| < 16;+rlзl, (44б)

Исхо,4rые огрtяичеяия, & таr9к€ (43), (44), (44а.) суть
оценхи сниsу Hr пар!хетры сплr.fiна и их выполнение нg
пFедстs.вляет трудь Иное дело - неравенство (44б). Вго
lrorýto рпсс}rатривать l{arr оцснку свсрху HL парамэтры
фуяtФr.rи Фi(t), в частrrости, нч -фi(0). Если TB.KoT,cr рода,
оцснхl бнла подучена на пре.дЁдд!пцем Iцаr\е, то она цоrtел
ока:}а,ться несовrrестной с ({3), а садdа оценка (44б) мо;rет
окцtатьсп вссовlдсстной с оцснкоfi сниsу для -фj(О) на
последt юtцем lцагt. Поло:lсение спас!,€т то| что для вссх
p!(t) ихеют rrecтo тольr{о оценхи сни5r, Поэтоrr5r всслда
rrorкHo увеличить c-r, не хеняя в ее формуле ?d-r! что
поэволяет увеличить хб до необходрrrrого зн!.чения.
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б) Пусть фп6;-rlr = вigп(-6;+r/z) и вr*поляяется (32).

Из ({2), (3{) получrяrr

лIiК + }G-r[; 2 0, (46)

riX;(|6.-r7r; - lбi+r/zl)+

+(-, ((t+ri)lar-,1rl +и16;+17zl) 20 (аба).

В (15) й S 0, и знвчитt долrкно бrдть fi; f 0. Если
lбr-rlzl 2 |6;а172|, то (,tба) выполяяется при любоrд xi >

> З/2. Тогда зн&чения lr!(1) и xd вr,rбираются Tar<, чтобы
выполнядись Ki 2 0 и (а5),

Если |6;-172| < lбi+r/rl, то для совL{.стности (45) и ('tбв)
доласно быть

:}iй
Ki

нх. ,
Li-r
(r 1 t1)|66-172| + H|6;al7rl (46)

lбi+r/zl - lбi-rдl

Отсюда нr.хо.4,!м

9!111= -1i_,1o12 fu,

где

Or; = )i(lбi+r/zl - lбi-rlal)(cc-r c;)+Cl *
+ ((1 +rj)lбj-l;rl+иlf,+,7rl) (aigi+r)+Bi,

r.,i = l;lбi-r/z12 1 |6;-172||66ql7:| 4 л|6;+r/з12.

При amrr выполнястся J(; 2 0. 3нпчеяие xi н ко,4,!т-
ся согласно (а6). При oтoli по-пр€r(Ееrду следует иDlеть
ввиду возraо:хность увеличения (;-1.

А теперь об условиях леra}dц 5. Ояи требуют попадь
ння пряrдоуюльника ft в выгrухлую область G; плосхости
(fti, 

'tt+l 
).
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Укаэкец тадсие ситуаIд,!и, из повторения которых
строится xоtlотонная интерполяIцrяt рассrrотревная в [2t.

Если с;-1 = аa = bd+l = ei+2 и Bign6;-112 = sigпбd+l/2 =

= фп6;+з/r, то согласr{о (37) а = +, Cl*, = $. Иэ

(30) яахо,цим -9 = +, -l*, = } Неравснства (4t)

ддя индеЕсов i, i 1 1 rroacro выподнять в виде (43), т.е.

eltrl z ;$-т, -ф:(0) > J_ Эrrп фор.уrо, об""rr"_.lo;+|l2l 
'Eloa+|lzlчива.ют попад!яие в Gi, по краЙнеЙ мере| трех верцIин

пря}.оугольнико fi. В [2l прсдпожсны способы выбора
9'(1), -rl!(0) " 

соотвстствии с укаIrш{ннми вGр!вснстЕ!.
ми, обеспечива.юцU,rе попа.дание в Gi я четвертой верlчи.
ны Е(й!, йР+l ).

Для ддlугих случаев хонотонности эвена спла.itна. rlы
ограничив&ехся рехохендв.rцrей универс&пьнот\о приеri&,
а. ихенно: доб!.вять х выполняе}aым неравенствадrи ещ€
.ща; gi(t) 2 2й!+l, -ф:(0) > 2йl. 9то обеспечивает
попадшrие ff в треугольник ОАВ (рис.5).

Для схем, где яа [с;, a;l1t происход8т перФ{ены знаr(&
ý!(о), выполнения условий леr.хы б не требуется и досте-
точно выполнения условий следствия 1, Это
схеrrrд 2-,l,

2) с. = а;...1, а; = вiЕп(-6i+r/з) или 6;а172 = 0. В атом
случае на отрезве [з;,а;.91! иrdеется,Фа локs.льных акстр€-
rryxB спла.fiна. Несrrотря нs. таiiую особенность, аяа,ли_
тич€ски он сиlrметричен случаю цовотонности "6". Это
есть следствие того, что с; = фп6;-172. Из (42), (3+) снова
получас!, (4б), где Кa S 0 и, следоватслъноt й l0, и не-

равенство
);G-r(lбi+rlзl - lбl-rr"l)+

+х; ((1 +и)lбi+r7,1 +rrlбt-,1зl) 2 0. (47)

Если |d;a111| 2 lбi_r/rl, то 9то Hepr.вeнcтBo выполняется
при любох xi>3l2, 3начсния -й-l(O) и х; выбироются
таlt, чтобн вцполнялись й } 0 и (а5),
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Если |6i+rlz| ( lбi-l/zl, то дпя сов}дестности (45) и (+7)

дол:rсrrо бы,гь

цKi - \i(;-t -
lli xd

(48)

Отсюда нr.хо.Фrм р!(1) = -Фj_l(o) = }, .о"

О2; = р;(|6;-172| - |6;1172 |)(с;е;11)аа; +

+ ((r + н)16;+17з| + }5Р;-,711) (c;-rc;)+C;,
При eTorr вrJrrолняется Ia } 0. 3начение Ii наход}lтся

согласво ({6).
3) с; = -g;*r. При любох 6;1112 9то случай о,щrоrrо

аt{стр€rп!пaа сплайна нD отре9пе [ai,ci+ll. Воýrrо]кны три
подслучая.

а) с; = эigп6;.t l7з = Bign6;_17z. Неравеяствв (34),(+1)
выполняются так ]fiе, каr( и в случ!д 1а гци (cic;.11)a = Q.

б) с; = riglf5*rrz = aign(-6;-rlr). Нсравенства. (31), (42)
внполняк)тся, Klx в случа.с 16.

в) с; = oip(-f,*rlz) = вigп6;-r7з. Неравснствt, (34) и (42)
внполняются по схец€ случая 2.

t) 6;-rlз=0, i=i,..,,i+и, уа1. Прид!.в!л вели-
чина.ч ф чередуюцц4еся знiхи, прихо.в|ra к схеце с чере-
довшlиех экстреrдухов спла.йна на отреэкех [э;,е;аlt. При
ато}r в форr.улах (ЗЕ) (с;, a;ar )1 = 0 и они вьlполняются с
очеви.qlостью.

5. В заrслю.rение параr.ра.фа остаJaовимся на. внводLх
изложенноfi l,eории применительно к rуf,ччссrчr опlс хал
с базовыхи функrц,rяхи (17), которые не содер;сат свобод.
ных парs.r.етров. 3десъ алемевтн _(25)_хатриrцr l clrTb
бi = лi, 4=l;, бi=2, авектора d-*=4 и в (S) нет
яеобходрrrдости эЕ.liеяять Ь1,, с; пх оцснкад.и (2Е). Форму-
лы (6) исrrольэtrlются в вrде:

d } (a5-1a1)1l; ffi + i.,",*,;*u цЦ, (19)

(1 + л)lбi+llzl + )i|6i-rr:|
lбi-rlzl - lбi+llzl
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i=Or.,.,]Yt
где в определителях стоят bi = -pi, ci = -lj, Bi =2| u
толъко { зшrенены на d!. Посхольху в Dтих неравеяствах
свобо.Фrых порсдaетров нет, т,о они тrредстrвляют собоЙ
ограяиченDlя н& иcxo,ФltJe дLнные, при вIJполнении ко-
11орнх суцlествуст нсотряцlтсльнос решенис систсшы (i ),
поро;trдсяной систсхоfi (24).

Согллсно (29а) в даrтяох случас xj .- (, = 2. Поатому
огршичевия другэfi груrrпы (3{) сводятся к di - а5{ }
} 0, j - lr,,.,JY - 1t и, очсви,Ф{о, выполняк}тся. В про-
верхе бу.щrт нlrrýдtться толыtо неравеяствв (3{ll), воэви-
кDющIitс в слJrч!, гршtичннх условий типа IL

Граrrица Г; (,t0) области lдоноFонности G; в плоско_
сти (Й;rЙ;+r) (рис.5) есть дугr вллипса с центроu в точке
0(2,2), проходдщего через точки А(0,3), F(3,З), В(3,0) и кь
сающегося оёей xoop;prHa.T в точхаJ( Аи В [1,2]. В область
G; квцдрат со стороной, равяой 3, Поато-
Lly, чтобы в соответствии с леrrчой П Е(й|,,T}P+l ) G
€ Сa| долrкно быть

гдс всличияы mf, 
'niО+, 

оЕрсделяются ш (8) форr.улад.и
типа

*p=#s.,
аР+, = ffi sз,

$, ".rr" 
c.-r = Ei = a.+r,

ffi, ."n'n -С.-! -'i =aj+t,

(50)

ц'=

l если ai-r = Cj = -cd+t,

Мы дохаэвли
СЛЕДСТВИЕ 3. )Iar- поао, чmобtr вхmсрпоlлr4чоххшЁ rу-

бuчссmлd сплвdх зlвсеа Cz uлel ахочсхчг ft gвlаххььв ахвпое
ч бtlt лохоmошхtal. ,|с чramарrс4в, lll зопорв aj = ai+t =
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= вkлбi+r/зl lовпаtпочно, чmобш оlrпоrшлlцrD ({9), о аr,
учсGmjое {оr.оmоrar{осmu mс;асс и (б0).

ý,t. Интерполяtцля с перемена!aи на.правлен!|я
выпуклостя

l. Испольэусrr представл€ни€ звена сплаfiна на [л;, эi11l
в виде линсйвой коrrбинацпи базовых фунlпддй и полино-
rroB второй стспсни [3!:

ýo(a)=fi*,1a1(1 -0+ П?[Фd(t)й + *T(t)й+ll, (ý1)

где
ц = Sf,(a;),

Ф:;=nr[rr(r)-Pt -о.[Ф(0-(1 -t)2I +Uir(l -r),
9л=-Фа;(t)-|к'-о.

Здеъ ч;, qt 0a - t{онстаятн. С KoHcTarrTofi ц свяsшrа
констаятl ц соо:rношением

l
ч*ч5 =-7, i=0,...,,lV-1. (52)

Еонстщrты &i & вырlrrьются чере9 ц, td форraулшaи

q = [1 +чФ!'(0)IА!l, й = [t +ч;я!'(1)tА!l,

где по пр€,l$Iолоrкевию

аэr = }яi{r)Ф!'(о) - 9!'(1) - Фr(0) > 0. (rз)

Вследствие (62) 4, q свяэ8Ilы соотяоцtением:

qgi(l)+оrФ!'(о)=-1, i=0,...,jY-1, (6+)

Представление (бI) обеспечиваст яепрерыввость вто-
рой проиsво.цrоfi сплайна. в узлiх сстки А. Непреръrв-
ность первой проиsво.цrоfi обеспечиваэтся вцполнени€lд
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условиfi ý!(ci - 0) = ý}(al + 0), Это даэт систеrду уравне-
ниfi [3l:

лм =d, (бб)

.д" *"триrIЕ j ицсег тrtсую хе c'pyx'yp)r, что и хвтрвцо
а в (1). Ее aлехенты и 9лехентн вектор} d следуюrrд,rrе.

Введем обоSяачёния

a5=[9|(l)-2lA;l, д =-.[Ф!(0)+2Iц', } (s6)
рб =с;фf(0)- l, oi=P.qlQ)- 

', J

Согласво (1аа)-(1аб) я (63) а; > 0, Д > 0.

в атих обоsначениях

б5_r;P;+1ct;l,
4=H[o;-r+(prr);-rl
_l:'-ci=r-ta-q|
ф=6?,

i= 1,...,.lY - l.

где 6| = (65alp - 6;-tp)l(b-l + n;) - вторýе ра:rделеннне
раsности.

3нвчения велиqин бо, бо, do u ёу, б1, dN зrвисят от
вида граJ{ичных условий. В [3] они получены для условия

(67)

(58)

тrапа L
66 =Р9l(сч)з,
С0 - ьо,

l
а

ф=€ 6rп - ll=--Б-,

и типа Ц:

бл = oн-r + (р'с)л-r,
_1СNЕ;-Сл,

а,=iъ=ry
-ц=Zн=Ll2,
, iy=Pin=lll|2,

Ь=ёл=0,
ь = в= t!t2 }
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В rтсриодцчесюrr сдуча€ число уравяений ЛI и все их
коаффиrrrrентr,l сганд&ртного видr (57).

Предgrолrгаэтся, что i; } 0, 4 2 0, j = 0r...rЦ Тогда
условия ,4,!sлональногэ преобладаrrия rrатрицы rl суть

, бi*й < !, ;=o,..,,lv. (Б9)

, * (57) sа.чеrrим цr ц на Q, 0;. Полу-

где обозначсно

49;1 = }rl(r) - 9!(1) + l, GtФdI = iФlto) + Ф!(0) + 1.

2. В [3l цасс,rrотренr выпуБJIs.я интерполяtц,tя, хоторой
о_твечЕют 4 

' 
О (4 < 0), i = 0r_...,JY, Если допусtсrть

,1 = бi = 0, то долэrсrrо быть rlf,;-1 = й = М;11 = 01

что не гараJIтирlrется теорией неотриц!тельных реrrrеrrий
системы (55). Тахой случа.й rrоаtво рrссtaатрив&ть лиIдь
хах приrrер Tof\o, когда на [а5, q.,11t происходят пeperaeнtJ
знаха Sf,(c).

Подобно соглшценrrю в ý, будеrr принихrть сa _
= зigпй; = Bignd. По срlввснrаю 

" ""туrrцпifi 
в ý3, эдесъ 4

i;) 1

/t

бjВ Br.rp ч;сениях
сf.Ег:l

Атоiц + 1 = trp!'(l), Алр;а; +l = e+rgi'(o),

j=1|..,,Jv-2. (60)

где 6; = Б;/};, ф+r = 4+r/д+l.
Ta.rg{e:lФ нерЁвенства raorgo полуtIить для иtlдексов

i = 0iJV- l в слlrчrэ гр!.ничнrлt условrtй п,п!. l В слу-
чае условиfi типа П r*bT добавляеrr ях для едднообрrзия,
вводя фиЁтивнlяе Бg, arr, которце xortнo использов8ть во
всех хонстрJrкц}tяt, Kpoue уравнениfi (б5).

Если р; =,i = 0t то р!вснgгвл (80) не эrвисят от qrrd.
Если р; f 0, сд f 0, то ясхлючая Q, 0; иэ (б+), (00), получrсrr
F],

ЛIеJСIФ,!-1+Аt(tiрi*4аlс;)=Q, (6l)

i€{0,...,л-1},

55



не за.висит от п8рsJaетров бц]овых qто упроIца€т
дело. Если 4 = 0, то внбор эн!fir. остt€тся в ра.споря_
,rввниli исследовотеля.

Иэ (61), пршflо.Oя во вних&ние, что Qi(t) + gi(t) = 1,
получшra

#(")=Й+(й+, -Й)9х(t), (62)

где согла,сно (62)-(14)

t'j;(t) = -це!,(0 - оrtФi(o) - Фj'(t)l. (63)

причсх 9'd(0) = 0, g'd(r) 
= 1.

Из-эа нали.rия у 9л(*), rtpor.c пар!.rdстров баsовых
фунrсц,:fi, талlttс дополЙительных пар!лмGтров ф, 0;, свя-
sанных ра.венегваlrи (54), воsraоrrны кl.чествсяно ра:]лич-
ныс рсалиsццrи фунrпцти iР'1i(0, 

" 
sнDчит, и ýS(o) (0Z).

П;rcTr, внполвяются условия (15), прячех 9!'(t), Ф!"(0
нс р!вЕц нулю olцtoвPcrrcнHo на цGпоI поllЕýтсрвале
ftr, trt С [0rЦ, Тогдл, acru Q, 06 oixoao artcrc (иинус соглас_
но (6а)), по Sf,(a) хс r,оar'оm кzеmr. хв [д;, "i+r] 

боlсо olHoao
хg;л (точка перегиба. грфласа фунIсdt{и ý6(а)). Действи_
тельяоr в в!гоx случrэ ei(t) и Фi(0) - Фi(t) суть хонотонно
воSрастаюцие фуякц.rи, причеra в окрествости любоr9 t,
по кра.йнеfi хере, о.щlа из них gгрого rroHoToHHa. Всrrед-
ствиti DToI\o фунrсцая V}(t) тоасе строг9 ховотояво возра.
ста€т от 0 до t. Отсюда фунtсlия ýff(л) являегс.я строго
монотонноЙ на [а;, a;at], и5хеняе,эся от М; до М;а1 и не
мо]rпвт ихеть здесь более о,щ{ого нуля.

.Ecru Q, 0; рапýса ,хвrое, то что-либо rттрrори схs,:}r.ть
о функrg.tи tl(t) нельsя. O,rgrBKo, если добrвить, что су-

чGсfье!аm gfИ(t) 2 0, фiУ(t) : 0, riаrc нЕIIриrrер в случs€
б!.эовtJх Фуtпtlрtй (23) раlлlоншьннх еплlfiнов, то суIце-
егвует зн!лопостоянная фунIsдrrя *&"(t), " 9ночит,
I&(t) - выпухлвя фующt{я. В BTorr случtэ oн!.r 8 9II&чит,
и ýfl(c) хс :rоrуп urеm. нс ur.mrroвl, боасс loyz Hylefl,

Если при вt{поднснии (lб) g!"(0 - Ф!'(r) _ 0 н! под-
интервалс [t1, t1], (это }rоrкет быть в случ!ях бцзовыl
функцtй (1S), (10)), то !!(t) и ý$(э) на нем - коЕег!.нтн,
приче!a Bosrror(Ho ýf,(з) .- 0, и таrсой Dлехент uoaccT бнть
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ч&стью звевЕ, етofi функц,rи, в тоц чясле в случае ее
ldонотонllости иди вiыпухлости.

Если 1rсловня (lБ) нс выполняютсяl тo кJI
фунlqцrfi Sff,(o) не нв чеlп ocHoBr,IBQ.Tb.

_ Рассхотрих BoэxofiHt tc ситуr.цrrи со !наtс!дiи всличин
di.

l) с5 = с;r!.1. 3вено сплайна булем строить выпукдьпa,
отдr.вsя предtrtоrrтение вrриrят!л с чонотонной фунlсqrей
sЁ(").

2) cj = -.i+l. На отреэко [ri, дi+rl происао.Фtт перехеtrr.
ншIр!вления выпуклоем, Gновr будеr. ста.р r.ться исполь
sовать схеуы с хонотоннцuи фунхtцrяхи ýff(cl и зна'чит,
о,rgrой переменной натцlавления выпуклостя. Д8rlе, если
твхrя фунхl+ля нехонотонн8я, но выпуклsяl то, все равно,
у вее Boзldoriнl т9льRо о,Фtа переменD gнal(8.

3) 6;1 в 9, j - j,,..,i + у, у ) 0, Тогдв всличияа,rr d]
СЛеДУ€Т ПРИДЕЭ!ТЬ ЧеРС.ФrЮЦЦДеСЯ 3НаlСИ, Т.е, Cd-l =
оз -Gi =. - (-l)"+lej+|,. Еслн гри этоr. cj+t - -Gi+у+l, то
н! Баrхдоь{ и9 отрс9хов [ri, ,;+ll С [гi-1, a;aq,11l фунtсрtя
ýf,(э) иrrсет по о,qrой перех.н€ знц(r, xart в сллаэ 2, Если
ai+y = cd+y+r, то, xarc в ý3, rro:KHo рекоraендовать но отре9lnе
rrряlrой, соедрrняющеfi у9лы янтерполяtц.lи с нох€ршaи
i - 1r. . ., i + у + 1, ввести еще о.ц.rн новый узел. Тогде cHoBr.
охr-вывЕ€lдся в условиях случ&я 2.

После уста.тtовления 9в8fiов { ух"о*лr* rir,rrдое урsв-
нение систехы (Б6) нr с; и введеи обозньчения по анало-
гии с (27), В реsультате получs€тся сястеur тип& (l), лля
котороfi выполняются условия (Z) и (+). Пря aTorr усло-
вия Якобп (2) строrие для индексов i = lr...,ff-2. Они
строгие и для индехсов j = 0lJV - 1 в случае грвt{ичнIJх
условий типа I (форrrулы (6Е)) и нестрогяе для условий
типа П (форхулы (бЕа)).

Условия .Ф,t!лонмьвою прсобладаrтия получDются и,
(69) эамсной D;, 4 на |0i|, |cl, Они вълполняются, ссли
требоввть

й<
pi
4'

j=0,,..,JY. (6{)
1ci)Tl б,. },
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2, Для пришеяения лецr.ы 1 требуется вцполЕять
условия (S). Как п в ý3, попытаэr.ся зr.raеяить отношения
определителеf, более простыми отношенияxя, яе эlвися-
цIихи от свобо,4{ыx' парsдaетров спла.fiна.

Karc и та.ч, б)rдех испольэов!.ть оценrФl 9лехснтов Di! q|
которые в опредедителях в (i) неполо:rзательнн, Иэ (6{)

для ниI спрlведливо

&; > -l;c;, q > -лбi. (65)

Есяи вeперъ в отношения определителей подст!.вить
вхесго D6, q их оценхи (65)и очеви.qтые неравенства ф <
( 44oi, то вывося иэ столбцов определителей ci и сокрь
щая н!,9ти в€личЕны| по лехt е 2 получвсм

|f;|s*ffi=o", ffi<.ffi=.a, (66)

где в опр€делитедях с индехса.rrи'оП по срrввснию с
исходвыlrи опр€делителяrdя осуш€ствдяются 9амены:
сi -+ 1, D; --+ -l;, ci - -Fi. Очеви.qrо, что &, С; -
консчные величины.

HeprBeHcTBb (S) принихают вяд цри б;, 4, 4 и Bt, С;,
определя€мых форtдулtми (bZ) и (00),

4 l4(c;-Ici)+4C; * 4(а;с;11).ъЕ;.Щ, j=0,,.,,JY. (6О

Мн докrsали утверrrqдение, являющееся следсlвиеu
лемrr 1,2.

СЛЕДСТВИЕ 1 . )|лl поэо, чmобьl шсmсuа (1), порохtrае-
лu сuсmсло (ýr), цдсrв нrоmрuqоmrrDt ос pcutexue М )_ 0,

iосmсmочхо, чmоdш ecrno.rxauc. лсрвесхеmев (0Z) ч (6|),
Товlв воцttохснrпlв ссrmора М uuсрrп зарахсс oбycloolex-

,aal, ,r{оiu.
3. О знаках Й 

"о"лпшa*rrч 
сдел8но в п.1. В pacctloт-

рснных талa в8ри8нтох 1-3 нуrкно обеспечить 2't€л8ехос
свойство звена сплаfiна.

ТЕОРЕМА 2. Дас mоп, чпобх rа*lое zeexo спааЕхс бьtlо
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прч scacrar{aa, ,raсзв fr;, Ооыпаrпочхо, чmоdш eшloltlr,lttct (1ý),
(67), {60 ч оiхд чэ iауз зрупп усзоэчdL,

в) p;=a;=g1

6) pi *а, о5{0, (61) u

clltipi(t)-tl S0,
р;[4+rФ!'(0)-ЦS0.

(68)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
а) При условии pi - ,d = 0 раБенства (60) нс яалалаrот

от,раrrичений нl ii, 0a. После.ФIие выбираются прои9воль_
ннlди неполо2китслъньaraи чисдахи, удовлетворяюц{rrrrи
(54).

б) PaBcHc,rBo (6l) являстся следсrвиси (Ба) и (60) при
pj, cd отличных от нуля. 3нлчеяия 8r, ir; из (00) неполо-
?китсльян в силу (6Е).

В обоих спучrях по-пре.ФIдучlеrdу Sfi(z) ссть цонотон-
вая фуrпсцrя, иSraеняюtц!яс8 от Мс до Й+r, я 1tеорехr дФ.
ка.:rадlа.

Ее огршrиченное!ь в тоц, что при d = 0 я (а;-1а;)., = 1,

и/или (с;с611)1 = 1,_вообще говоря, нельэя выrтолнить (67).
Tart, если при dt_rdi+r < 0 н ф = 0 требуется осушествить
переход от о.Фlого напрlвления вып)rклости к д)угоху qе-

ре9 o.щry тючку перегиба., то, Katcofi бы энrк ни присвоить
d;, всегда будет либо (ci-lci)+ = 1, либо (с;а;+,)+ = 1, Воп-
рос сниraа€тсяl если допусхs,ются .Фе точrоа перегиба. В
этоrd случае вво.Фrтся, кrti предлоrаено в вориsяте 3 п.1,
дополнитепьныfi узел. Тогда обеспечиваэтся р!венgгво
нулю (a;-lc;)a. и (с;с;аl )а для всех d; = 0 и тем сr.rrыч (67)
вцполняется.

В общеrд случr€, кsх покцlаяо в [3l на приrrере выпук,
лоfi интерполяtцaи, даrпе при di + 0, услоэия теореrrы не
всегда уда€тся выполнить.

Пусть с;-1 = €a = 9j+l, т.€, на интервr.л€ [rj-t,rd+rl нa"
правление вr,lпуклости не шеняется. Иrссеч (с5-1а;)1 =
= (c;,e;+r)+ = t, 8t-l - *, Сз = dc-rr Et = dt+rt Сi+l -
= ф. 3a.r,reHrдr неравсrlgгва (67) при кrrдехсвх i - 1, i,
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i+l пвра.rrи нсрtвеrrств, предстrаляя ф = l;фlлф. Полу-
чееrr ф-1 2 4Б;-r4, d; 2 444_r, d; 2,(6idi+l, di+r 2'}4+ldi.
Эrтr яораэенства при обозначен плt 1!ri = Т ,оrо.о 

"r"--ciтb в виде:
1rф+rSuiSЙ, j=i-l,i. (69)

Это усиленные нерsвенства из [3l. Отсюда. ясно, что
при любох соотноцtении хецд;l ф, da+l дост&точно иt еть
возuохяость уraечьIцs.ть o.Ery и9 величин Di или q+r в ее
интервале [0,1/4).

Пусть теперь ишеет хесто перемеяа наJIравления
вЫпуклоСТи не [а;rс;11] при si-t = сa = -ci+l
= -cd+z. пря атorд (c;,ai+r)+ = O,(ci_:c;)+ = (а;аl,с;а2)1 =

.. li Ci = di-r, &+l = 4+з, Bi-t =

Ct+z о + *
1 - liA+r

1 - liи+r

d;+l;
1 - };A+r

Тогда для индехсов i-l я i+l получаrм н€стsJlла.рт-
нне нерlв€нства

4иФ S u,j-t S
l(1 + lct;)

-l
(70)

1+
t - ljи+t

1
S u,l;+r S

'{li+l
3десь расшепления нера,венегв (6Q с ивдексr.rrи d, i * 1

проиэво.Ф,!ть было яеобяsательно, TBrt Krtt друсторонних
НеРlВеНСТВ ДЛЯ urd НеТ, ТО Бl, бi+l ПРОИЭВОЛЬНЫ В СВОИХ ИЯ-
т,ервs,л&х. Нв пра.rsтихе их Mortнo принять рlвннхи, на-
приrdср| знtченяяli для кубическ}rх сплr.йнов (сrr.ниаке).
В отлуrчие от (69) в нер!веrrегввх (?0) при t i_r ( 1r

uri+r > 1 воэr.оr(нЕ случ!л9l, когда прихо.Ф.tтся варьиро-
вать оба, пар!J.етр а Бj, Cjar, ja=i-lrj+1.

ИrreHHo на ато направлснъ! исследования при хонкр€т-
ных ба.эовrдх ФунtýIшяr. И та,rr, где но $;1 Q1l яалаль
ются ограничен}rя сни9у или ояи фихсироваrrы, то тех
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сsJдцta огрцtи!rив&ются и r/i. Тrдr, где таЕих ограяиче-
ниЙ нет, нет и огра.ничениfi яа исхо.Фrые даннь!е.

4, Еубччвсruс сп.rсdнш с баэовыrди ф}rвхtц{ями (l7), Для
после.Ф{иr выподняются условия (1П). IIо форrrулаrr (Б6)
нr.ходaтся ai = Bi = ||6, pi =,i = 0, s. по форrrула.rr (67)
0; в ,l;/6, ё; = иl8, cj з 1/3 и| эначDtт, выЕолняются
условия (04), Условия (S) sдесь исполь5уются в вид€:

4 2 (c;-rai)+лl#i+

+{cici+,)+)i|f;{, j=0,...,.lY, (п)

где в определителях вxеего cj стоят 2, вместо 6; и с; -};
И -дi СООТВСТСТВеННО.

Иrrеет rдесто сл€дстви€ теорехы 2, вариаrrта 'в',
СЛЕДСТВИЕ 6, ,!ll mоао, чmо6* BB*loc zвсхо rубччь

croao cttlB Hc бuо ,atпуЁjшra ulu uлсlо _оёху mочrу псрсыiа хв
оmрссзс fs;, ,i+rl прr ас)сххltз ztto;'oв М;, Dоспвmочхо, чtпсбьl
dr.nr4r.rallcD, ус.rоочг (71).

6, Кубччосхьс cмcf,lcll с iопоlвrmсзrхrцlч уаrсrr. Сввчь
л& р&ссlrотриu слла.fiнr,л, пороrхдаэмые баsовыrrи функцrя-
ии (1Е), l,довлетворяющ}rхи (1б). Ддя них по форхJrлr.rа
(63), (Б6) нtхо,4rr.

Ая(1 - p5)2qJ = 6[3- (1 -р;)2 * cil,

6[pr(l+p;)+1-g?lрj=--lйiЕ;Fа-'
+oi=- Ал(r - р;

сtФJ =
з-фl +

Подставляя ати формулы в (61), получаэ}d

р;КФ) + (t - {i)K({i) + lzp,(l - с,)Ф, - {i) = 0, (72)

где к(и) = }- tr +Иlt, - (2 - И)а+l.

далее .Р[9;] = ii_Д*l'it,
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TaIc Karc в дLннош сдуча€ pi S 0, ,; S 0, то условия (6Е)
теореraы 2 своддтся к

(l-pi)'-o8is0, q?-6q+l S0, J=0,,..,ff-l. (73)

СЛЕДСТВИЕ 6. Дll mоео, чmобrl сосхо rубччссэово
епlв хв с |опоlхчrпr..х.иau узrсл ч с басооtшч ýухrqrrллч (1Е)
бrио аrrпуrrшз urлl ц4еlо оЕху mочц псрссuбв ха оltъреrЁе

[э;, o;+rl прч асiснхrш зrсвсз Й5, lосmвпочхо, чrпоf,rr orrno.r-
хr!ьс. ycloau, (67), (61) л llt uxlcrcca i oixc ча m?еs .р!пп
усlовч:

а) Б; } 1/6, 4+l S 1/0, Б; * с+r,

l(Б;,й+r)=}-Б,-Zй+, >О, (?{)

Р(Бс,4+,)-<}-r,+Q+r)З-|а+, So, (?ý)

и =0r $ =l(6;,а+l)/(Б; -a+r); (?6)

б) ai s 1/6, 4+r 2 r/6, Б; # й+r,

g(Б;,4+l) = l(*+r,Б;) > 0 (7ао)

Q(Бi,4+r) = Р(q.,1.1,б5) < 0, (75s)

р; = l(6;,a+r)/(6; - 4a1),g; = 1; (76в)

в) 6; = q*, = 1/6, р; = 0t qj = 1 (rубччссrос аасхо).
ДОКА3АТЕЛЬСТВО сво.ц,rтся х проверБе услоьллll

Teoperdц 2. Из них (15)l (67), (El) выполняются по пре.ItrIо_
лоrtению. Остаются (?Z) и (73). В случас 'в'они вцпол-
няются.

а) Вследствис pj = 0 иs (72) слсдует K(q;) = 0, что
вь!полняется в силу (70). Здесь 0 < ql S 1. Действительно,
левое нсравснство выполняется вследствие (7{), а правое
вследствие (75).

Проверяаrr (?3). Первое и9 нсра,веЕсfв выполяястся с
очеви,Фlостью. Во второе подста.вляех q; из (70). Полу-

чаэм g| - бqа1 = ffi Р(Бi, a+r) J 0 вследствие (?б).
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6) Докаэыв астся цIа.Jtогично.
в) Очевп.щrо.
Нетрудlrо видеть, что следствие в вари!нтах ''а'n и ''б''

оста€тся спра.в€дливыrr при рa = qi = Y;, есля нерrвенствs.
(Ъ), (75а) егрогие. Тогда (72) сво.Ф/tтся х К(Ц) = 0 и I'i
определяется форrдулsхи (76). При этох обеспечиваэтся
0 < Ц < 1. Условпя (73) выполняются si. счст (ZS), (ZSa).

Ихснно для случ!.я рa = qi в [3l получеяы рсзультатыt
подобнrле следствию 6, для спллfiяов с баsовычи фунrr-
щ,rяrди (19) при )tсловияI вцполнеяия (l5) [3, теорехы 3r4]
на пряxсре вtлпухлой интсрполяtц.!и. Это было свлз!дlо
с желаниf.l, получить вариаJfг 'а,' теореuн 2, т.е. имсть
pi = od = 0t Ба.tс 9десь в вари!JIт,е 'в' хубичесrsах сплайнов.

В [3l похазано, что в плоскости (Бir4+r) областh удов-
летворяющrя условяю 'в', - ато точкr 0'(l/6,l/6), r
условияra 'аЯ и "б' удрвлетворяют криволинейные тре-
утэльнихя, сиrrrrетрично р}сполоrпенные относительно
пряrrой Б; = ёi+l. они обраэ}rются дугаr.и па,ра.бол (76)-
(7iа) и отрезкалми rц)ямых. Точха d есть обrцая вершrи-
на треуюльниювl обрi.эусмы)( пересечениём парабол и
пряжнх l(Di,a+r) = 0 и g(ft,qal) = 0. В условиях "а"
,Фе другие верrцинц леrt!.т нв. пряхой ti = 1/4. С пря-
rrой l(6;, Qа1) = 0 она пересеха.ется в точtqс с коордднатоfi
ё;+r = 1/8, а с параболой P(Di, 4+r) = 0 в точхе с Koop/Elнa.
той q+l = (2 - Ф)/1. В условиях '6" двс всрrrrияы лс?к!т
на пряхоfi йаr = 1/4.

Из-зв тогю, что б; и Qa! оt,р&rrичеяы сниSу дугsJaя
па.ра,бол нерsвенства (67) яе хогут быть вr.rполнены при
доста.точнб ма.лых по ср!внеяию с ft,C; величиявх (.
Это, что касается сr(еtд с од{и}, дополнятельныш уSлоrr.

С целью ослабления ограяичений н& б;rёi+r в [3l бц-
ли использоваJlн базовые функrии (19) при откцrе от вы-
полн€ния (16), Теч не xeнeer Фунхtý{я ýfi(r) оствлась мо-
нотонной на интaрвалцlt, а областъ в плоскости (65rQa1)

оЁljtа.лrсь криволинеrfuыц треуюлъникоч, опршtичсяных
параболой

l=
i - Б' - е*, * (бс - q,"1)1 = 9,
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проходдщеfi через точrtу d' (tlsr l/E), и пряrrыхи 6; =
= 1/4, 4+l = 1/4, юторые пара.бола. пересек!€т в точхах
q+l = (3 - 2Ф)/ а п Бi = (S - 2ф)/,[ соответственно. Вилtо,
что облвстtл в вs.риаЕгаI следствия б включвются в дадl-
ную [3, TeoperrB бt. Вследствие ldонотoвЕости ýfi(c) этот
рсэультьт хФкно исподь9овать при тереlдене е€ знака с
o,tцrofi точкоfi перегиба.

Наконец на атох пути бьтла построенl схеха с немоно-
тонноfi фунrчдrrеfi ýff(a) бсs огра.rrичений сниsу на 6;,й+r.
Схеша вполне присrдлема. при ивтерполяцди др!скретнцх
дщных, но нс приго.Фrа для интсрполяIlDlи фуннцrй, если
требуется приблиrrsать ее вторую произво;srую.

Схехы с }iонотонны},rи ýfi(a) при чалых Бi| a+t мохно
расчитывать Еолучить при яспольэовшии бrэовых фунь
rцlй с тремя и болсс дополнительныхи узла.rrи,

yi

о,

sq.

sl
h

0 I pi+1

Рпс. 6

Р ацuохвlьхььс cnccfixrr генерируются бLзовыми фунt<цt{я-
чи (22), удовлетворяюцlичи (rб). Учитыва.я получевные
в ý2 форrrулы, согл&сно (53) иrrееrr

Ard = 20rldl(l +i.)(l +i.) - 1I > 0, (71)
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и ато первое ограничение на Еtрrrrетры йl{j, Границо
области в плосюсти (f;, q-;) есть Бривая четвертого поряд-
кд l с асимrrтrотOд{и й =0, rii = 0 (рис. 6).

При обоэначении HФ;,,ir) = f;q] - 1 по формулаrr (66)
получlltI

рс = -йI(ii,ii;)(i;f. +й + 1)/А{,
а; = -ЗIr@;,i;)fti5й + ft + 1)/Ал.

Двлее подсчитывrэц Л[рdG[Ф;I- t = 
'fФi, 

fi)Фirii + t). В
атом случа€ (01) приничаат вид

н(й,ir)[Ф;Д - ф+r)(iiД - Б;) + zP - Бi4+rl = 0, (7s)

где П = } -6i -q+, и преlт.олц,r€тся, что tri > 0,4+r ) 0.
При .Il(fi,f;) = 0, pi=rd =0. Эта линия - гяперболп i

с асИlrПтотадrи Й = 0, й = 0! целихом леrкццЕя в области
(77), Teoperra 2 ижеет очеви,щlо€

слЕдствиЕ 7. Дlt mоац чmобrr rаrсiос zlexo рвцuо-
,aоraшоro cnroбHo drио alзnyrr}IJ llrll л!дсrо drr oixy mочrу rrc-

ревйа на [э;rс;аlt прч acicнx.rз ooroc Й;, iосmсmочхо, чtъоdш
ашпO.r.r.ttс} (07), (Oil ч oirto чз doyx орупп yclooufl:

с/Еф;, ii) = 0;

6)II(й,ii) { 0, (77), (7Е) u

fl(fl,fi)[26i(1 +й +i?) _ ц : 0,

}IG, й)[2e+r (t + ,й + ,i?) - tI > 0.
(79)

Остщrовиrrся яа. возrrоrсlостях выполнения условиfi
следствия 7. По rlеобrоlg|цости нr.м прядется чаегично
повторить ре9ульта.ты работы [3t к&с8,тельно ра.Iц.tон&ль-
ных сплайнов.

1) При Ё(f;, fl;) = 0 согласяо (00)

2Бс(l + й +f ) = r, 2й+l(r + ii + {!) = t, (s0)

откуда fl - fp, ft = tiР! где

ff=1 1 1 13
Е;-тiP= 2

+ п-т,
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В силу (Е0) гиперболе [ в плоскости (6;, ё;+r) соответ,
ствует аллипс (рис. ?)

4z - Бi4+r = о, (Е1)

располо;rссяныfi сиr.rtетрично отяосительно пряrrой Б; =

= й+rr с центроrr в точке Е_(1/3,1/З), проходдrдай череэ
то,шу о'(1/6, 1/6). Пряrrне 6; = 4+r = 1/,l выделяют из

неrю дугу об с хоординатrдrи концов .(i,\f),
'(Y, i). в плоскости Фi,й) дt гс с0 соответствует

дуга с'0' с коор,Фrп&тами хоЕцов 
" 
(+, €*l,

ь'
y'Б+t y'E-t

2

ci+r

)

ь
0.25

о,

о llб 0.25 й
Рдс.7

Ках виддrо, 9яач€няя бj|а+r огрiничены сниSу числоra
в-G
1-, .rrо не позволяет выполнить (67) при дост&точ-
но ъ{r.лых илк больrлих ro;. При вшпухлой интерполя-
rрrи (форrrулн (60)) ограничения на агу величину суть

а,
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з-JЕ з+J;'
-i- S urt S -i пря переrrене нr.Ерr.вления выпукло-
сти (формулы (70)) они эшисят от л, l;.r.1.

плосюсти
2) H(ii , i.)

(Б,,
> 0. СогласЕо (79) здесь и > i3, ,[. > ir. В
44r) aTorry соответствует внутренняя ча,стъ

алдипса (61), где
If -tiQ+l < 0, (S2)

огрs.ниченнм пряхыt и бi = Ll|, ф+l = 1/4.
Из (78) следует

Ф;1} - e+r)(i;li - 6;) = б;в+r - ?f. (s3)

В плосхостя _(fi;, f;) это гиrrербола , с оси}dlгготадaи

i:=Q+tlЦ, q,=ЬilД, Для значений 
'i,q+t, 

отвечаюцц{r
Dллипсу (Е1), ояа вцроýдsэтся в п8ру пересексюц1}!хся
пряraых с точхоfi пересечения Hl гиперболе f,. Для тo-
чек, удовлетворяючц,lх (Е2), в (83) обr. соlrно]к}rтеля сл€_
в& отличнн от нуля. Тоrла пересечения &сиuптот леrllит
'lвыцте" h. Ветви гиперболы , располо]к€ны в rтepвou и
третьем квадраЕт&х относительно ее асичrrmт.

Они не ихеют обчlих точ€х с гиперболоfi i. Деfi-
ствителъно, в противнох случ!€ сиепеце уравнений (Е3)
и }I(йrij) = 0 долrlсlt иr.еть р€rпеяие. Исключоя и9 ура8-
нений, на.приrrер f5, прихо.ц,rrr к Pr,вeHcTBy

Б;р? - 22}f; + 4+l = 0, (s4)

которое не иrrеет веrцествеrпrых корней.
Для на.rцих целей достетючно рrссхатривать только

первый квqдршrт, где на гиперболе ,

я,>}>ff, ur*rc.
3десь o,4ro иэ значсний, наттриt ер f;, sадrэтся в соответ-
ствии с нерsвеяствахи, а д)угое вычисдяется иэ (Е3) э

qi= fst; - ?l
fili - 4+r

i

I

виде:

в7

(ý)



Эта cxerra не допускs€т уraеньшения эначевиfi 6;,ёi41
по срэвяению с пре.щI,tцrщеfi.

З) IrФl,й) < 0, Соглас,но (79) эдесь й < iЗ, ,fii < 0i.
В плоскости (6;rQa1) атоху соответствует вЕедпIяя ч8сть
аллrtпса (81), где

4 -Бi4+, > 0, (s0)

огр!яиченв!я пряlrнr.и бi =!l1, йаr = 1/4.
Асиптоты гиперболы з пересекаются 'tlиlсе' хривой Ь

Ветви гиперболы a располоrпеян теперь во втOром и че-
твер1,,ом квqдранта.х относитсльно ес асихптот и ка7кдаrI
и, ветвеfi пересекltет кривые i и l. Нас интересуют д}.ги
Ёривой r| ршполоrtсннъ!с t сrriдJr точкпдaи пересечения.

значения pd в точкв пересечения r с }r определяются
корнями ур!внения (Е4):

- бiQ+r (Е7)

где 9яц('-' отвaчает перссечеяию во Bmpoti t(вадранте,
а '+' - в четвсртоra. Для дуги во BTopoD{ хводраrrте f; <

1( yi , qa < : П Я€ПОСРСДСТВеННО ПРОВ€РЯЮТСЯ НеРlВеН-

ств!. 
У;

i;<yi <?.ur,

h.u.c9.*.

f =fr (п-

(Е8)

Форхулъ,l в четвертох квадра.тIте получаются иэ (ЕЕ)
переменой rrecT Б; и Q..1, f; и f;, т.е.

о,.4.}.с?, l
= yi, .; } (8Еr)
cj+r

?.д<ff<vf. J

Обратиrrся теперь к требованию (77).

pyet кривую l гиперболой lt ; iiit = t,

m

Агrпроксими_
3-У5-

1 = --Т-'



касающейся I в точке fc = б; = 'Т' 
и целихоrд леrкь

щей rдеэrqдlr l п h, т.е. условие (77) дJIя ltee въ!полняетс.Е
всюдJr, $роtде точки хасания. Но череs нее, ý&tý и вообще
через точки Й = fi, гипербопа , прохо.Фr!ть не MoIteT.

Точrи в пересечении гипербол в п \ удовлетворяют
уравнению

бeff - lt +т)l}й *7B4t = 0,

ttoтopoe при условии (86) иlдеет .Фа. вец\ественншх корня

+
- 7Бсй+r{

где зЕаБ "-D отвеча€т пересечснию tspиBbEx во втором, а

,|

а|

Выполяяются неравеЕства z| a уr-, Д1t

учитывая (Е8), получаеrд огранlс.Iения

a +rпосле чего,
ai

z|<ýi<у|, 4sa.d. (s9)
Zб

Форrсулы в четвертом квцдрOfiве получаются отеюда пе-
реrаеной rдест Бi и Qllrf; и f;:

,|i

чSа.f, ,ispt<i9. (89в)

Ограrrичетrия (S9) оЕвеч&tот случаю Й } а+r, а (S9B) -
Бi S ф+r. Если Бi = Ei+rl то Mort(Ho использовать любlrю из
}Фух грутrп огра.rrичениЙ. Как и в п.2 даflною пвраграфао
о.ФIо из sвачениЙ f;, f; выбирввтся в соответствии с (89)
или (89а), а Jц)угое наtо.Ф.!теЕ иs (ЕЗ).

В данноЙ сIеме нет ограничениfi снизу на Б;, Q+r иl
таýiим образоrr, вопрос исчерпывается полЕостьtо. Схема
с неlдонотовноfr фунlсдр:ей ýf;(o), полуrченная в [3], окаsьт_
ва€тся излишнеfi.

"*=Ё;(+о-
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