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Пусть в у9лr.:r ceтK}r А : о = r0 < rl < ... ( сл = 0 эадь
ны эввчения фунхrрти 1=/(и), j=Orlr...1jV. Рвrцаоrrадь-
ныrr (интсрполяrцrонныrr) спла.fiнох на:rыв!rтся фунхrцая
ý(r) с С2[с,}}, хоторая при , € [ot,ci+rl, d=Orl,,.,rJV-1,
иllсст вид

s(э) = (t -,)l. + t.f;+l +

- 
" [#б -,] *о tS# -t, -oj, trl

ГЛе t = a=r Ь = s;+r - д;i Ci, D; - числовъле ховФфя-

циентыi C;(t), *(l) € С2[0, 1I - заданные фуЕq4lаи, причеr.

Ci(t) > -t, Фi(0 > -t, t € [0,1t; di(l) = й(0) = 1. (2)

Раlцаональные сплайны видп (1) впервые рассмотре-
ны в работах [1,2|, ках обобщение иsвестной конструкI}rи
Шrrата [3|, котор щ получi€тся иs (l) при

d;(t) =p;(t -0, Фi(r)=q;t,

гдс pj > -1, q; > -1, i=0,1,..,,jY-1!- sа,дr.rrные числа,

(з)
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Очевl,tlцrо, что классичесхиfi кубичесшаfi сплайв клас-
са С2 является частчцl, случr€rд рs.Iц{онального сплайва
(1) при {;(t) = 0, ф;(t) = 

0, j = 0, 1,..., JV - 1. Достаточные
условия с}пцествовr.ния и еlц,!нственности раIр!онеJIъI{ого
сrrлаitнrп удовлетворяюцIеm, поlrиldо условий интерполя-
щ{и ý(з1) = fi, d = 0r 1,.. ., jV, еще .Byrr tcpaдBыr.l условиям,
сфорrrулироваяы в [1, 2r4l в виде огрш{ичеlпаfi на фунхrцли
Cs, t/c. Эти ограt ичения необрсхснительны и поsволяют
вво,щIть в рвссхотрсние р8IIяональные сплаfiнн с сад{ыми
ра:rнообра:rными свойства,uи, выбир ая соответствуюцIим
образоrr функрrи Ci, й, При этом целесообрцrно сохрr,
нять структуру aT*rx фунхrрrй нси9уенной на всех проме-
:к}ткDх [л6, з;..1!, меняя лицtь вIод8цч{е в н!{, числовые
пrрrд.€тры (Ha.r:pr,rrrep, р;, 9d в (3)).

Построение реIрIональноm сплайна сво,Фlтся х вычис-
лению €го хоэффиIц.ентов ci, а, i = 0r lr...rЛl - l, кото-
рые л€гхо выраrФются лябо через нitслонrп - 7r.l- =
= ý'(c;l либо через моченты - lU; = ý"(g;) рвlцдо-
нальноI\о сплаfiна. Пара.rrетры lц илп М;, i = 0, 1,. . ., лI,
Еа';оддтся из трех,Фдsrýн!.льяых' систем уравневиfi [1,2l.

Главныrд преимушествоta рвI+tонrльных стrлаfirrов по
срs,внеяию с кубич€ским спла.fiноrr класса С2 является
возllоr(ность гибкого упраял€ния форuой интерполяIцrон_
нопо стtлайна [1-5l эа счет выбора свобо.Фrых парsдrетров
(на.rrриrrер, pj, {i в (3)). В чвстности, воз}.оr{но решение зь
дач хонотонной и выпуклой t2r1| ,лц изопеометрической
интерполяIцrи [0|, При атох, н&рлд}, с фунIсgдяr.и (3) при
построении ионотояноЙ и выпуклоfi инт€рполяцtrи э [1I

рехомендуется исполь9овать сле,Фrюцрlе вприантн выбо_

ра ФувкIrди Фl(t), Фi(t),

ci(t)=pi(l -Р), Ф;(t)=с;[t-(1 -0"l, c>Oi ({)

C;(t)=p;(t-ф+p?(t-0", Фd(t)={it+riPi (5)

cl(r) = p.t(1 - t), Фi(t) = q;t(t - t), (6)

где Pj > -1r {d ) -l.
Отхетиж, что адlллиs условкй цонотoнной или вы-

гцrклой иrrтерполяL{rrи сушественннrr обраsох опираrтся
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не,Ф{аrэн&льяое преоблqдание в систешаI уравЕениfi от,
носительно в€личин 1пa илп Mi соответственнс. В систе-
м8х для 7ц lg,!алон&дьяое преоблпдаltие всегд& имеет rде-

сто при выподнении условий существовения и еjц,!нствен-
ности рац}tональногэ спла.fiнв. В то эке 9реrrя в сисве-
шax относ!8гельно параýdетров irf5 своfiство,щ,!rrýнr.льно-
тю преобладаrrия требует дополнвтельнцх, боле€ rtестtiих
ограяичений н!. фунхrý{и C;(t), Фi(t). Talc в [+t предFIолsль
ется ф5(t) - Сс(1 - t); в [4 при испольэоваrrии фунrq${fi
(3) считается, что pi_r = q;. Тсм сад{ыlr, по существу, в
два рц]а сокращ!€тсЕ количеегво свобо.Фlых парадrстров
сплайна.

Главной целью двrrной ра.боты является оптималь-
аъгй выбор функцаfi ф;, ф5 с точкrr зрения диsлон&льного
преобладания в системе относительно моrrентэв М; (ý1).
Интересво, что в итопе вти систеllы получаются не толь-
хо с .Ф,!алояальянrr прсобладаrrиеtd, но и более простыrrи
по сравнению с тра,tц,!tц4онвым раIц,lона,льнцм сплйном
(l), (3).

В [Е] для получения .Ф4rлональноrэ преобладвrrия в
систеuе относительно taoшeнToв М; предлал.аэтся под нs.
эв!яием "обобщенныfi кубичесrотй сплайн" услоr(неннaя
конструхtц,lя рвIц/tон&льноm сплаltна (1). При 9тох для
предлоrrcнЕоIэ сплаfiнв выполняется |'условие бала.rrса'
по второй произво.щrоfi, котoрос не вмеет жеста. для ра,
IрtонrльЕtлх сплалйнов с фунхrrrrяrrи (3)-(6). В ý2 настоя-
щеfi работl* поttа:!ыва€тсяl что )rсловир бала.rrса по вто-
рой проиэво.щrой с о.щrовреrrенныr. сохрrяением rц,!!r\о-
нального преоблqдаrrия в системе для моraеrтгов мorýIo
удовлетворитьl rlе внходя за, рrдrки юнструкл.rи (t), пу_
тем спецJиальвою выборв фупсrрlfr фь фi,

Введеrr испопьsуеraые в дальнейrцеrr обозначения и
сформулируех некоторые вспохога,тельные реэультеты.
обоэнвчиrд

д = [2+Фj(0)l[2-d:(l)I - 1,

ц = {6 - бc!(l) - ci'(l) +2tc!(1)r}-',
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ц = {6+6Ф!(0) - фi'(0)+2[фК0)l'}-l,

fi = (u;At)-', g; = (u;А;)-l.

Ковффиrцаентн С; u D; в (1) вырал:хаются через накло-
ны nz; = ý'(с;) и моlrенты Mi = 5"(л;) следуюц$Ir. обраэоrr:

AiCi = i!и + ьщ+l [2 + Фi(0'] - (j:* - l )t3 + ф!(0)L 
} о)&Д =(.f;+r -i)t3-d:(l)I -Ьrъ[z-dj(t)I -i;,ц+,, J '

q = fiJчй+r, D; - hluМ;, i = 0,1,,..,lY - 1. (S)

Кшt обычно, сихвола.liи l[ri, "i+rl 
и f [ri-t,5j| 

'a+rl 
обо-

значим первую и вторую разделенные раlrностя.
всличинlд rrh-. удовлетворяют соотноIirеgиях

);Р;-lm;-l +йmj + дdQ.zц+r =9;r i = 1,2,...,JV- 1, (9)

гдс li =b/(i;-r *fii), л = 1 - )i,

й : )iл-t[2 + Ф!-,(о! + иQr[z - ci(t)I,
9; = lift-r [з+ Ф!-r(о)] l[rj-l,r.l + piQ. [3 - ci(t)]f [ci, эi+rl.

Для тогэ, чтобы получить систечу ураэнениfi отвоси-
тельно величин rц, i = 0l1,...lЛIr необхо,Фrrдо х (9) ло-
бавитъ .Ф!, ура.вЕенпя, вытек&юч$lе из xpaдBttx' условиfi
для сгrлаfiна. В задачrх цонотонной и вьmуклоfi иятер-
поляrд,!и ;lдобяо рессхатривать ttра€вые условия типов I
иП!

I. s'(ur) =rI, Ё = o,ЛIi

П. S"(or)=f, Ё=O,ЛI,

тде il, li - задs.няые велиttины.
В тсрrrинах всличин ,ц краrвые условия типов I, П

имеют соответствснно следуюrrлай вид

(10)

(11)

?}о = 
'J, 

mл -- Jil;
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,00[2 - ca(l)I +'?ч = [з - {[(t)]ltзo,all - iЪQ;lrf,

,2N-l +,вл[2 + Фh_,(0)l =

= /[зд-1, лрt [3 * фi*-,(0)] + iп-rPilr/ii,
Отяосительно Функ$ай {;, ф;, определяюrцrлх конкрет,

нrдfi вид р8IIиональноr9 сплаfiна будем далее, в дополне-
яис х (2), прсдполOгать внполнсни€ след)rtоццrх условий:

d:(1) < 0, Фi(0)>0, rц)0, u;)0, i=0,...,N-1. (14)

Легко видеть, чтo нерчвенства (1,1) обеспечивают лр!а.
гэti.,льное преобла.да.rrие в систеха.х уравясний (9), (12) и
(9), (13), а слелов&тельно суцlествовшие и е.4,!нственность
,tнтерполяrдIаонноrтr раilltонr.льноrэ спла.fiва. с гр!яяtrнtj-
ми !,словиями типов I, П. Зa,rreTTrrr, чтo в приldснении
х функд.tяr. (З)-(6) неравенства (14) тршrсфорrrируются в
условия

pi 2 0r {d 2 0r i = 0,...r.lY - l. (t5)

На садrоrr деле| с точки зрения q,ществов&tlия раIц,!о-
нального сплаfiна, ограничения (1+) rrоэrсrо ослабить, по-
требовr.в выполневия условлtfi С:(1) < 1, Ф:(0) > -1 [2l,
О.цrахо при построении монотонноfi или вцrDlклоfi ин-
терполядttи целесообра.эно предtrIолагать выполнение н€_

равенств (14), оставляюлцлr( достаточяую свобод;r в Br,r-
боре свобо.щrых пiрsд{етров сплrfiна.

Характервыrr свойствох рациGнальноIý сплаfiна (1),
(З) (clr. [Ь]) является соотночtение

,.,}Ё_ý(") = lд(l-ф+lrtr ,€[дr,дr+rl. (16)

Иуенно вто своfiство, в энвчительноfi }rере, гаршlти_
ру€т прияц}lпиальную воэtaоrкность Еостроения цонотон-
ной и выпуклоfi интсрполяrцrи с помощью ршц{онально_
гю сплаfiна, тш( как лиl:сfiноя ивтерполяttt!яt к которой,
согJIасr{о (16), стреrrится сплйн при увеличении пар!.ме-
тров pd, gd, i = 0r..,rЛ - 1l очевиlцIо сохраняст таt(и€
качественные особенности ият€рполируеrrых дrдiнt,rх, хаIG

(13)
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моноmЕяоегь и выпухлость, в тоц tмсле, tсусоqяые мо-
Еотонноегь и выпуrtлоегь (иэоrэоrrетрическsя иrтгерполя-
тцая).

МоrG|о покsзать, что соотношение (16) справедливо
т!.1оке для раJц,!онtльвых стrлаfiнов с функr,цr.вrrи фi, ф;,
опред€л€Еннrrи фориулами (а)-(6),

Моrдентъл М5 раrцаональнога сплайна удовлстворяют
урlвнеяияrr

лч-Iй-r +uiЦ +).цй+l = f[эi-l, а.,,j+Il, (1О

i = 112l...,ЛI- 1r

где {,. = иц-r[2 - di-r(l)I + )iu;[z + Ф!(О)I
Для храэвых условий типов I и П х ниц добавляются

соответственно уравЕеЕия

totz + Фi(о)]Мо + *М, = fr{tt"о,дrI - fJ},

чп-r,if,я-r + чл-t[2 - /]r_,(l)lM,v =

= frrЯ, -l[аш-l,дшIh

Мо= $, Мп = t'i.
Нетру,дrо вид€тьD что систеrды относительно lroцeн-

тoв для рассцотрсннь!L выше сплайнов, вообще юворя,
не обл&дьют,Фаа.пона.льнrrlra преоблвдвrrиеrд, В частности,
для ршддохальнотэ сrтлв.fiнr Шпвтr (1), (3) уравнения (1?)
имеют вид

ltiMi-t t [ л(2+рi-r) -_ЩД)_l .r,-
3*3qi-, +ci_,' [3+3p;-r fPLr' 3+3q; +gij'*"

. liй+r+ffi =2'[si-It,",,+tl (20)

н€юторзm i поло:rg{ть qi-r = Pj = 0, то при
cd > У3 в (20) .qаалональное преоблада:rие

(1Е)

(19)

иr €сли для
pj_I > tr3,
отсутствуат,
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Удр:вительно, но в [3], где введены раIЕlон8льные
сrrлайны видt (1), (З), при прэ.вильяой заlIиси систеxы от-
носительно М5, утверахдвятся, что она ихеет ,Ф{sлоноль-
ное преобладаtrие.

Отсутствие .Ф,!атэна.льного преобл&дания в cиcTelie
для момеrтгов рiцrlоЕального сплаfiна осдоrкня€т рцrра-
бопсу алrэритхов выбора свобо,Фtых паршдстров стtлtfi-
на при постро€нии выпухлой интерполяIц,Iи по внпухлыri
исхо.Фlнм дl,ýныra,

В некоmрнх случаях более удобной окцrываrтся д)у-
гая форr.а зiIмси раIý{онольноrю сплrйнi (1). А иrrсняо,
опрсдслиr. Фуюсrии Ф;(t), Ф(t) формулrли

с,с)_ fi -r, *l(,)_ 
g;:g, -t,

где фунхrц.rи €r(t), T(t) € С.[О,lJ и в соответствии с (2)

€l(t)20, T(t)>0, '€[0,llt &(t)=T;(0)=t. (21)

В этоrr случае выр&rýение для ршцrонLrьrrопо спла.fiна
(1) приобретаат "нераrцаональный' вид

s(r) = (1 - r)J, + й+l + aк;(t) - tI + р,[ц(t) - (t - 0I. (22)

Сплайн тrхоm типа в [3t наsывrется обобщенныч кубиче-
скяrд сплайноrд.

Учить!вая (21), иrrееrr

с!(1) =3-€к1)l Фк0) = -3-т{(0),
c!'(1)=6-ý{K1)-{j'(1)+2H(1)l1, (2з)

Фj'(0) = 0 + 0d(0) - т!'(0) + 2h((0)l'.

Подставив (23) в форrrулы для Ai, ц, ц, f,, Q{, пол)rчr€L,

дr - tt _€j(t)I[t + Tj(0)l - l,
ra = H(l)l-', u. = [l1('(0)I-',

п = {i(l)Ail, QJ = d,(o)AJl.
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Эти вырчrсения поrводяют при конlrретвых функtt ях
{;(0, т (t) cpa.jry 9аIтиса,ть соответствуюццrе уравнения (9),
(12), (13) и (17)-(19) лля яшrлоt{ов 7ц и мошеЕгов й сплв.й-
на (22). Условия (14), обеспечиваюцрtе lg,!алонOльвое
преоблв,дание в систехах для н&ttлонов, а вхесте с TeL{
суцlествовlяие и едtrнствснностъ иllтерподяцl,лонногo
сплаfiна (22), приобретают следуюrrрrfi вид

€к1) > 3, d(0) s -3, cj'(l) > 0, ?:'(0) > 0, (24)

Выбор функrп,lfi (;, zд по формулаrr

с,(,) = Е*, *с) = 
(%0L, (25)

где0sс.(1,0(ДS1, (g)+ = mа.х{0, z}, пороrкдsэт куби,
чесулfi сплаltн с дополнительны}rи узла.ми [1,4!, которыfi,
на.ря.Фr с описrянцtди выIце рвrlrrональнr*ли сплайна.rrи,
тrfirке !aоr!ет Ериченяться для интерполяIрlи с cojap&He-

яиец хонотонностп я выпуклости. Чвстныfi случаJl функ-
щ{й (25) при cj = Fi, i = 0,...,JV- l, р&ссма.тривался в
работах [9,t0t.

Анолоюr, равенствs. (1ý) лля хубических спла.йнов с

дополнительныхи узлrл{и (2?), (26) слуrкит соотноIлени€

"лý_о 
S{") = (1 -t)lr *tlr+rr с ý [сд,эда1l. (26)

Заrrстим, что непосредствеяно из опр€дел€ния фуяк-
щдй €i, ,ii при or Z Рд следует равенство

ý(с) = (t -l)(fi -Dr)+r(fi+l -С*), ,€ lrr +Brlutr. +o}irl,

т. е. на. ука.зено}a отрезке сплlйн является полиноlfоrд
первой степеня.

Уравнения (17) для rдоцентов приrrеяятельно к хуби-
ческоrrу спла.йну с дополнительныraи узлiхи иt еют вид

цР!_rМ:-l + [л(1 - di-l )(2 * c;-l ) + А;Д(3 - Д)]й +

а\(1 - c5)2йlr = бJ[ai-l, э;, s;11l, d=l,...,lV-1. (27)
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В уравнениях (27) лrrатэнальное rrреоблалаяие, вооб-
ще гьворя, отсутствует. На.приrrер, если для некоторого i
и}деех

Д-r = 1, qd = 0r то при ci-r >

ответств!rющем borr ур ввнении
ладания Еет.

О.щrих иа интересных обобщений классическот"о кlrби-
ческого сплайна. С2 является сплаfiн перехенноfi степе-
ни [ttl. Эта хонструкIц4я получается Karc час:,ный случrй
стrлайна (22) при

{i(t) = 1};, rд(t) = (1 - r)ui, fu ) 3, n; | 3. (2Е)

С внчислительной точки зрения целесообраэно в (t8)
рассцетривать только цельле эначения парr.rrетров ft, п11

случай /q = lr; = 3 соответствует кубическоrrу сплайну.
1'адс Ka.rc для сплайна переrrенной степени очевидно вы-
полнение условиfi (24), то в систе}aе уравнениfi относи_
тельно епо наклонов ,ц имеет место .щ4атэнальяое прег
обла.даrrие, что гiрцrтирует существовsJIие и е.Е,!нствея_
taocтb интерполяtд,лоннопо сплайнь llроче того, ато по-
9воляет пол!rчить соотношение

. lim .я(л) = (t - t)i + ti+r, а € [q,э;l1t. (29)
l|ффttrфф

Br.lecTe с Te}d в уразнеtrиях относительЕо моментов
сгrлаfiна переrrеrrноfi степ€rlи

--T-, pi < l- B co-

(27) .щаалонвльяого преоб-

_[***]*-ffi= (з0)й-l
п;-1(п;-1 - 1)

= f [с5-1, э;, з;.,blt, i = 1,2,. .., Л - 1,

вообце гюворя,,Е{!лонаJIьное преобладаrrие отсутgгвует.
Дсйствительно, если, н8.Iтримерr ni-r = &; = 3, то при
&-r > 6, rt; > б в j-orr уравнении (30) ,ддаалюнвльногю
преобладаrrия нет.

Поддодя итог, эадaети!r! что lрlалона.льное преобла.
дsJIие в системах для rrorreнToв рOJц,Iональнцх спла.йнов
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(rrH относиrr атот термин ю Bcet, рассrrотренныи выще
хояструкцияra стrлайнов) теряется при вполне обычных,
далекиI от aЕстремальньiхt зна.чеяяях парахетров сплвй-
н&.

В следуюпц,rх р!,:rдслах стьтьи rrы поЕнтr€цся испра-
вить этот недостl.ток, сохрiltив при атох полоr(Эlтельные
своfiства ра.rц{онельных сплаfiнов, к которцlr относятся:
простот8 конструкцrи, .щrалонr.льное преоблцдrяие в си_
стешах относительно наБлонов, асиl.птотrческие cooтl|o_
шения типа (16), (26), (29).

ý 1. Раlц,rоявльнне сплйны с .Фr[лонiJlьвыr,
преоблцlаниеrr в систsме отtaосительно riotaeнToв

Возьrrех функц.rи C;(t), Ф;(t), опр€деляюцlие кон-
струкrц,!ю ршц{онельноI\о сплайна (1), в виде

ф;(t)=p;(t-t)+,l;(t-4z, фi(t)=qit+в.t2, (з1)

где рa z 0, $ 2 0, и рассмотрим некоторые варианты
выбора коаффиrдиснтов Д, В;.

Тах хадt

di(t) = -р; - 2а;(1 - r), ci'(t) = 2Д,

Ф:(r) = 9i + 2Bir, Ф!'(t) = эд,

то

di(l) = -pi, Фi(0) = с;, с!'(1) = 2д, фi(0) = 2Bl

и следовательно

ц = {6 + бpi + 2Р? - 2A}-l,
u; = {6+69; +2q? -2й|-|.

ОтуетиDa, что при любrлх zl;, Bi raaeeм

Ai = (2 +р.)(2+ gi) - 1.

(з2)

r;7l

(33)



Kporte "клвссического" случвя rl5 = В; = 0 (рациоваль.
нъrй сплайн Шпэта) представляют интерес ещё ,Фв c:ro-
соба, внборв коэФфпц.tентов ai, 8i:

а) д =р?, й=ф (il)
Ь) Д -(3+pi)pl, Д =(3+cj)cj, (36)

при ЕоторыI особеяно простой вид имеют вырчкения
для цl ц и, xlJ( следствиa, упрощаются соответствуюцц,lе
сr4стемы (9), (l7) лля опред€леяия Еа.клояов или rdo}iell-
тов рац}rонального стrлайна. Отшетих, что для фуншцй
(31) с хоэффичиенталrrи (3,t), (3ý) внполненьт условия (l4) и
поатому для обоях вариантов сисвехы относительно на-
ХЛоноВ будзlт ицеть ди!.rtон1льяое преоблцдаrrие, что вле_
чет, в свою очере.IIьl вt tполненис соотноtдения (16),

В случае "aD ишесц
l1ц= 6(l + р.

ц = Б(Еа,

*=9р,о,=щр,
и урпвнеяия (9) относятельно на.tiлонов

l; 1+
-,* [,-

l; l+
A;-r A;-r

-цр]-,+цfl'ц+,=
=r,(r+ ).rt 

,-,,,J +и (, - 3)l[";,д;+,L
pi-t -

A;-r

i=1l2,...,N-1, (з6)

иrдеют болес простоfi вядr чсlд соотв€тствующие соотно.
щения для сплайна Шпата (crr. [S], [5]).

Для rдохентов й иs (17) в случас о) получасх

#,и-, + 
[r 
+;fi; +,..*r] й + 1ýй*, =

= бl[з;-r, ri, ri+l L i=r,,..,jV-1. (37)
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Этя уравяевияr во-первых, значительно проще &HaJJo-
гичнIJх урr.внениfi (30) лля раtц,!она.льного сплtйна
Шrrвта. Во-вторых, и ато сrдaое гл8вяое, при любr,rх
pi : 0, {i } 0r i = O,...,lY - 1, в Еих икеет место
JрlsJхrн&Jlъное преобл&дание.

R случае 'б' Haxo;ptM

16ч;=и=f, R=Qi=Б.
В результате систехl относительно rni иrdеет вид

*-,-,* [
-#lzb+frrrilt =

); + ft-l
Ai-l

Цq_+{,='
Ai-r .fh-r,cJ + SФl["i,",+,I, (Зs)

i-r,...,JY-l.
Особеяно лростой вид в случае 6) иraеет система для

r,roMeHToB М;:

Htli-l + (2 * pip;-r * )iq;) й * }lй+r = 6,f [ci-rr alr зi+rl

j = 1,. ..,lV - 1, (39)

lФтора.я обла,дает ярко выраrкенным .Фlвлона.льяыri пре-
обладаfiиех.

За.rrетиrr, что функции Ci(t), Фi(t), соответствуюцlие
случаю "а", это не что ино€i как !rпоrаян!rтые во введении
функtл.!и (5). В случа.е 'бD имеем

c;(t) = p;(t - ф[t + (ý+pi)(t - t)l, (40)
ф;(t) = c;t[1 +(3+4.)'l.

Для построения выпуклого интерполяц}tонного раlцr-
он&льного спла.fiнв яеоб*одимо, чтобы ФунrЕии C;(t), Фr(t)
удовлетворяли условияrr [4l:

е d dа (1 -0"
1+ Фl(t){ 2 0, t € [0, 1I (41)

dt2 1+ dl(t)
>0, dt2
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Нетру,цrо проверить, что для Функцаfi (б) и (40) ати
нер8венства выполняются.

Ра.ссхотрим теперь фуяк$rи C;(t), Фi(t) следующею
тип&

di(t) = pit(t - t) + tjt2(1 - t)2, 
(42)

Фi(t) = q;t(t - ф +8it2(t - 02,

где pl 20lfi 20. В частноrr случас iб = ffi = 0 иэ ({2)
получа2}д фуЕсIц{и (6).

Tar< как

СК4 = p(t - 2t) + 2i;t(1 - 0(1 - 20,

ф'!(t) = -2р5 +2Дi[1 - бt(l - t)l,

то ф|(t) = -р;, ф|'(1) = -2р; + 2.d.
Аналогично, ф!(0) = с;, ф!'(0) = -2g; * 2В;. Поэтоху

ц = [о+вр;+2р?-zdJ-',
rц = [о 1Bq; + зgJ - z.B.]-l

Задrетиrr тr.хrке, что выраrкение для А5 не эOвисит от
Д;, В; и совпrдаэт с (3{l).

Наряду с упоr.янутым вьцце случа€r. r{6 = Ц = 0, рас_
сtдотриr, ещё нескольхо вариs.нтов выбора коэффициентов
А;, 8; в (r2):

д;=р?, е =qi,
ni := pi(l + pi)! Дt = qi(r + q;)l

Л. =р.(4+р.), ft =q;(,l+gi).

(43)

(14)

(4Б)

Нетрудrо проверить, что при эада.IIии Д, Bi по ФорrсУ-
лшr (4З) систеlIа, относительно мо}aентов соответствую-
щеrю рациональнотэ сплайнr, (1), (42), вообще юворя, не
им€ет,lцдаIтна.льноrэ преобла,дания (ато замечание отно-
сится и к случаю Дj =& = 0).

Более интересныlди ока:rывакrтся способы оЕределе-
яия z{;, В; с поцоцtью форrrул (4,1), (45). Деfiствительно,
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учитцвЕл (4,1), Ha,xo.qarr

1lц=Ф-;Бt ц=6(1+б,
т. е. выраrкения ч, Ud, отвеч&юцие фунrqц.rям

d;(t) - p;t(1 - 0[1 + (1 +li)t(t - t)t,

фi(t) = с;r(1 - 0[l + (1 + 9;)t(l - t)|,
(46)

то2кдествеЕнъл анаJIогичныш выраэхенияrt для фуннц,rfi
(5). Отсюда ясЕо| что системы относительно на.кло-
яов и xoMeHToB рэJц,!онs.льного сплайна. с функr+аяхи (46)
полностью совпlдают с соответствую lихи системахи
(30), (37) для сплаfiна с фунхrr*rями (6). Та.rзаrr обрь
зоr.l у раJддональных сплвйнов (1) с функrrrяr.lи di, Ф;,
определёнными Форм),ладди (6), (46), энDчения сплаfiнов
и их п€рвыI двуr проиэво.Фrь[rс совпадlют в узлах оетЁи
А. Рsзrrичие меrrду фунпцrя}dи (6), (а6) мо;сет быть ис-
пользсваJ{о для доподнительноп) упра.вления поведеняем
сплайна хе?кду узл!,ми сетки.

Аналогична"в ситуаrд,!я и!lсст мссто для рц{ионrльно-
гс; спла.fiнл с фунrсрrями

й(0 = pit(t - 0[1 + (1 +pt)t(l - 0l, (47)
ф;(t)=q;t(l-r[1 +(1 +ql)(l -0L

котoрые соответствуют въlбору коаффяциентов ,t, & в
(42) согласно форrrула.м (+6). А именно, у таrrого сплаJt-
на системIJ для надýлоIlов и r,o}leнToв совIi6!до.ют с со-
оlветствуюцр{ми систеr.а}rи (3Е), (З9) для рsдцдона.льнопс
сплаfiна с функIцяr.rи (40).

Свойство ,4,лаl-юнальногrо преобладания в системЕх от-
носительно лдоментов сплаfiна позволяет, во-.первнх| ор-
гаJ{яэова.ть процедуры построения рr.ц}rонального сrrлай-
на не только чере9 наIrлоны, но и через L{омснты, каfi ато
делается для хубичесюrх сrrла,fiнов класса С2. Во-вторых,

ри построении интерполяlц,!и с сохранениеld вьgпуклости
исхо,ФIнх даняцх предостrвляется полнr.я свобода в вы-
боре пapr.rreTpoв рa, {a раrlиовальноr.о сплайна..
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ý 2. Рвrцrонвльrве спдйвц с бвлвнсом по втoрой
rцlоизво.цrой

Пусть l(c) с С2[с,6!. Тогда 
'[ri-t,a.,r,*r1 

= !.rn(Or),
0i С [з;-rrд;+rl и ур!внения (l7) rrогут бнтr, переtмсаЕы в
вяде

лrц-rЦ-r * rдiй { t;цй+, = ,ll"{ai), (1S)

. i= 1l...r jV- 1.

Вудеч говоритъ, что в (17) иrrеет rrёсто балвнс по вто-
роfi проиsво.цrоfi, если clrxrro ко9ФФиц}tентов при втtрых
проиsво,Ф{ыrt сплв*на в лсвой чвсти (17) рв.вна, хоэффи-
Ipreкгy Ери втrорой rцlоиsво.шrоfi фунхrцаи в правой части
({8), т. е. когда

л [ц-l +ц-t(2- rj-,(l))] +}i [ц + чi(2+фкO)п = ;, (49)

i= 1,. .., JV - 1.

Аналогично ввод,tтся понятие бвлаrrсв по второй про-
изво,ц*ой в уравнениях (lE), отвечаючц,tх Браевъ!rд усло-
в!{яlд типа. I. Достато.rно 9а!aетять, что f[аз,т1l - fi -
= bf"(06), d| с [зg,а1]; ;fi - f[зу_l,сшl * [п-rl"(0iu-l),
dfu_1 е [ал-lrалl. Для храавнх условий тrrпа Ц баланс по
второй произво.щrой очевиден (см. уравнения (l9)),

Вал8нс по второй проиsводrrой выполняется для х5rби-
ческих шла.fiяов хлвсса С2, для которых C;(t) = 

0, /(t) = 
О,

0r-l = {d = |lц п яlrеяно атот фа,кт обеспечrвsдт аппрок-
симаtц,lю второй произво,щrой интзрполируеrrой Фунtqg{и
соответствуючlеfi произво,щrоfi вубичесюго сплайнв. Что
хасrrтся радtt{ова.льных спла.йнов, то ни ддя о/пlоrю иэ
рассrдотреннцх вцше частннх случаэв нетрив!i8.лъноIý
выбора фуlлqrrй y';(t), ф;(t) условие бвлlдlсъ по второй про-
иэво.Фrо* не внполнястся (crr. систеrrн (20), (27)l (30), (3?),
(39)).
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Покэ.эr<ем. trпо путем спецI.Isльноt! выбора футlкций
d;(t), Ф;(t) в (1) rro;*ro построить раt$rональные сплайяы,
обладоюлцrе свойствож 6&л&нса по втtrроfi проиэводrrоfi.

В сахох деде' условия (49) очеви.щrо будут вrлпоrrве-
яц, если при всех i = lr...r.lV - 1 будут спрs.ведливы р8.
венствt.

u;_r *ц_l[2-d!_,(l)l= ;, urtz+ч!(о)+ч = },
для выполненяя которыJa, в свою очере.Фt достаточно,
что5ы кr.rrtдья пар8. веrtичив ц, Ui удовлетворяла систече

iti[2 - c:(r)l +Ui = 1/2,

ц+[2 + {!(o)lu. = 1/2.

Отсюда пслуча2м

1+ Ф!(0)
lд=_r' 2А;

i=0,..,,jv-1. (ý0)

PaBeHcTBtr (i0) предстsвляют собой огра.яичения на
функlцаи d;(t), ф.(t), при выполнении которых рirц4ояаль_
ный сплайн (1) будет с бвла.rrсоrr по вmроfi проиэво,tgrоfi.
Предяоло;оrх, что функrglи C;(t), ф;(t) определены форму-
лшrи (31). Покв:кем, что ко9фФиI1lrеяты .'li, В. в (3t) rro;KHo
выбр&ть так| что ps.вerrcтBa (50) будут выполнены.

Действительно, для Функиfi (31) условия (60) иrrеют
вид

"=*:i, ",=ж, d=0,..,,jY_1. (51)

С дlугой стороны| величины ц, ц определяются фор-
riула.rrи (32). Подставляя (З2) в (6l) и учитнвая, что
Ad = (2 + pd)(2 + q;) - 1, HaJ(o,Ig,rr. иско}rые ковффиlд,rенты
Д,8с:

а, -- |ffФ, +gi +pi{i), а = ffiФ,+с. +pi{i), (52)

d=0, 1,...,л- 1.
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В итоге, рацrrояальный сплайн (1), для которог,о фуяк-
,rr{и Cj(t), й(a) определены Форrdуладiи (3l), (52) удовлетво-
ряет lrсдовию баланса по второй прояэло.qrоfi. Соответ-
ствуюч$l€ ур8ввеЕия (l7) относительно lдохентов сплаfiна,
пркобретвют следуюrrцаfi вид

д(1 +pi-l)
A;-r й-r* 1- л(1 *p;-r) _ rd(l + qd)

Ai-r Ai Mi+

+ЧДй*, = 2f[д;-r,q,ci+ll,

i=1,2,...,rv-1.

(53)

Для полноты излохения приведе}.l еще систе}iу урав-
нений относительно наttлоt{ов рассмотрснною сплаfiна:

fr;-,-, * (,*;} - #) -, + #;-*, =

= ЧPrO,-,,,,1+ffl[c;,ai+rl, (54)

i=1,2,...,]v-i.

Валп.rrс по второfi произво.Фоfi в (n3) очевиден, Itporre
тот!, уравнения (б3) ичеют,tq,!!Jэttалъвое преоблада,вие
rrри любых pi } 0, q; } 0, i = 0r1,...,JY - 1| в чеrд легко
убе,щлться, если зшмсать коаффицаент при М; в виде

1ft{r*п,_,Ц' * cr,-r) + 
*(2+qr)(l 

+и).

Jlяатrонольное преоблвдвние в ней очевидно и вто пс-
зволяет для раrцдовадьноrэ сплайна (1), (31), (S2) вывести
соотяошение (t6). Зааrетrrrr TaJorзe| что для втотýо сплаJtна
справелливн нера.венства (41).

r03



Из условий балавсо (50) Moacrro найти хоаффиIцленты
,{;, Вб в (,l2):

1*р,
1*ci

(55)
дi =рз + Фi+q;+p;q;),

В; = qi * |{fi to, * qi * piqi).

Следоввтельно раIцлональный сплаJtн (1) с функtцая-
чи (42), (65) та.касе будет облвдвть евойствоч балщrсв по
второй произво.щlоfi. При aтotar как нетру.Фrо видеть его
н&týлоны !, taоменты будут удовлетворять систеrдвх урав-
нений (53), (54).

Пусть теперь реrцаональннй сплrйн пхсет uвера.цr,rо-

нальную форму' (22). T огда| в соответствии с (23), до-
ст&точные условия бвлоtlса по второй произво,4lой (50)
приобретают слс.ryюдц,rй вид

," = -'*;*;(О), " = -' u#", i = 0,1t...,Jv- l. (56)

Отсюда, учитцвsя вырDкеняя для ц, Ui, Ad через
фунtiцr{и т;(0, €;(t), прихо.ц,!rlr к соотяошениям

}ci"t,l=eK,l-Ч#,

}т!lФ = -?:(0)+ 
giglt2_€#P,

i=0,1,...,JY-l,

(57)

которые являются дост&точныt и условияци болвнса по
иторой проиэводяоfi для сплаrjiнов вида (22).

Для кубичекого сплайнв с дополнительныr.rи уэлад.и
(функцlzи &0), т0) определеяý Форt.улs,r.и (25)) условия
(57) выполняются т\олью в ч&стном случ&е oi = 0, Д = l,
j 

= 0, l, . . ., jY - 1, кrгдr, атот сплцЙн стаJtсвитqя обьпaным
кубичесltlrм сплайном клвсса С2. Полоlхиrr

{(t) =
(t-oi

(1 - с;)з + Aitz ,?i(,)=7ffцpу,(rs)
d=0,1,...,JY-1.
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Иrдеец

cкl)=*,
iк1)=#-ЕЪ,

T!to)=-fr'
2El.

т,пj'(0) =
6

п
Подставrлв ати вьJра:}кеяия в (б7), находдrr

о,= Т-Р [c?+(r+a;)(r -Д)],

е = ffi; [(1-д)z+сl(2*д)l,

i=0,1,...,ff-1.

1*2oi
г,

1*?с;

(s9)

(60)
1-ci

l5

В реsультате сттлайн с дополя}lт€льныхи уэлс,rrи (но

ухсе не кубический) с функrчrяхи {a(r), ъ(a), определеннЕ-
rrи форr,rулаJrи (58), (59)t будет t{Meтb болаlrс по второй
проиэво,lцrой при всех доrryсти}rых зýаченияI пs.ралетров
cdr Д, т. е. приOSс;<1,0<Д<r, i=0,1,...,ff-r.

Приведех систехы ;rравнсниfi лля наклонов я моtдся-
тов| соответствуючцае спла.fiну (22), (5Е), (59).

)iД-I _. . _ [, л };Д-, , д(t -с;)'| _
ýllfr]7и-t + r + 5:и; + -fi5i1 п +

+
3)il[дi-r, дiI

= -Б:;7;*
i=l,,,.,JY-1;

ffi*-, * 
[, 

- Ёffi - 
ls<;r:Дl] м+

+ -2Fi }f;.11 = 2/[з;-11зilcilr!l (61)

d=1,...,N_1.
дАd
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Очеви,щrо, в системе (60) имеется диалонельное пре.
облада.ние, а. дJtя уравнеяий (6l,) выполняется условие б&-
ланс8. по второfi Ероиэво;цrой. Кроме того, если уч€сть
равеIIство

Ar= 0 - 3Pr *. 3дr fr=0,...,Л-1,
(t - cr )Дr

то легко убед}rться в том, что в уравнениях, (6r) TaK:rce
иlдеет tдесто /ц^ а.f\она.л ь ное преобладание.

Псlстроим теперь раJtиональgыfi сплайн с ба.лансом по
второй производrrrrй путем модифиБаJлаи сплайна пере-
rаенной степени, которыfi зад&ется форrrулоfi (22) и функ-
циями (28). С атоfi целькr полоr(им

c,t'l =;jft;F, n,(t)=

, ,|i

^-;:i

0:-')]:
l +&r2 '

ft )3, п;23. (62)

(63)

1'аrg квдс

1j(1) = h, {(о) = -n;,
{j'(t ) = h(&r - r) - 2z{, Tj'(0) = n;(B; - 1) - zBj,

то из досте.точных условий баланса по второй прсизвод-
ной (57) находJ,trr

.д; = ь_2
2

("; - z)
2

hi
пi-Ё=

Т'а.ким обрьэом, сплайн (22) (pre ра.ционtльный, rIе-
смотря н& 'иераIцаональныfiП вид) с фуIIкциями {r(t;, nrlrr,
9ада.нныlrи Формулами (62), (63) будет иметь баланс по
второй проиsводноfi. Приведем соответствующие атому
спла,йну сис,гемы уравнений (9), (l7) для наfiлонов и мо-
ментов:

в,=
)

)

(

( , i=0,],...,Ш-1,
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#;л-, * 
[, 

* #r * *{;] -, + бft,-*'

= #rP,-,,",I + 1$l[,,,".*,l,
i= 1,...,N- 1;

(64)

л(&-l;з1
Ai-l Ai-r А;

M:-l+ _и(k;-t-2) _)r(rи-?)1 й+

+

Очевидны /ФrаJrон!льнос преоблалоние в уравнсниях
(64) и баланс по второй произво.щrой в (6i). Таrr как
Ai = t;пi - & -,*-, i = 0,1,...,IY - 1, то лсr,rо установить,
r{To уравнения (6ý) с .4,rагонольным прсобльдонисrr.

Подводл итог, sамс,гиlд, что во всех ра,ссмотрснных
н{triи при}.rерах ра.ционвJIьных сплаfiнов с бьлансом по
второй проиэво.rЕtой систеlrы и для яшлонов, и для мо-
ментов имеют .Ф{аrýяальное преоблада,ние. Кроме тою,
обратиra вни}rадfие на довольно простой вид этиrr систем,
llтo, ках нетру.Фrо видеть, JIвляется пряrrцм следствиеrd
условий бrлa.t{сЕ по второfi проиэводrrоfi.

Функrцаи Cat й или {;, 1, i =0,...,N-1, в paccrroTpeH_
ных примерs,J( сплаltнов без бала.rrсв по второfi прсизвод-
ной полностью незЕ.висиlrы друг от друга, и каr(дsя из
них определяется одrtи}t парr.}aетроta. Иначе обстоит де-
ло в случае сплайнов, облвдаюrrцах свойством баланса по
второй проиэво,Фrой, - здесь каJr{дsя паре фуншрrй (ф;, ф;)
или (&, Ti ) определяется дв)мя нез&висимыrdи парsхетра,
ми.

ýfИ*, = 2l[q-r,a;,дi+ll, (65)

i = 1,..., jV - 1.
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