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В.А.СЬрrспелов, Il.А.Туруп

На праrrтихе чосто воsникаст необхо,4lмость 9адан-
яую неявно крив)rю предстrвить в форхе| удобной для
дальнеfiшего яспольэоваrrия. Подобная зqд&ча во9яиха-
ет, яаJтри}dер, у раэработчиков програ.rarlЕоm обеспечеяия
систех т€оraетрического uоделироваttия. Ta.rt, раэличвые
кривце, ,lеrкаJl1ие н& поверхности (плоские сечения, ли_
няи пересечения пoBepxrrocTefil проекryrя KptiBtlx н& п<)-

верхность и т.д.), в общеrr случв'е не представимц в явноx
виде и поэтоlrу заriеняются с зцдв.rrвой точностью неко-
торыra аJrпроксиlд&нтс,}i. В кьчестве аrтпроксимв.rrта обыч-
яо испо JIьэуют Еs.рsметрические слrлаltны рщ)личных сте-
певеЙ. Сре.щ,r них на.иболее афФехтивны линейяые и куби-
ческие сплаfiны} сочетаюцие в себе простот5r числеrrяой
ре&лизаJ$,ли и хорошие аIпIрохсиrrаJдионньле свойства.

Оставляя в сторояе природу кривоfi и способ ее опре-
делеЕия, будеrr пре,lцrолагцть) что суIцествует численная
процедура, позволяюIцая рассчитывать коор,44неты то-
чек хривоfi и касательной к ней в эависихости от ЁаJlого-
либо поралиетра.

Напомним [1lдто хубическrrй параrrетрическиfi сплайн"
оrrределенннй на сетке А: c=Sr ( Sz <.., ( Sr =Dпо энь
чениям r] = r]ý;), d = "1(ý) 

в узлах 9той сетки, t orrcT
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быть предстsвлен в Форце:

7(s) = ,lгl(rl) + r-j+tFr(t) +

+ дsr(rjлз(t) + яi+,р.(t)), (1)

ý е [ft, S;..1], i= 1,2,.",n- 1,

где Рl(в) = (1 - U)'(1 + 2t), Рr(ч) = rr2(3 - 2t), F5(t) =

=u(l-t)2, Fr(rr)=-tz(r-t), "= Ъ:, Аý=ý;аl-ý;.

обознаqиrr r{rlls1 = 
аruЪФr),

||i(r)l|i = l1r(г)|lgs,,s, * 1l - 
"еr"Г.яТ+ r,lrb){s).

Если {Г;,r!}, i = 1,2r...,rrr ._ эн&чения, cooTBeTcTBlr-
юцIrrе нехотороЙ пара.rrетриэации i = i(ý) кривоfi, опре-
деленной но oтpasкe hоЦ, то 71ý) инт"рполирует 9ту
хривую с погреtдвостью, для хотороfi в з!висимости
от степени глцдFости ЕараlrетрIшеrd}rи i(ý) иrrеют rrecTo
следуючгtе оценки [t,Эl.

Если r(ý) е C2[c,6t, то

1r,t")1s; - ?Ф)ls1| s KrAs:-r||/'|li, (2)

ýе [ý;,Si+,], p=0111

.л" Ко = *а, Kr = 0.261б.

Если f(ý) с C'[c,6t, то

1rtrlls1 - 1fi)ls)| < &Aýi-rl|il'||l, (э)

ýe[&,ý;+rb р=0,1,2,

,.о" ко = *, к, = *, к,=|.
Из привсдснннх оценок ви,щlо, что зцдiнн!я точность

rrриблrоr<ения ьрявой сплайном lror(eT быть достигну-
та за. счет соотвстствующегo р!.эбиения отрсзха [а"Щ в
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э!висиlrости от свойств рассrrатриваtraоfi па.ралrrетряза"
ции Бривой. Следует отхетить, что 9рr.итов кубиче-
сЕ{fi спдаfiн более сФф€tФквен для приблиr€вия кривых
с эадаяноЙ точностьк), чех кубиqесхиЙ сплаЙн rла,ссо С2.
Действительно, llроцед}rра построения арrrитова сплаfi-
н& в отличt{е от cтlлаftнt. Еласса С2 - лохiльная, что по_
з9оляет более точно Jrчесть особe:rяости кривой и осуцlе-
ствить ее прибли:rсение яа более ре.щюfi сетке по срав_
нению со сплrйноra клвссл С2. К Torry ;rtс, KaJý сл€дует
из оц€нхи (3), aprrиToB спла.fiн аппроксимирует вторую
проиэво.щIую пар!д{етризаrии кривой и HeTpylEIo видеть,
что ра:rрнв его второй произво.щrой в уэлах ceTKlr А огрь
ничен величияой 2KzAS?llЛ"lh. Талих обраэоrrl sа счет
выбора дрстаточно густой сетки величина рr.зрьaвs вто-
рой произвопqrой приближающегg сплаltна rrоr:<ет быть
сделана схоль уrю.qrо rrалоfi.

Заrrетиrr, что в больrдинсх"в€ првfiтических прилохе-
ний, где форrrально требуется rлпроксимацrtя с неЕрерыв-
ной второй гrроиsво.Ф{оfi, на crJaol, деле мо7кно огра.t{и-
читься tлпрохсима.rgаей с рЁtрывоra второй проиэво.qrой,
если величина ралlрывt достаточt о rrала. Понятно, чm
в таЁих ситушц{ях 9рмитовы кубичесхис сплr.йны могут
использов8ться с Ter,:tсс успехом, что и сЕлайнн клпсса
с2.

Из выrлеиsлоlttенного видtlо, что приблих(ение кри-
воfi пара.rrетричесrtrrrr сплейнок состоит в приблюкении
кахой-либо ее парsметриэа.tц{и Г =;(ý), ý € [с16}, своfi-
ства которой судlествеttяо влияют на точность прибли-
а<ения. В HaJtIeM сл!rч!€ крявsя определенL н€явво и ато
означа€т, что вар8.нее не известнa. каtс!я-либо ее па,рsд,lе-
три9цIrrя. Поатоrrlr первrлй rrrал в решении пост8влен-
Еой задачи - определение п!.р!дdетриSаIц4и приблrпха.е-
хоfi кривоfi. Иэ всех возraоrкныx' пора,rrетриза,rцлй оче-
виltrlое преимущ€ство иlr€ет сстсственная парlхетри5а-
ция, параraетром Боторой явля€тся длина дуги кривоfi.
Введение хадого-либо д)угою парЕ.rrетр а (налrример, сум-
ча.рной длянн хорд, соедlняюд1rlх посд€довiтельность
точек кривой) Ериво.щ,!т х дtrlуюй проблсrrс - определе_
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нию произвоlцIцх от тадGоfi парадrетриsащ}tи. Дпя есте-
ственной параддетри9а.цlди, наюборот, доста.точно просто
подсчитьilва.ются в точках f; кривоЙ ее первs.я прок9вод-
ная а - орт ка.сательноIю вектор& и зЕI8.чение второft
проиrrвоlsлой & - вектор крививнц. OдErarco вычисление
длины дJrги крЕвой, задалrноfi неявно, соЕря2кеЕо с боль-
цIими вцчислительныеми затра.тадди. Поэтому праJýти-
чесrsrrй инт€рес представляет оIмсываеrдыfi ни?ке приеlд,
сУЩеСТВО КоТоРОГ-О SаКЛЮЧа€ТСЯ В ПОСТР oeн't|y' пар8меТРи-
ческого сплайна, параметризова.ýного так, что зЕачеЕие
ег-о параддетра в у5лs,х совпадаýт с длиной €го дуги.

Пустъ {i;, 7;, ý, f;+r, 7:+r, ý;+r } - значения естественноЙ
па.рsддетрш}а.щи*r хривоЙ. В соответствии с форrrулоfi
(1) построиlд по аЕим аrrачениям звено парадrетричеФGоriо
сгrла.fiна. Г * У;(ч, Аý;) и оцешлrд раЕ}ность егý длиЕы дуги
и дпиЕы дуги прибллпrсаемой кривой. Исrrользуя оценку
(2), получаем

A.9r AS.

l 1'tocrltos - J' 1fllslps| s

Aýi

lг(ý) -f1sllаs S 0.2515AýillЁ|ld.I
0

(4)

Следователъно, Y;(z, Аý;) с о.щднадdовой степекью точЕо-
сти rrршблиrка€т lýafi садду кривую f(ý), Talc и ее длину
дýIги. Это обстоятельство rtaвolptт EIa. мыслL исЕользо-
ва,ть в ка.честве параметра,, отЕосительно ýоторого будет
строиьтся приблшrсающлrй стrла.йн по зна,ченияrr {i;, f;},
длину дуги самоrrо сплайна, реIцнв для атого ура.внеrrие

l

Аtб = Ф(Аt ,) = |l7(*, At6)Jdu, r' = 1r 2,. . . ,7 - 1, (5)

о

отЕосит€льно Atc. Такой сплайн в да.льнеfiтлем будем
называть frеоsцссmесfпаекr{Dбл смсfiхол. Известно [3], что
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ур!эвение (S) иrrеет е,Фfнственное реtденпе и для еt9 н8.
хоriдения моэкно воспольэоваться lJетодоll простой ите-
рш.g{и, если в качестве н&чальноrý приближения взять
любое значение At(0) > 0, на.тrриrrер, At!o) = 1r-;*, - il|. оцс-
ви}. ра9ноегь rrerrcдy длrтноЙ дуги Aýi хривоЙ и длиrrоfi
д}rги хвцrиестсственного сплв.fiна. Для этогэ рассraотрим
дЕа ра.вснства; aq = Ф(Аý), Дrj = Ф(Дrj). Веря их
ра9ность и применяя теорему о сре.Ф{еш, пол)rчЕ€ui

бti -Дt = Ф'(с)(АS; - At)r 0 € [Аý, AtJ

uлп
(6ti - дý) + (Aýi - At.) = Q'(сХАý; - At5).

Отсюда на основа.}lии оценrс.r (4) для рцrности дуг
(6ti - ASi) кривой и сплайна следует! что

|Asd-A,il=i{lъffi+<o.zarbffi. (6)

Рассrtотриrr эеличинJr

ll
Ф,(с) = ft t tfc","lta"= ft t rl<t,tч"=

00

(lz,,f,Il,(цс))
-тг- dt=

(< 7(u) >, i;fi(t) + i;+,rl("))d" =

l

I

I
0

0

где сов 9i(ч) = (< 7(ч) ), i6),cor9;al(z) = 1а 7'(ч) >,;r+r),
(Т, r-) ._ осалярное прои9ведение вехторов Т п Y,
< Х > - оперsJs,rя нормировки вектора Х.

I (сов 9;(u)f!(u) а сов g;al(u)f!(z))du,
о
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Разбиввя интервалн интегрирования на. участхи 9на,
копостоянства функrцzй ý(ч) и Лi(t) и пре.qIолагая, что
coBg;(rr) ) 0 и coBg;.r,l(u) > 0 ддя реальноfi раsбивки хри-
вой, последовательяо Еолуча€ld

Ф'(о) / соа 9;(ч)Л!(ч)ач + 
.;[ 

сюв 9;..1(u)Лi(u)du =
0о
r/l t

/ coc9r(u)Л{(z)arr + 
.;[ 

сос g;(u)I!(u)du +
0 r/э
2lз l

.;[ 
соа 9;..1(ч){(ч)dч + 

;[ 
co"9i..,(t)f!(t)du =

о 2/3

|l3 l
соа9;61 / л{(ч)drr + coв95(r1) l r"lпlао *

r/3

7lз

1 coBg;a1(l) t 'i<ФП"*о

l

* со96аl(р) l ПОV"=fit"*и({)-
zlg

- "ов,р;(т) 
+ coB9;.r.1()) - совр;+r(л)}.

0

+

Поскольку Ф'(0) =0 и

Q"(а) =

l

I t *7(u, ")tzt7Iэ (7, *7(tq с)F
lrl, dB>0,

тo Ф'(с) > 0 для о > 0. Тогда. для d(a) охоЕчотельно по-

лучtдм оценку О'(") < *, Подставляя ее в (6), нr.хо,щ{r.|

что разЕссть длин дуг кривой и прибллохаюrцегю хвази-
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естественноr\о стлsйна ограничена величиноfi:

|Аý; - АSiI S 0.367aAýi2||E||t. (7)

Тепсрь, для того! чтобы срrвнитъ точки кривой и
приблиrкаюtцсго хвr:rиaстественного сплайно, введ€r, об-
чрrfi для них парахетр u € [0,Ц; 5 = ý;tBA&, 

'== ti + tдАtj.
Оценrа (2) для рsj,ности r(ý(,l)) -T(t(u)) не приlденимаr

Talc кшс Y(t(z)) не является арr.итовых иятерполянтоr,r по
отноIленяю к Я(S(t)). Поетому переm{шеr,r ату рrэность в
виде;

;(S(u)) r(t(U)) =

[r(s(it)) -7(ý(!l))l+ Гу(s(U)) - Rr(8))l.

Для первоrю слrлаехого пра.вой части бтоrю рlвенств&
ихсет хесто оцснка (2). Рассrкотрим эторое слагвсчос;

l7(ý(,l)) - 7(t("))t = |7(t,Aýi) -r(UiArd)l <

S |Дý - Atj||fdPg(rr) + ilalPl(rr)| =
= |Аý; - At;l(u2(1 - u)2[2(l +(fj,ii+r)) х
х (U2 - U) + ll)l/3.

Нетрудlrо убедцаться, что функдr:я

rr(u) = ч2(t - u)'K? + J{t, rt+,))(,r' - u) + tt

на. ивтервал€ [0r1I Ери (ii,7t+l ) l 0 является ха:кораят-
ноfi по.4соренноrю въ!раrкaния и в точке ,, = l ,рr*rоr*,

= fit. - (16,1а1)). Следо-
сначала получtara lIср!вев-

|7(ý(t)) - 7(r(8))| s 0.оз64s

шахсихальное значение t0

ватсдьво, с )tчетоrд оцснхи
ство

;)
7)

(
(
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а зLтеш и оконч!.тельную оценху приблиа(ения t(ривой
кв8.:iиестесгвенным сплайнох, выра;ЁrенЕ!rю через аначс
ния естественно* пвра.tJетризвIlии крявоfi

|я(S(ч) - -V((t)| !

- (;i, li+r)
J 

AýilIel|t, (Е)

При выборе ч:вла Аý, обеспечrавающеrý зsдаrrную
точность с интерполяt$.tи кривой сплайноu, t or(Ho вос-
тIользоввться одноfi из оценок погрешности (2),(3)r(8), если
ииеется воэxоrкность дост&точно точно оценивать sн8.че-
ние проиsво.ФIоfi, присутствующей в правоfi части соот-
ветствуюrцей оценки. В условияI рассхатривадхой зrдь
чи получеяие строгэй оцеяхи кривизяы на любоrd отре9-
ке кривой является Becbr,{o трудоемкой процедуроfi. Во-
лее вффеt(тивнь!ч ока:tался подr(од, иэло:кенныfi в [1l. Оч
Gсновыв8дlтся во следуюц{ех утверr(дении.

Пусть 7(S) янтерполирует г(ý) на сетке А отреэха. [а.,Щ,
Есля в уэлпх ccTKyl А'тахой, что

S (r.I +о.

Aqs 3(с - "r)llР,lli '
j=lr2r...,m-1, ct (е, (9)

выполняется соотноIцение |(+) - 7($)| < .1, то
|r(ý) - 7(ý)l l с всlоду на [аоЩ.

Особенность етого по,ц,ода состоит в том, что точ-
ность оценхи ||Я"||; влияет только ве Боличесгво ковт-
рольных точек ,п и праtrтичесхи не скцrыва€тся на числе
узлов ре9ультирующеfi ceTxrr А.

Первый rцвг в построении приблихсающего сплай-
яа - расчет raнor(acтBа ковтрольных тoчеЕ исхо,щrой кри-
вой тшtих, чтэбн расстояния шсЁду сосе,Фtими точtitми
по длиЕе дуги удовлстворяли условию (9). Это условис
эквива.JIентяо тому, что сплйя первой степени, иятсрпо-
ляруюrrрlй контрольнне точкrr кривоfi, приблrrrrа€т caray

trривую i(ý) с точностьо !{" - "r) [2t. Присмы рецIения
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подобноЙ задачи извесгны (crr., Irалриrrер, [4l) и rды не
будем на них ост8дI&вливаться.

ИТаЛ, Пусть {ri,7i}, j = 1r2,...t7}1r последовательность
контрольных точек, упорядоченных в налrравлеrми обхо-
да, исходrrоfi кривой. Для построения приблиr(ающег9
парsметрического сплайна, иr, надо пост!вить в cooтiteт-
ствие эначения Heкoтopol.o п8радrетра. С атой целью rro.
строоим кв&ýtиестественный сплайн, интерполирующий
контрольные точки, и с€тку епо п&радd€тра примем в Б&_

честве сетки А'контрольною разбиения кривоfi. Ка,к бr,r-
Jro пока:rаJ{о выIце, ато довольЕо :tорошсе приблиlrсение ее
естественнопо пара}lетра. Теперь для выбора узлов сет-
ки А но мноrсестве узлов сетки А' достаточяо применить
простой алпоритм| излохсенный в [r,c.ZO-ZB|.
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