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ОБОБШЕЕИЕ ПОЕrIТИЯ ПРЕДЕЛА И
ОВОБШЕЕЕДЯ ВЫЧИСЛИМОСТЬ

С.Il.Велов

Рtссчотриrr хноrкеегв} Bl и ht не хоторых зедана,
lrекотора.я Пвычислитедьная процедураD Р (возмохсrо. в
обобщеt ноra виде), Р Dперерьбвтыва,етl' объектъд иэ Il1 в
объехты из В2.

Пре.qrолоrкав, что ва В1 и .Bz задаrrы Еекоторые спо:о-
бы приблиrсеrrия объеrqгов ý1 и ý2 соответgгвенно: в рsд/-
Б0.:х способа ý;, j = 0r 1, для проязвольноfi послелователъ-
ности е6rЬl,Ь2,.., и объекта, } из В;, мъl коr!еld скs,зr,:ýь;
rrрибли:кадт ли давнsя последов&тельность 0* объект 6

или нет.
Прс.qrолоаtих, что последов!.тельность бt,Oi,... яs Bt

приблrcхаст D'из Br по способу ý1.
Проrхедура Р "перерабатнвает" последова.тельность

D!,0i,... и Е'в последовательность P(Oi),P(Ei),.,. и Р(Ь')
соотв€тственно.

Интlrитивяо Rаrкется еегествеяяълц, чтэ процедурл Р
догlхна бнть неЕрерьrвноfi, т.е. последовательяость P(}i),
P(Oi)r. . . долrGнr, иrieтb Ерсдел по способу s2 и он дол'3:ен
бr,rть равен Р(й'). В хонце работн рассхотр€ны соотвlэт-
ствуюцц.rе приперы.

о
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ý 1. Пространства с пределоt

Рассrrотрим xнortecтBo н!т!rральtщх чисел ,iV =
= {0, 1, 

',, 
. .}. Нв.rrоrrниrr, что череs tlf, обоsвачается llHo-

яс"с:гво Bcei функrцй иs JY в М. Эдеrrеяты .i/f яаsьлвь
ются последовrтёльносЕяхи. Последоватсльностъ с С N
будех та,юке предст!влять в виде со, (c.).€It!r со1 о11 с2r. . .,
ссли это на приво.щлт к неточностяlд.

Посладоватсльвость Д'€ М будсх нцrцвiть по,qIо-
сл€доватсдьноgгьк, послздовотельности 

't 
€.irЛ, Ы < 

'!,если сущсствуст рiýноrночяое отобраяtсняс я: ЛI - JV,

соrра,няюцlес порядок lIo нотуральнцх числах и для лю-
бою z€jV Ь'(в) - iоl(п).

Пусть ilrf - непусто€ rrяоаrество и i: МNхМ-
{ {0t 1} - нсхо:горос отобраэхение.

Вцдепих следlюццrе условия нв Д :

1) есля tr(fr, с) - 1 и Д(i, }) = 1, т.о с = 0i
2) если для вс€х п С N i(п) = с, то й(i,с) = l;
3) если .E(Il"c).= 1 и Е < fu то й(/У,с) = 1;
4) если для любоfi послсдовательноgгп itl < i най_

дется посдедовотельность i" < i' тlttая, что Д(lУ', с) = 1,
то i(f,,с) = 1;

ý) для любоfi последовьтсльностя ff с!rшеgгвук)т
h!' < N u с € -if тэдс.rе, что i(Ir"rc) = 1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пару М = (M|L' будеr. нlзЕвать
простр&яствоu с пределоra, €сли внЕолневы условия 1-4.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будек т\оворить, что послсдовr.
тельность f ицеет Ddmл-предсл ф суIцествуст с € if,l ть
хая, r.tco i(/!, с) * 1. В этюrд случ8€ елемеtrг с нtзьлваэт-
ся пределоr, последовательвости i и обознl,чвется через
Дimд,r(i).

Пусть .,Vt = (М, i) -- прострвrrство с пределоr..
Для всех Х ý .irf полалаеrr, что Сл = Х u {йпд,l(Ё)|

[ С irlШ яrrсет Еdmл-предел}.
ОПРЕДЕЛВНИЕ 3. Полrлаеrд Ltopм = (.i/, r), гле

r.= {М\Х|Х g М, Х =Сл,i(Х)}.
Если из контекста повятно, о какох просrрrЕегве ид€т

рсчь, сиtдэол Л э sаrпасrr Liпрj, Су, EtopЛ будех опус_
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кr.ть. В e}Tor, слlrчr€ BIecTo Пrjmл.(-пределЙ будсц писsть
Dпредел".

ПРЕДЛОUlЕНИЕ 1. Ilycmr М = (М| L) - просmроNсmеl
с прсlсlоu, mоt а:

1) эс*ч f,(lr о rrс) = l, г : ЛI -. JY _ роехоzхвчхос оmобра_
*cHuc, iI \ ffспg(l) - rовсчноэ |хоr'веmео, mо Д(i, с) = 1;

2) сач hrЬ,, , , tb - лосавlооаmсllноспч ua Mrfulg(b) :
= Rcng(fra) U ... U EcBg(lr) u Д(Ir1, с) = ... = i(f,",c) = 1,
по Д(i, с) - l;

3) cclt лхохсвлпоо А Е М Eor.rr.xo, ,no С(r) = Л.
ТВОРЕМА |, Дs lзбоао ,лросmрс'хспса с лltвOвlол kl =

= (ir, t) Lb{ аоzrвtпч ]rъопоlоrцчсса{ч ,rцосmрвхсmсоzr.,
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очев}r,Фiоr что С(0) = 0 и

С(М) = М, т.е. 
'f,,0 

€ ,.
Пус:ъ l( - вёtФ|порaя coвotcyttнocтb xHor*ecTB ,Т ! itf

т!J(!яr что С(Х) = Х. Покrясех, rrTo С(ПК) = ПК. Если
пК = 0, тогда С(ПК) = Пtr(. Прс.цIолоrýir., что ПJ( #
# 0 u в € С(ПК), тогда яtfiдетGя последовarlельность
h э .lV -.. ПХr яr.еющая Ередел и о - Цtъу(h|, P,r,c-

cl.oтPиra производьное MIIorIlecTBo Л € К. Поскольху
пК g lя С(.{) = А, то с= Дjпл([) € Д, т.е. с€пКи
с(пк) _с nK,

ПУсТь l1,1з С irt С(Лl) = ,{r, C(lr) = ll. Поха;rrеrд,
что C(l1 U rl1) = AlU Az, Воэьrrеч грохsвольнъ!fi алечеят
а е C(At U,la). Gуществует послсдовifiельвоеrь i l JY -+
-r АlUД2, иtl€tоц[iя предел талоЙr.rто Дim(f,) = с. Очевид-
Hoi что f,-! (l1) либо Ir-! (ft) бесювечно. Преддолоrttuпr,
для определеняосги, первое. Пусть 9 : Jv .- i-!(Дr) -неюторaя вэ!Jixно-о,4tо9grчвrя фунrq|ля, сохр шlя юlцrя
порядох на ЛI, т.е. i о 9 -{ Iъ. По условию Ц посл€довь
теды{ость lr og ихеет предел и с = Йjmл1(lr) = Limlа(Ьо g),
Поскольху C(rl) = l11аю с = ijmл(Ir о9) € Л. пол)маем,
ЧТО Сд1(l1 U 12) * rt1 U ф.

}Iэ докrэаrrного сле,щrет, что 
'tорЛ - 

топологrчссюе
тростронство.

СЛЕДСТВИЕ. См 
'сrrСmС' 

ОПеРВmОРОЛ 
'аJШr6r.ttJ 

а

Llopм| m,е. lg lрболо А | М См(А) - н'aluc*luce по
,Еrrчrr.u, ,ал;х!mо?. о Llopм лхо*еспео, соlцtхал4ес А.
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ДОКДЗАТЕЛЬСТВО.
l,. В случrэ, когда l Бовечно, утв€рцдение соотвеъ

ствует п. ,l пр€длоrФниа l,
2. Пусть Ь € МN, ,r = Лспg(}) - бесюнечяое цноаtе-

ство, i иlаеет предел, йiп(Ь) f А-
Покчrtех, что l н. э!дrкIутФ. От обратного предпо-

лоrкиt ) trго .tt за.raкrуто ь Ltф, т,с. сущеегвует..l0 g 
',т&юе что .{ = сл,l(lо). Рассчотриrr двr. случOя:

а) пре.цrоло:поrl чво Л хонечноt тогда Сл(ilg) =
= rЦ# Ai

б) преДдолоаrооr, что fi бесюнечно. Пусть /5 - по-
следовrтельность кз .l9, иr.еюшая предел. Еслк B""g(b)
кон€чно, то 

'iщr(Ь) 
€ 

'о, 
если Псrс(Ь) бестсояеIло, то

LСmм(lи) - iirпда(fr), при эrпох послсдвее рсалиrустся для
любоЙ вsrиrrно-о.Фrоsrrвчноfi Функr1l.rя lЬб : ЛI -- Л,

Получаэrr Еiпв(i) с Л u {йiпа'r(fi)} = С.r,r(л) = r, т.е.

'irn(n) 
€ l. По условиrо, 

'im(b) 
f l. Тшоам обрвэох, тре_

буэхоrю MнorllecтBa ,{о не с!пцеств!rет, т.е. 4 ltе э!дrtlнуто
в Ltор.

Посхольку Сл4(а) = zt U {iiпл([)} srлrсlуто в йtор,
то Сдl(zt) - вtJlхеяьшсе 9!ддкrlутое мноrзесгво, содерrrt-
щее А.

& Пустъ А 9 М - проп9вольное rrHoatecTBo, i ;

JV < ,l - прои9вольвrя последовiltельноgгьr иrдеющrя
предел. Посхольху Лсвg(i) ý ,{, то нrлоrеrъIдее заJдхну-
тое мHor{ecтBo Х, содер:rсrrцсе .,l, содерхltЕ. HlJitacнblцee
зtrralcryтoe raноr!зсгво Х', одвразrпlее ficlBg(Ir), т.е. по п,2
LiЦЬ' < Лсr9(Ё) U {Иmл(Ь)} = Х' Е Х. Получаех, что
Се{А) g Х. Посrсольху Сда(А) sа.rrкlутю в Lto|fl| то
Су(А)= Х.

Пустъ .if,1 = (rrl,rr), Ма = (М7,Iа) - ц,осгрцIства с
пределом,

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Функцля J : irr ._ i/2 вазывается
f,,dm-HerrpepHBHofi, если для любой последовательноGfи
lз G МrХ, иrrеющей &imлil -предел, после,дов&тельность

t с, Ь е м{ иr.сст иmлlr-прсд€д и

J(Ипда, (i)) = Zjrвдr,(l о i),
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ТЕОРЕМА 2. Пусmь,,Иr = (i/r,й), Ml = (Mz,h) -
прооmрвхыпоа с преdсlол в/: jlf,l - Mz - Lhп-хспрорвоное
оrпобр c*BxuB, mооёв t tB ltBmcr rarnprpDtor.aa.ra опобр с*вхuвu
mопоrоaлlчссЕоaо zр о сmр вхсtъв в Ltopм' о Ltopмr.

ДОКА3АТВЛЬСТВО. Пусть А € Mz - s!.rrкtyтoe }lьlo-
жество в ДtоlДа, Цо*о."х, что 1-1(t) эаr.хнуто в itорЛ{r,
Пусть f,: JV r 

'-l(r) 
- после.довательноегь, им€юша.я

Дimл, -предеЛ.
Посttольку Функрlя 

' 
- йirfu-непрерt Iвво, последоtlа.

тельноеtь tоhl N - А иliоет Еdrъм.-предел и
l(DdtBaa, (п)) = Дdпд,rа (i о i). Так Kart 

' 
эiмlсlуто, то, по

сл€дствию теорехы 1, .tiiпл" (J о Ё) € А, т.е,

Дdmдr, (i) с t-l(Littъц"(| а n)) g /-'(,{).

Получrэм, что прообраs эаJarсцrтоFо lrноrfi€ства sa.Mx-
нут, т.е. f - непрерьтвное отобраяtенхе пространстве
LlорМt g trl1yz,

ТЕОРЕМЛ 3, II1сmr rИI = (Ml,Ir), Mz = (Mz,Ia) -
fuрооrпръхсmеа с nРcoi,'ot u аlt J912 a}lnorracr.o усaоа uc ý, it|вав
ваeEdое хеrLрфaaatlос olrloбPL*claue t z М1 .-l м2 просmра'''сrЬос
Llofl е Ltopм' teltemc* Lim-хспреры,вtлrяlr оmобрс*ехuвл.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть .f : irl -- ilз - непре-
рывяоа отобрr.rвение топологическиrt прострш{ств. Возь-
ller. цроизвольную последовательяоегь f б Лf{v, ихею-
дц/ю limл{t -rцедел и последовательность g < /о[. Пусть
lirn r,rt(i) - с € Ml. По условию 5 (сх. с. ý9) наfiдут-
ся go < !l я 

' 
€ М такие| что ,0 иDдеет 

'dmмr-предед 
и

Ь = Дirпда, (g0).

1. Есля go-1(r(c)) беоtовечно, то /(с) = Еjrzл, (96) = ý.

2. Если g;lff(c)) конечно, то xo?rснo выбрать 9l < 90
таким образом, что l(c) f Лп"сfur).

Мноrссство Я = Ясв9(91) U {rimл,(91)} 9ад.юIуто в

'rорЛ'. 
Поскольку 

' 
неЕрерывна, то J-l(H) эаrrкнуто в

LlopМt.
Найдется ly' < fr тахое, что 

'о 
t = gr. Посхольку

Псzg(i') g 

'-t(H), 
то с - trimM, (Ё') € J-'(Ё).

Тал ках l(c) l Лcng(gr ), то J(c) = f,imл" (91) = 6.
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Из пп. 1 и 2 rюлучаеrr, что для любоft последовrтель-
ности!l < f о h ваfiдется 9о { gl иrдеющrя -Lirпмr-предел и

'iп(gg) 
: l(c). По 5rсловяю 4, f о i ихеет Lafъмl-тrредел g

.iimл1,(J о [) = l(c) = J(Litпл, (Jr)). Теореха докr:,оr.о.
ТЕОРЕМА 4, IIусmt М = (М| L) - просmрвхсллао о

првlвлоu, у?овлеmворrэлцес !сaовьl' 5, mоzdв оtорЦ - с{amво-
ftOrIарmxOв mопоlоaччвсtо с просmрвксmе 0.

ДОКА3ДТЕЛЬСТВО. Пустъ (Ur)r€N - последоввтeль_
ность эtд.кItутых rдноrlt€ств uз Ltopм, I!.11 G U*,
г} t/" = 0. Похч*tех, что существует конечн&я по.цIосле-

r€r,'
дсв&тельность (U;" )"gro т&lttя, что 0 ut" =r.

Пре.щrолоаоrх, что апо 
"u 

,*, ,.]"Xl бсэ ограrrичения
общности t or(Ho считать, что U. f Ula1. Найдется по-
следовательность i = (ь)lсэ т}rсЕ.я, что для всех 't €

о" е Ur+r \U.. По условию б найлутся h! < Ьп а е М
такие, чтo lt/ иrдеет предел и Liп(h!'1 = с. Для любоrc
z € JY найдстся ttоследgвlтельность i(') < h'таrсая, что
Ь(в) е Uj, т.е. с = f,irд([') = 

'iЦiФ) 
) € U*. Получlем, что

с€ п Ur =0 - противоречие. Из дохr.:i&няопо след)rет|
i€п

что ЕtорЛ счетно-кошпs.lcгно.
Рлссrrотрпх рецстБу Е = Lrlr;, в хотороfi L состоит

из всех фушсцаfi tr : МN х М -. {О,1} и для пюбнх
LтrLz е f, йr Sc Ь ё для всех /r е.ir ис€ lrf
/,1(i, с) < Ь(А, с). Очеви.щrо, { - полная реtд€тка_

ПРЕДЛО?lýЕНИЕ 2. Пусmt Д = (L, ýа) - рсчlсmлв ýух*qu .L ; МЛ х М а {0,1}, rпоа)а Елl любо8 фухзtцuч L е Е
ха Oспш Е с\ mавu, чmо

1) L Sс ь';
2| lu L' аýпоrr.rн.t yuoeul2-4i (clr. с, 59);
3) е' -- rtcuлrx|uto, ýупr,чrtl по оrпхоч.rхчз sЕ со ссо&

спэослч пп. ! ч2,

ý 2. Аrrпроксимшцдоннне проgгр вIIcTBr'

ОПРВДВЛВНИЕ б. Пвру ,{ - ft,A) будеrr нлзывать
алпроксима,чионЕыу простраr.ствок, если r( = (M,Sx) -

63



полнrя решетка, А g ir, для любоrc с € М

с = ,rrр{d € А|о S, с}.

Мяо:кество А в доннох случас будеrr наsывать баэой
цmрохсиraац}llf .

Нlлюмtпtl,t, что ультрафильтр D на.вывrстся негл8в-
Hъlu, €сля н€ содсрrкит юнечных raвоrсегв, Для ультрь
фильтро D и xHorcecTBl .l € D черсs D|; обоэначазт,ся
ультрвфильтр {ý е D|ý g /}.

Пусть i€Х . PвccrroTp!{и проиэвольный неглrвrrrцй
ультрфилътр D ца JV. Полrлr:м

Цmli = arrp{c е A|{n с JV|a !, i(r)} с D}.

ОПРЕДВЛЕНИЕ 6, Вудех юворить, что Iюсл€дова-
т€льность i : .{Y -+ rt/ иrдест аrmроксиrrшц4онныfi тrредел
(срр-тrрелел) в,rl, если Ф/чl€ствует а С М таtФе, что для
любого яеглавноrý ультраФильтра D на JY limli, =, с.

В этох случrэ алеDaевт с б}rдеra назъЕвать аItпроБсима-
цtlонных предслоt (срр-прсделоlr) в Jи обоэвача,ть
черсз ldmcplIr.

ЛЕММД |, IIусtпt ,.4 = (х, А) - оопrоrсчдсquо ххос npo-
сmрахслпсо, х = (йSх) uIrGi/D чO€i/.

Хrаоm rссmо ,ао!слlдосmru 6) + {) + l) ё 2) <+ 3), ,а,
L) h uлсеtп арр-праll,r t litпаррАЬ = bi
2) Олl lобоао бссrоrечttоlo .ur.о*ссллса А ! ДI ч rэfоtl

оавv.цхо-оdхоrгlсчхоll fyxrquu g : П_ А посsсOосвmеltхосml
bog uuввm орр-лреёэl ч limаррАhо g =Ь;

3) cyr4ccmagcm Д ý .lY u aacuerxo-oiroaнarxoc опобра*схuе
g : ЛI - tt паmq чmо JV\A беезоtлсчхо, bog tшоеm арр-преlсл
uliпBp{bog=b1

4) 0 = ;tр{с е А|{п с JY|c Sr lr(n)} басвохсчrо} ч
lg lобоэо а < Ь luбo {lr с ЛI|с J, Щв)} rояачlсо, ruбo
{п е JY|c & n(,t)} Eoнrr.пo"

i) Ir rrrrccrn арр-прсlсl, liпдрfЬ = б rr irл rJбшs а € А ц
Х ý Л/ uc ]hоао, llrъо а } в lll оссз о С Х, сlсlуаm а | lupX.
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ДОКЛЗЛТЕЛЬСТВО.
2) + 1). Польласrr А = J\I и g: .ПI r Лl - тоýде_

cтBeнrroe оtюбраrriеняе, тюгдs i о g := i ихеет арrгtредел yl
Ь=litпар{Ьоg=Iiпц{h,

1)+ 2). Пусть 
'} 

€ Х , А g lV- бесковеrrяое xвorGecтBo,
9: ff+ А - взr,иино-о,ФIоэнLчнrля ФункЕrя. Для любогo
о € А полала€ri Х. = {z € IV|c la t(п)}иХ|-Д"6Д.

Рвссrrотриrr проиэвольвнй нсглrэный ультроФильтр
D" на JV, тогда I)' - c(D") - негл!вннft ультрафяльтр на
А (через 9(D') обоэначен ультрrфильтр, иrrлуIrированяъrfi
на N отобр алсениех g).

Очеви.4rо Х с il е g(X) е D' для любоrэ Х g IV.
Зrметим, что D={X g JY|X' g Х для некотороrý
Х' Q а| - неглrвньтй улътрO,фильтр на ЛI п .d = Dlл.

Поскольху Д € D, то ддя дюбопо о € А

х"еDё хоплIс tl*xLef,,
сткуда

{с е А|Х. € D} = {о с Alx: €.D'} =
= {с е A|g-t(Mi) € .o"} =

= {с б А|9-1({л € А|с <* Щв)}) е r,r'} =

= {а е A|{rB е JV|a <, [ о g(m)} е D0},

т,е, Jjmcpy'i = ImlЬ о g.

Поскольrу liпLо12f Ь вс ,!висит от .d', в сил)r прои5-
вольности неглавноm ультрафильтра D' полlмабц,
что последовiтепьность } о g имеет арр-предел и
Ь=limарfh=tiпарt'hоg.

Утвер:rrдение t) + 3) очеви.qrо.
Покш:tеч, что иxеет rrecTo 3) * 1). PtccxoTpяr. про-

извольный яеглавньrfi ультрафильтр D на. jV. Посхольку
D - неглавныfi ультрафильтр, то 

^ 
€ D, т.е. для любого

,{ g JV Х cD ё Х ПА С D|ir ta для любого а € А.

{r е N|о Sr Ё(п)} € D ё tll е А|о J, 
'r(,})} 

€ D|N <+

,.} {m с N|с S, lrog(m)} е с-l(Dlп).
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на ff, то
't=что i иrr€ет срр-предел п liпдрl h - lirпдррliL о g = 6.

4) + 1). 3алuетиш, что {с € Al if" € D} = {с С
€ А|Ма бесконечно} для любсrэ неглавноrc ультрц-
фильтра D на П. Действительяо, ссли с С Ь п
Х. с D, то i/. бесконечно. Нrюборот, если мс бесконечно,
то, по п. + лехtiы, i/" = lV \ ý для Hcвoтopom консчногю
SýjY. Тшс ках D неглr.вяый, то ýf DvXoCD.

Поскольку правrя чаеь сходIlогrо рr.венств&

ic е А|х. с D} = {о С А|Хо бесконечно}

не зsэисит от D, получаеч, что [ ичеет сргпредел п

limорt'h = пр|с € А| Ма бесконечяо} = }.

5) + 1), Пусть tr иriеет 4рг-преде л, litпаррАh = Ь u
для любых с € А, Х С М uэ а | адля вс€х о € Х
след/ет а f еvфI. Пре,rgrоло;з,rм, что суtцествует оо € А
Tirýoe} что Хдg и Хд9 бесконечнr,:, где Хgч = {л е jV|

со !х i(z)}, Тдо = {а € Л|с t, i(г.)}.
П5rСТь 91 : ДI * Хсо, 9z : lY ..+ Тоо _ неЕоторне

вэа,иl.tно-однознlчнtrс функlцlи. По дохаsr.нному выIцс
(1) + 2)) получаем,,rTo lrori и hоg2 имеют срр-пределы я
lirrюp{b = liпсррrf o91 = limор{hо 92.

Поскольку cq 3, ,lоgl(а) для всех n € Л, то

аб 3, lirnapt'h а g - litlю,ppAh.

С друmй стороны,

об !, rrrp{i о g2(n)|z е IV} =liтпар{hоg=tiпдрt'h,
поскольtсу со 

'!t 
/t о gз(в) для всех lt € .lI.

_ Получили противоречt'€l т,е. либо Мdо Бонечно| либо
Мсо КОНеЧНО.

СЛЕДСТВИВ. Bcau lll вппроr'оuлвчuохlлоrо ftросmрах-
спсв А = (1, А), aic х = (М, Sx), цлесm лесmо: drл лrбrш

= g-'(Dlш) - rrег.ltдвньй ультра,фпльтр
tiд^l, о с = limc2y'n о9. Отсюдв. следует,

D'
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а € А u Х Е М uз по8о, чIпа а l в lж всс8 в е Х слсDусm
с f п1Х, mооlа yeaooul 1) - ý) аrочеc.rcxmвrb

ЛЕММА 2, Цgсmt ,{ = (х, А) - апп|озеuлацuоххо. про-
clt|pпxcmlo, I = (Хr3х), Ь- босsохсчttое счсm$оа 'lrхоrr'2-ctleo, D -- прочэоозrхrrd xcarcexrrfi grrmpcfurrnp xc,lV, по-
йв Оаl lюбоб nocleioacmcllxocmu [ € ХЛ rrсfiiеmсл Iц 1 f,
uлеоч4u арр-прсOеа u

lim/ /r = IimсррrЬ = rur{c с Дl{z €.lY|a { b(z) rохсчхо }},

прч епод dлr" дюбою о С А oixo !э лхоаr'есmо {ll, е jY|

с S iЦп)}, {п е jY|a { [(в)} rохсчхо.
докАзАтЕльСТВо. лля лрбого с с А полrлаJrd

Х. = {rr € .iV| с <, Ё(в)},

7. = {" е ]Vi с {1 ft(п)},

Ао={0€Аl Х.€D},

д1 ={ceAl Т" е D}.

Очевидно, что liдilr = lrr.рДоl До П Д1 = !,,D
Ао UAl = А. Пусть последоват€льность cotclrcrr... со-
дерrк{т все алсхентIJ из А. Опрсделих иядукrц,rей после-
лов!тельность Д(0), Д(r), Х(а), . . . иэ D.

1) Если со € Aol т,о Х(0} = хсо, если оо G дlr то
Х(0) = 7со .

3) Если X(j) определено| то;
есди cj+r € доl то x(j+') Е х() о хдi+r ,
если ca+l € А1, то X(i+l) = X(i) nfo+r.
3аддетtлu, rrтo для всех i €.lY ;g(+Ц q Д(;), x(i) с D.
Если ci G Aol то с, S Ц,t) для всех } € x(j).
Если а; € Arl то с; f rl(/s) для всех ft е X(i).
Определим индrrкц.rсfi послсдовl!сльность (Ь)-сл

иэ ]v:
1) i6 - TTrin Х(О),
2) Ь+1 = min{i € x(fr+l)l i> ib}.
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Очеви.qlо, что для всех m € ,lY : есди ora € Aor то
с- s Ь(ь) для всех ,t > m; если c,r € All то
с- f n(L) для всех в ) m.

Та.rсим обраэох, последова.телъЕость Ь = (Щь)Ьсл
удовлетворяет п. ,i лехrдн 1, т.е. f,a иIеет срр-предел
и limорУIrб = rtрДб = 'Yrb 

Последовательность Ь
удоваетворяет требовщrяю ле}drды.

Фикстrруеч некоа.oро€ шIпроксиlrsдрlояное простраJtстъ
во l = (х, А), х = (М, 3х). Обозначиrд через IIб rrнo'.€cтBo
воех последова.телъностсfi /r б .ltfN таких, что для любогэ
@ € А о.Фlо и9 rrноrзеегв {в е jV| а S Щп)}, {в с jV|

а i i(B)} конечно.
Определиш функдди Ia,La; MN х ]tf а {0, 1} :

1, 
'Ф([,c)=1eiclrolа = rrrp{o € А| rrHoxcecTBo {r е jY|a l Ь(r)} конечно};

2, Ll(h,в) = 1 {+ } I,n.ecт сргпредел ь А п liпврt' = а.
ТЕОРЕМД 5. Ilycmr ,1 = (х, А) - алпрапаrл'ачtоххое

просmрвхсmоо л Ь - бссрохсчхос вчamхое lхо*ссmоо, mооёс
ёlt;/v|l= (if, i;) аrrпо;хсхш усrооtrлl-S (сх. с.59), пr'с оmох,
Lл = Li, (операlцал (') определено в конце ý1.)

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Въ!полнпrостъ условий 1-3 сле-
дует нэ опрсделения lifпapprl леххы 1. Условие б яв-
ляется пряrrь!ц следствиеli леrrrды 2. Докr:каrr выполни-
raocтb условия ,l.

Пустъ Е = (L, <с) - рещсrгкi функrtrй L ; МN х h{ ."-
.* {0, l}, Iro - riнorfiecтBot опред€ленно€ вьпце. Очевид-
но, что Ia 5!д i,а.

Иэ лецrrц 2 следует, что для любой последовательно-
сти, имеющеfi арр-предел u ld < h наfiдется ir < Г TrKoe,
что А" б Ilо. отсюда сдсдуетr что f,r Sc iб = /,i, Покь
]rrex, что Ll = L'l.

Пусть rl € if,Л, с € rtt( и для пюбоfi последователь-
ности IJ < f, существует [" < Ir' таfiое, чтю i" имеет
сргпред€л u linBp/H' = с. Покr;lссх, что тэгда h име-
ет срр-предел п liTlg;p{h = с. Пусть D - произволь-
нцй негладннй ультрафильтр нв JY. По лехме 2, най-
дется последовательность Ь < h таItвя, что Ь иrдее,г
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сргпредел п li?лtлррАrф = YIb По условию на i яаfiдетсл

lrr < Ь тадrос. чтэ br иr.сет срt {Iредел п limарt'Щ = в,
Получасх lfuni - Iiпзрllrа - tilпapt'b = с. В силу проиэ-

вольности D, i иrrеет срр-предел п liпapt'b = в,
Та,вах обрrsох, длg Ll вцполнено условис 4

(crr. с.60). Пооtояьку для Д,r вtдподнены условия 1-3,
тоLа=Щ.

В итоге пол!rча€х, что йд = Дfi, 
'rл = (.Ml Дr)

является просгравсгвоra с пределоra, для lloтopono вtJпол-
нено }rсловие б.

ТЕОРЕМА 6, IIycmr ,{ = (1, А) - слвроrсчдсчuох-
нос просmрsхвmсо, 1 = (Мr("), Д - бос*оttсчхоо счсtn'хое
лхо эrс?сfпо о, mо rdа Ltol|' - евпвр al ольно c rlp о слпр вr{епLs о,
лхо*.ссmоо Х = {rup6|,9 ! Д, ý rоrrсчrо| лолtсmы ослdg
п4оmr.DlJa лNоаr.есmаоц с Ltopll.

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Пусть с € i' \ А, 1Ц = {с с
е А|а S с}. Если f,L хонечноr то с € Х. Пре.qrолоr(йжr что
О. бесконечно. Пусть дOrоlrd2,... - последовательностъ
всех олеrrевт,ов о". очеви.щrо, что послaдовательЁость
Fo,Fbýzr.,,, где f. = lzр{оgr...,с.}, иr.еет срir-предел.
ПустьоСА. Если о S А для нехотороrю ,ь то с S ,{р Пс =
=опа С [ь. Если а { В., ночиная с нехоторопо,a, то
а f с, пос-rсольху пре,4:юлохеняе с S с влечет с € (L.
Получвсrr, что h'rпсррl(Д) = rrry fL = с.

Талих обрrзоrr , Смл(Х) = М, т.е. sшlьткатrие .Х в
йtорЛ.r 

""r" 
.ii. Теореша доБistадl!.

ý 3, Приrrеры

ПРИМЕР l, Пусть х - (0,Ц,S) - решетк& нr oтpesxJe

[0r1l со стаrrдьртrrой интсрпрстаrgасй отношсния J Очс-
ви.Фtо, х - полн!я рсЕетха-

Рассrrотрич iлпроксиDaаtц,tонное просграIlство l =
= k, А), где А - хноrпеегво рr.rц{она.льнцх чисел иэ
отрсsка [0r1l. Послсдоввтельность (сr)rсл из [0rll иrrс_
ет обцчныЙ предел €} (с)r€л, rlr.eeт срр-ЕреДел в про-
стрiнегвс .'i и .lдg о. = litTю.pyAar. Дсf,ствителъно, пусть
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D - произвольный неглавный ультрвфильтр на .lY и
(n").e., - сходяцlаяся последов8тсльность. Очеви,шrо,
{с е А|{r с jY|c S с.} € D} = {с с А| существует Лс G
€ /V Tatroe, что для всех п > ]V" о S сr}, т.е. Ы" =
=,Lъоt,

Если (ь).gш не яме€т пределq rro найдlrтся l0зе беско-
нечвъrc сходJ{оцдесJI поlЕIоследователыrостп (c].),.6r1 и
(c3).crl С РЦrЛИЧННХИ ПРеДеЛ&lrИ, ГДе Ir,.Ir S Л, IrПIz = 0.
В атох случаэ нr.fiдутся дЕв яегл!.вных ультрафильтра .d
п D" tla, JV Ta.rore, что rr € D ц Izе ',

По доказ a,rrHorry внпrе

'iд, 

/"l 
= Дд "i * *т" "1 = }ц,iпli,

т,е. с не иrдеет срр-предела.. Топология f,tорМr совпаодает
с обычной топологией на [0,1t.

ПРИМЕР 2, Пусть P(jV) - Mнorr,ecтBo всех по,rд{но-
?кеств яатуральных чисел, х = (P(jY), g) - реtцетка под-
мноr(еств JY по включению, А - мноrсество всеl одlо9ле_
мснтных поlо{ноrrеегв. Рассrrотрих аItпрохсицLrддtонно€
пространство ,l = (х, Д).

Иэ следствия леххы 1 следу€т, чliо trослё,{овtт€ль-
ность [ : ЛI -+ P(jV) иrrеет предел в ;d ё для любо-
го п € JY найдется ао € JV Taкoct чl,о ллабо для всех
п|п7 п с fr(m), либо для всех m } ng пlЬ(m).

Агmроксима.rrрrовныfi предел соегоит из чисел первого
типа.

ПРИМЕР 3. Рассхотриrс а,Imроксиtirционное простра.н_
ство .{ = (1, ff), где х = (JV U {6}, 1), отноtцение Sx совпа-
даэт н& JY со ста.rrдартньп, отноIлениеl. S ц а Sх 5 для
вс€х a€/vU{6}.

Последоввтельность fr = cOrcll... иэ JY U {6} ихеет
срр-предел в .,{ ё либо сущсствуют п, iз € Jv таJФlе,
что ддя всех i 2 Й с; = rr, либо для любого } € jV

суIцуствуют jo с lV тахие, что для Bcer i ) i9 ,t l с;.
В первоrr слlrчас litпoppAh = ъ, во втором -..

IimвррАh = 6.
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3а,мхнутые цноrкества. в BtoyA - все конечные под-
l.tноrкеегва JY и подхно;tества, содерrкащие 5, Рассrrвтри-
вая б KBrc 'сяuвол неопределенЕостяП, кь;tqдOя ча,стично-
рекурсивная фуккrд.rя J доопределяется до всюду оIтреде-
ленноfi фуннцrи / на iVU {6} : если f(й) определено, то
l(п) = J(п) и l(й) = б в оегальных случаях дпя всех н.л
боров й пэ JV U {r}. При тrхох поlрtоде не все фунrсlии /,
определенные на ч8егично-рехурсивноfi Фушqцrи f, явля-
ются аJlтIроtiсихаr${онно непрaрывннraи в простралrrстве J,

Казtлось бы, получается противоречие с пре,lцIоло_
?кенtлеч, котoрос бъlло выска.заво вrtач&леr что при ссте_
cтBelrнold опредсдении l.ппроксяхаrрtи и вцчислииости
вое вычислятелыIые проц€дурц долrпIы быть !лппрокси-
rrш{ttoнHo вепрерывныци. 3а,rrетих, одЕ{аtФ, что при рас_
смотренйзl частично-рехурсквной функrрrи ха!t вычисли_
тельноfi тrроцедуры выгля,Фrт еепественныч предсг!вле-
ние, что даяЕrя процедурs перера,бtтъ!вs.€т не просто чи_
сло, а число вra€спе с нековорыц н&чвJIъныu интервалоrr,
еIю содерх<rJrqдa. Соолветствуюrrрrй прихер рассм!,три-
в!дтся в конце работы.

пРимЕР ,l. Рассмотриu .,Vl = (я, i), где i - rrHo-
rrtecтBo вещеервенных чисел, L(h,a) = 1 ý 

'} - 
после_

довiт\ельность, ихеющая обычнrлй предел и .Iim i =
= с. опредедиrr ft(n, с) = r ё i - хоrrотонная после_
довr..r!ельность, икеющ!я обы.п*rй предел и rЧ 

'} 
= с.

Нетру,щrо видеть, что f, = i3, .Л.l является пtlостран-
cтBox с пределох, яв .r1,1 не выполяено условие 4.

ПРИМЕР Б. Пусть А -- нехот,орое бесхонечное счстное
мноrкество фуншщft / : [0, 1] -+ [0,1t, включающее функ-
ц}rю то2кдественно ра.вную нулю. Bo9btaeli в качестве М
мноr{€ство, являющеGся зrдaцкани€м А относительно aup.
Отноrдеrrяе J на rlf, опрсдсляется объrчrrыr, обраэоrд для
фунншй. Очеви.цrо, что u = (.iИ, ;!) является полной ре-
шеткой и l = (1,Д) - аппроrсиriаr$4онвос простр!.негво.
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ПРИМЕР 6. Для rдно:кества вид& ft = М U {6}, где
М g ЛI! 6 - дополнивельныfi алечент. Частиlrвоfi фlrнк-
ции /, определснной в ltf, sцда..ш.rх функцrю i, "rо*опред€денную яв iJ. Для кl:lrсдоno набора й яа .l/ по_
лала.еrr l(7lE) = l(Ф, если 9нlч€ние l(ф определено и

'(Е) 
= 6 - в оеr&лыtь!х случ!яr,.

PaccrroTpяx аппрохсиrattц,rонные пространствв,I1 =
= (xl,Al) я /2 = (12rА2), где rr = (irf,r,9), lrf,, = {{0,. .., п,6}|

I € ЛI}U{ЛrU{6}}, А1 = {{0,.,.,в,6}|в е JV}.

Подrлвех xz = (Mz,3:,), Мэ = i/o U Моtr), где Мо --
}l*orxec=Bo всех фунrсglfi f*, ft,-,о",t o / - ча,стrач-
нrя Ф},нкIияt определ€внlя в lY; Md') - !.ноr(.сгво всех
функrrий i:ra {0,...,t,6} тахое, что J - части.тrая функ-
цдя, опрсдал.ннш в {0, -., п}.

Для пары фуннц.rЙ trrtz пэ М2 полаладr. h Sx" tz ё
для любого ввбора й иs ЛI, есля fi (й| опрелелено и
h(Ф + 0, то l2(й) опрсделено п лпбо 12(ф = 6, либо

frtо,i,tоец frtosi.<-_l.
Полrгаех А, = Ur/j").l,
Звllетих, что lt и *{2 - корректно опред€левные ап-

ПРОКСИКаЦИОННЫе ПРОСТРrНСТВL, Т.е. xtrx2 - ПОЛНЫе

решетю! и для любою } € й, i = 0rlr иrrеец D =
= .rдp{c € Дlс <х. 6}.

Для калсдой чrстичrЕо-рекурсивной фуяIсцаи J и спо-

соба построения S Фr.вЁIrти f определим бу"очоо ff) ,

{0,...,п,6} _. {0,...,z,6}.
Для любого вабор8 б с ПU{6} полагадх ffl16 = 11m1,

если J(й) определено и при построеняи знлченяя f(E) по
creкe ý не всх 9тапa.х поегроснкя, начиная с базисньлх
фунrсцfi, rrIJ ост!волись в раraБtх ивтервала {0r...rr}; в
остальнtJI случ!ях попагцех *')ta = а.
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Для кааqдой чадтt{Еrо-рехурсlлввой фунlчдш.r J и спо,
соба постровttия ý функrрrи J огределиrr отобрrr(еtýlе
Pl.s : Х1 < Х2, Полала.сх_ PrJ(.lV) = / и для любоm
lr С JY Рlд({0,. .. , п, 6}) = fi.

Индпсцrей по посгроению часпл.лrо-рекуроrвноfi
фунtgцr1t уеrаttaвдив!€тся

ПРЕДЛО?КЕНИЕ & lllt lлбо8 тасrпччво-рсrурсчсвоf,

фуrвrчuч t ц способс S посtпlоонw fuнзцuч t опобрахсхuс Pl,g
,о lrBrlcl anвp 03сllлочuо]a'{о $aпр q|мнuд.

8]сtч посlэЬооапаalrзосml f, : о -. xr цJ.?m арр-првЕеl,

рсахrrfi {0,...,в, 6|, mо timар{' Plg о fr = ff).
Bclu ttооаеiооапr._!хосrпD h uлвuп opp-lpBlol, рсавш8 ЛI,

mо liпар{'Pl"g ob=i.
Иs дохвзаrrного вtlцtс и прaддоаt!ения 3 следlrстr что

всс отобрахения Pr|s являртся неЕрерь!вныrrи отобра:кс-
нияхп r.r, Ltoplalt . LtopМl,,

ПРИМЕР 7. Рассrrотриrr прояrэольнуtо оагнвтуру Е.
Пустъ Л- rlноriсgпво всех форхул вида

0(yr,...,tb) = \r/ {эr)Ct(t,vrl... r !/r)l
a€l,

где {5 - бесrсвшrторtве форraулt{ сигнотурЕл Е. Сигнатура
8 состоит из воех z-xegгHlll (n е ЛI) прелgаквпл*: Mrr_
волов рa для все, форlrул {=ф(уr,...,5) яз f.

Пус:гь И - яехотор!я систrеха мгнDтуры Е с ноеите-
лоr jV U {6}.

Огrределих цtпроксиraшIионвне пространствь Jr =
= (хl,Дt),,{2 = (12,А2), где

xl : (ifr, !х, )i
xr = (i(rl Sx,)i
Mr = UtИ.} U fl/}, где И. - алrебрэ.rаческ!я систеlrа

с Еоси|педеш {0r. .., ъ, 6}, t(опорая о,lрносиlnельно преrпдrа.т-
кыI и ковстадtтнIJх сrоIволов являетея подс*rстсrюй сllc-
течв И rа для хiJrсдою ФуЕýц}rонsJrьноrэ сrшвола f стrг_
натурн Е rпrтсрпрстшlля / в ll. сстъ !, где g - частичная
фунхцrя нв {0, . . ,, rзr 6}, являющrяс, огршrrrчевиеr. ф!rЕIх.
I$lи, соответствуючцей сrпrволу t в Ui
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.if,2 - rrяохество всех сиегем сигнатуры Е' с восите-
ляrди ЛU {6}, {0,...,п,6}, п б IY;

А1 =xli
А2 СОСТОИТ И3 СИСТеХ, В tФТОРЫХ РОВНО О.Ф,!Н ПРе,ФlКаТ

иraеет мощяоегь 1, остальные - пустце,
Полагаеу ol Зх, oz {+ носитслъ мстемн с1 содсрjrсит-

ся в носителе сиспеraы czi вl Sxz Ф Ф носи$ель ct со_

ДеР2КlfГСЯ В НОСИТеЛе С1 }t ТО2КДaСТВеННОС ВКЛЮilСНИе Hl
носителях является r\омоморфиs}tом cr в аr,

Очеви.цrо, что А;, i = 0,1, удовлетворяет п.б леr.мы I,
отБуд8 следует, что i € Xfl имеет срр-предел в .42,$ для
любого предикатного силiволэ, р пз Е' п любою набора а
и5 Х2 наfiдется ,&0 € Лr т!д{ое, что либо

1) для любого m ) щ i(rп) Ррl(а), либо
2) для любого m > пб [(m) }Д рl(а).
Если L иrдеет ср!-предел в vrl2, тo litTвpt'' Р ра(с) + а

удовлетворяет 1).
Последовательность f, € Xjv иrrеет сррпредел в v41 ё

найдется no € ,lV и либо
1) существуют ,ro, Ёо С lV таrtие, что для всех

z > zб i(B) =Цht лпбо
2) для всех * € ff найдется ,8о тO&ое, что для всех

n > 
'rо 

яосителъ сисФечц i(n) включает число Ё.

В первоrr случr.е lirncppit h = Цло во второ}д -
liпоррА,1 = ц,

3а"ца.д}rrr t HorlnecтBo отобраrкениЙ Р uэ Х1 ъ Хэ. 3g-
lдетиt , что Р СР + существует форD.ула C(!lor...,и) иа F
Т&rtаЯ, ЧТ'О ДЛЯ ВСеХ б € xr ИНТёРПРеТrrЦrЯ СИХВОЛЕ Рa В
Р(с) определяется форrrулой / на с, т.е.

Р(с) Р ра(с1,.. ., os) ё с F C(cl,. . ., c,).

Дляф|фпэ F ц интерпретируется в Р(с) ках пустой
пре.Еtr!Ёат.

ПРЕДЛО?t(ЕНИЕ 4. EB*doe опобрсхспvс Р е Р
Lim-rcnpcpcre хо, m.е. lеarелпс, ,.спрrрaas raд оmобрвrссхuел
mопоаоэuч LlopMA| о hорМ^ .
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