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Введение
Нrстмщал работа посвящена рассrrотравию я€кото-

рых вопросов, связLнянх с исследованиеl, 9лехентарных
теорrай булевнх алттбр и вх обогвrцевrrй.

Изучение элеr.ентrрннх теориfi раsличвых влrебрви-
честоах объеrстов нlчьлось еIц€ в 40-х годах нын€t!него
столетия, но tt!.иболе€ ярБие реsульт&тъ,r бцли получе-
Еы нцчин!я с 60-r rrодов. В 1949 п А.Тарасиfi [Ц до-
кr.:rал Еолноту теориft алr.,ебрr.ич€ски 9!ддкнуtгъ!х и ве-
цlеегвевно эsд.кн)tтых полеfi. В 19б5 п В.Шrrелевой [26t
бrдли oTпrcBr:H алеraентарнне свойства iбедевъ!х гругrп,
В 196+ г. Ю.Л.Ерпrовr,rх [5l исследовалась рs:lреrлиuость
теорий мrrrrстрических и гростыi конечных группi
в конце 00-1 rэдов Ю.Л.Ерчrов, Д.Акс, С.Кочен и Д.Денеф
исследовали вдемеЕт!.рные теории неют9рнх клLссов по-
леfi и их &дrэрятrrические своfiствr.. Обrrrирвнfi rraTe-

ри8л и библиография по gлемеятарЕtjм т€орияч содер-
)iлтгся в сriтьях [10rr2t и хонопрафии [ltl.

Вольrцое внtiras.tlи€ рцtличныrrи авT iорадdи уделялось
из)гчению элaraевтарннr теориfi булевых влrчбр и их обо-
гаrrlеняй. В 19{9 г. А.Тrрсlс{й [2{ анонсироввл, а в 1904 г.

1работа выполнева
JtI 9н1-0lб25.

при поддер?кк€ граrrта РФФИ
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Ю.Л.Ерrrrов [6l дlл докrsотельство полвою описаяия аде,
raента.рнцI теорий булевr,rl алгебр, я9 которою следует,
что теория булевнх алrtбр раэрепrиха я алеliентарная
теория проязвольной булевоft олгебрн тorве ра9рецхr.а.
В [6| было тцоке доБа:rLно, ЧТО !геОРИя булевой влгзбрr.r
с вшдaленяыr I4дралоra ра,зреццдr!', по крвйней хер€, в
следуюцIрlr др!,х случ!ях: r) a/I ковечяа; 2) сущесfву€т
впр{а|z € I| u В - aTor.HB. В 1969 г. М.Рабrн [2{ дохsза.л,
чго теория Елассо булевнх tлrэбр с выделеяrпrу идеоJrох
ра:rреЕичц

С.С,Гончаров [l| оrисtл с тоtaностью до иэохорфиgrri
суперотоtiные булевы олr,,ебрв.,lDк.Монк, Р.Мrх-Кшrsи и
М.Рубив Р3, 22, 2бl n9)rrrt п свяэь шсrrд)r 6!rлевLIии ал-
г€брir.и и групп!,r.и их !втоr.орФизмов. А.С.Морозов [4!
исследовол Lлгорпгraичесrýае свойствв булевыr влrзбр с
поxопlью rax рскурсивных !втоrrорфи9taов.

В посдедяие го,Фt интерес ЕрtlвлеБrо tiсследов8rrие
обогшценнъ!х булевцr алr.ебр: б5rлсвых алrэбр с вьtде-
,rевнцllи подалl,ебрьхи, r,втохорфизхачи, идролахи.
В.И.Марrъянов [r3t иэучал раsреrциr.оеь теориfi булсвrлх
алrвбр с вIJделеяяъDa rвтэrrорфиsхох. 3.А,Дlrлатэвв до-
Kr.9oJta, что вдешеЕтарн8я теория решеток подrлrчбр бу-
левнх sлrзбр нерs'sрешиr.в [3l, в таххе исследовела буле-
вы алгебръ! с внделеяноfi груrrлой авmхорфиsхов [4t.

Нrяболее сtiепеxlтичGсЁое и9учзнt€ алеxgЕгзрянI
теорт,rй булевнr rлr.ебр с выделенннши иде8д!д.и наIцло
oтpaJKerrпe в рйотrх Д,Е.Палъчувовв [1Ь14. OcHoBrTHg
вопросц, исследуецце в BTr.rx рrботвх, TrxoBtJ: 9леуен_
тарная ахвив!лентвоегь булсвнх алгсбр с внлсленнн_
rди идеад!.raиi с!пцеегвовrяие у даяноfi булевой алrrебры
обогццения ) вндслеяяыхя идеiлr.rrя с нерrзречrrrмой
влеrrентарной теорисfi и Еоtfrинууrir обоrа,rцеrпrfi с раs_
JIlлчнцlлп алсragнтарнцraи теорияшиi счемаа ttлт€юрич_
ноегьr хонечнlя !ксхоцi:мrируемоегь и рцrрецlаrость
элеraеtfгврвtJх тсорий булсвых алгебр с вь!дaдеяныraи
идеалrraи. На проведеняыr Д,Е.Палъчуновым rсследовь
ЕяяI базируrотся поr)rrrеняце в атоfi работе результrтьI.
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В ý 1изучается m-аквивалентяость булевыr а,лг€6р,
получен критериfi m-аквивелентности атиI алгебраиче-
схих систвlr. Понятие m-аБвrlвалеIfгности дано в тер-
lrинах юнечннх часгичныI изоuорфизrrов на основе игр
Эренфоfiхта [21], что явдяется очень удобнци при работе
с булевыхи Lлr.ебраrrи и иl обогащенияrrи выдел€нны-
ми идеала,lill, так xll( сущ€ствует возliоrсность псрехода
при оперировании с 7l-€хвивалентностью над уБа:rанны_
ци внше объсr<тцм t их Еряlrнtl слrл!€мыra, При атом
данное понятие m-аквивалснтностк обла,даст та,rсим своfi-
егвоlд, чтоt с одноfi cтopoнъrr на ,а-еквива.llснтrrых буле-
вых алгебр истияны одItи и те )fiе предr(оrсевия с не более
чеt ,в хваr*горадaи [2t], ь с дlутэй, xlK ато бцло поtсlцiано
н [l7'!, ояо является форraульяо вIilра9ичыrr.

ý 2 посвяrцен рассхотрению нехоторых вопросов, х&-
саюцlr]tхся исследования алauантарных тсорий сlrператох_
ных булевýх влtебр с энделенных идеa.доlr, А иrrе:rяо:
и:rуча€тся поЕtягие слоrкности цдеала в д$шых булевых
алт,,ебраr. Для проrrзволъво* счетной суператохноfi бу-
левой sлгебFы найдсяа мшссt цольная сло]кность идеала1
воз}aо)lýная в даяной алrcбре. В хачестве сдедствяя Ери-
ВеДСЕЫ ltrХСИliаЛЬНО ВОЗlrО?ККLlе СЛОа(НОеЕИ I,Щ€аJIОВ В lЛ.
пебрrх Лrяденбауrrа яеrсоторыrr хлассов а.Jlrвбршiчесtqх
систем. Методрrr приraеняехы€ в ý 2, поэволяют поЕл|ь н€
только к&Ёие слоrквосги идеl.лi возllоrсны в суперетоу-
ной булевоfi r.лt.eбре, во и Kax}re раsличн}irе элеraентар.
ные пеоряи Ери обопощении данной алrтбры выделеннцl,
идеалоrr xor(}Io полуlмть.

В эаллrоченис oToIý р8здaла сдел8ех яехоторые зf.rrе-
чаtrtiя, кiсаtощЕеся тершинологип и обозначсний.

Вуквы "l ta ý буден ясполь9оватъ для обозначениfi бу-
левых алтrебр. Через (.{,I), (8rI) будем обозначаяь бупе-
вы алгебрr,r с выделенннl, идеалоu r, рассrrатривrемне
в сипrlтуре Е = (U,n,- r0,1,r), пде r - уворннй пре.ща_
кiт, выделяючIлй идеал. ByrKBa,rrH А н В будеr,r обозrrа-
члть основныс ltноrýеегва алгебр ,{, (l,I) и E,(8,1) соот-
ветственяо. Всли g - алехент булевой алrзбрн ,r{, то
полоrGи!'l (л) = (i,, U, П,- , 0, э), где i = {с С .{|с ý л}. В
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данноЙ работе будеr. рsссrдsтривать тольtо TaJйe буле-
вн 8лгебрцt в t(оторыа 0# l. С простеfiшиt и своЙства,
мя булевых влrcбр rrorqo познаtФмиться в ра.боте [2I.
Чfо trд&ется булевrrх а,лг€бр с выделенныuи иде&ла-
ми, то всю необr(оди!rую инФорхшI.rrю о них rrozKHo найти
в Пб-l1.

ý 1. rп-охвявr,леt{гность булевых алгебр

Rквчtле дqдаr. ясобхоlрtмые опред9леняя.
ОПРЕДЕЛВНИЕ 1. Пусть да.rrн булевы олгсбры .,l,8,

m е ч, L Е А, L - Еовечно и f - отобра;ltсgтле А э
8, обоsвв.тич чсреs .{1 - подO.одель ,il, пороасдсяную
мнохсеегвоu L, t - продолrкение t ..:|t, tlаэовех J
частичвъ!Dд иgоraсрФиэrrоц А ь В, еслп l - иsохорфное
вЛОЖllld,uе Al g 8,

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть даны булевы алгебры;{,8,
fп е ц. Будеч rэворить, что J п-вrtвивалентна 8 и
обоэвачать .l =- 8, асли существуют неfrусвые rrноrteегва
Fl, } < п, юнечrrнх чlстиrrян, изоrrорфязrrов А s 8 со
следуючцдм свойством: еслп l с rI,0< & <,й", то для
любых с € АuЬСВ суцlеств!,ют {rrq2 С Ft+r, ддя lФторых
с € domg1, б с imgц, / S cr,/ S cz.

Введеrr следуrощее обоэнеченив:

zn(.{, В) =

uа.IсСИ}r8,Льное m тrкое| что .,{ =- 8,
если оно суцIесl!вует,

Ф, если тLкоrю ц&llсиL{аJlьного ,tl
Ее суЕlеству€т.

Из [21t следует, что m(,{, В) = со вогдr. и только тогдrr|
хогд& булевы ллrrебры "{ и 8 элементарно ахвивалентны.

Нетру.пrо докшlать след}.ющие три предлоrвения.
ПРЕДЛО?ltЕНИЕ l. Цусtп А,В - бglссх аlвабрьц

лъ е u, Есач суlцссmоувm с € Д (а € а) mсrоd чmо Еlt lрбоdо
бсВ(сс,l) m((с),(6)) !п_l ulч п(а),(Б)) S m-1,
,по ,лL(,\В| S п.
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ПРЕДЛО7ltЕНИЕ 2. Пgспt А, В - буасом вlвсбрьв, m с c,l.
Есlч

L) lal lобово о, е А суtцсеmеузm }r € В пс:оф чmо

n((cr),(Dr)) ) zn-1 и 
'о((c-l ), (Бt)) 2 rъ -l,

2) trat l,юбоао Ь С В сущосmеусfu Bz € А пс:ой, чпо

Ц(сr),(Ь)) z rn- l U п(аz),(Й)) > rп- 1,

mо п\Аr8) 2 tъ.
ПРЕДЛОЖВНИЕ 3, Дусrпr Jl В - буlсав аrасбрьц m ец.

Есrц
|) dх tэбоао al С А с!ч|.елпв!сm бr С Дl mсrоф чrzо

(сЦсl) =ch(/) ч ch01 = сt(Е))

гraI4

-((nr),(0r)) >,z- t rr (сh(бt ) =cfi(j), u сЬ(Бt ) = cn(8)),

пrп

ц4U

7n{("-, ),Й )) f m- 1,

2) Dlt lпбом Ь2 е В с!чссmсуеm oz е А tпвэо , члъо

(сh(сr) : cb(.r{) чй(D2) =ch(B))

zn((cz), (Dz)) > m - l tl (сh(Ф) =сl(,Д), ц cICb) =ch(8)),

8all
,п(-и),(Ь))2m-1,

mо m(..,t,8) 2 m.
Введеrд на жноэхестве характсристиtЕ булевых алгзбр

линеlfuнfi порядоБ Зl,s,, Полоасиrr Ф(l) !r,s,з c,It(8)
тогда и тольЕо тогда, когда

(chr("{), cb(j), chz(I)) ý (chl(8), сЬ(8), сhэ(8)),
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где < -- обычныЙ леtrсихографически* пор8дох. Теперь
сформулируеra основноЙ рс9ультат 9тою п}рrлрафs-

ТЕОРЕМА |. Пусmt А,В - бgасох изсфq ch(,{) =
= (zzl,m2,m1), ch(8) = (пl,п1,1s), d(,{) (r.ý,r сЬ(В). Тоsiс
дсЕGuaaсaaraоa ,ъ msЕоa, чmо J =* Е, е*чuсяuпсl сrcеупчцtu
образоu:

lll пt
m9=0 (l)

(2)
(3)

ms=rtз=0
m!=пз=l

fruz < 
'Lz

<Br
m = 4zвr
tъ=1|4lъ1
tп = 2 l1tпt
,?l=1+rlrr}r
п=2*1tъt
п : 3 {,llnr
=nt
m = 9(m2).у 4tъ1
п= l llmt
ttl=2l|tъt
m=l*p(ma)t4nr
tп = 4Tnl
tъ=|*ltъt
m=1+4rz!
tъ=2*Qlпt

mз=1

'Г}з 
= 0

({)
(6)
(6)

m2=1
lТц = Nr$
|tla z 1
mз=0
По2 = lr2r3
m2>4

=0
= l,213
24
=1
= 2r3
! 4,n2 =
2 4,nZ2

0аl mt
iц<п2 (о

(8)
(9)

(10)
(11)
(12)
(13)
(14)

z5=l

'lyтmz
mа
m2

'lyzmа
m,

0
1

вЕе

9(t) = {*сrсч*м.во.,s|i Z 2r},r > 1,' G tJ,

ф(i) = {*crcu*crrяo, ,!|' : 2t + . . . + 22}, 
' 

> 4, a € с,.
ДОКА3АТВЛЬСТВО. Ввздех поtfятиG рrrrг8 пlры бу-

левъ!х алr€бр

rSПg(./at О =

(й!(,{), ci!(J), dr(.{), al (В), cIý(8),"hr(8)),
если с:h(.,{) 3l,з,l ch(B)r

(chr)(8), c}s(a), chz(8), cbl(/} cЦl(J), ф("{)),
если ch(8) lr.з.ч сЦJ).

На цноаtестве этt[х рrrrюв зада,д}ltf лекс!rхогрфиче-
скиfl порядок. Очсвrа.щlо, что поJIучllвЕIссся упорядочен-
ное мHorcecтBo являстся вполнс )mорядоченвыl, xнoale-
стзом, следовr,тедьно, по t{elry l.o7liнo вести трансФинит-
Е{ую индlrкцrllо.
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Докаэывать теорему будец индукtшеfi по раrrгу пары
булевых а.лгебр. Доказательство баsиса ивддпсцаи я ин-
дуктивноIэ шоl.а будеrr ос!rществлять парвлле.tIьно.

Для врвткости в дальнсftчех вшесто вцр!;!ения "Talc
ках rr.пg((с), (0)) < rа.пg(l, а) (r"лs((Ф, (Е)) < галg(J, В)), то
в силу ин.щгпрrонногý предполо2кGния по любоrrу из
случаев (;I),...,(;r) ltмeell', где 1 ( lt l 14, i; € {1,...,14},
для всех | S i S k, будеrr гпаса-ть просто "по 

'U 

rr, . - (dr)",
Выборl rалg((с), (Ь)) < гalrg(,{, ф или гап5((а), (Е)) <
< галg(l, В) будет ясен из контекста.

Докrзательстъо теорехн разобьеrr на два этапа. lla
первох атlJIе покв:кеш, что для любого из случs€в
(1)-(1а) спралведливо нерr'венство n(J, В) S ,tr,i Еа втсрсм
втопе lгaloкe для всех случаев (1)-(14) лока;rсеrr, что иlrе-
ет место обратное нерs.венство m{АrВ) | m, Из етих
lрyx утверr(дений и будет вы,гекать 9акпючение тео,]е-
rrы: m("'t,8) = m.

атлп 1.

СЛУЧаЙ (1): mr ( 1r r ms = 0, m2 = 1l zn = ,ltzr.
Если rn1 = 0rто очеви,Ф{о, что п("{,8) = 0. Если m1 >, 0,

то пусть б С В та.r<ой, что clr(6) = (m1,0, t). Ясно, что
сL(Б) = c,hl(B) >,пl.

Если &1(с) < m!, то, по (t)-(0), -((n),(b)) ! 3{4(п1-1) =
=lп-7.

Если сЬl (с) = m11 то &1(Е) < rlBt и, сдедовlзельно| по
(1F(6), ,n((E), (6)) s 3+{(nt - 1) =,п - 1.

Следовательно, по предлоrс€яи ю ll
п("{,8)l1frL,=m,

СлучаЙ (2): 7}: ( Blr m5 = 0, mа = 2,3, yn = 1 * 4ml.
Рtссмотрих случа.fi m2 = 2 (случай zra :з $ раgсмlаlrц-

ваэтся анвлогично),
Пусть б С В тOдФfi, что clt(O) = (m1,0,1). Ясно, .11,9

chl(Б)=dll(S)>rnt.
Если chl(c) ( 7в11 то1 по (l)-(6),

п((с), (6)) S 3+4(mt -1)<m-1.
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Если ch1(o) = ml, то либо chl(E) ( mr, либо сh(Е) =

= (m1, 1, 0). В первоrr сл}rча€, по (t)-(C), п((а), (ф) l
5 3*4(rnr - 1) < --1, а во BToporr, по (1), 

".((б), 
(Б)) S

! 4rn1 =1_1.
Следовательяо} по предлоrкени ю 1,

п(А,В) ! 1*{m1 =m.
,?rr < z1, ,'I.s = 0, m2 z1| m=2+41lъ|.
т!fiоfi, чтo Ф(6) = (mrl0, 1).

> nr. Если chl(c) < m1, то, по (1)-(6),
€

Тогда сlrl(ф
п((с),(а)) 

= 
З+4(ml - 1) < rll - 1.

Если chl(c) = ml, то, по (11)-(1з),

п((с), (О)) S 1*4лrr = m - 1.

Следова.тельно, по Ередл о]rrеяию l,
п(А,8)ЗZ|ltлъt=tп.

СлучаJt (4): m1 <ztr m!=l, t7te =Olm= 1+4m!,
ПустъТ-с В Tatiofi, чпо Ф(Ь) = (m1,1,0).
Если ch1(6) < ,Dl| то) по (t)-(0), п((с), (D)) S 3+4(r7&t-1) <

<r?-1.
Если chl(c) = 7l1t, то ch(c) = (r7r1,0,1). Тогда, по (11),

nt.(c),(D)) J 4rп1 =71 -1.
Слсдовательно! по предлоr(ени ю l,

Ц.{,ФSl+zlml=m.
СлучаЙ (б): mr ( arr ?I}s = 1r 17з = 1,2r3, п = 2*,lm1.
Рассмотриrд случаЙ m2 = 3 (случаlд mz = 1,2 р&ссх8т-

риваются аrrалогично).
Пусть с € А тrлоfi, что ch(c) = (m1,0, 1) и clt(a) =

= (m1,3,0), _
Если drr(t) > mlt то) по (t), ,n((E), (Е')) S 1*4mr =]l|- l.
Если сhl (ф < mt| то, по (1)-(6),

-((Ф,(D) <B*4(n1 - 1)<пr-1.
Если сhl(ф = п1 и сh(ф 7Е (m1,3,0), то, по (?),(12),

,n(E), (tr)) S 1*4mr = m - 1.
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Всли сr(ф = (mt,3,0), то, по (4),

-(("),(l)) S 1 +/tml = rп - 1.

Следовr.тельво, по прадлоокению 1,

-(J, В) < 2+1lц = rп,

СлучrЙ (6): 7Br < alt ,пS = 1, m2 2,{, m=3+4rr}l.
Пусть с С Л т!лой, что ch(c) = (ml,zпз,0) я ch(E) =

= (rnlr0rl). Ясно,.rто либо сhl(D) > mt, либо "L.Ф > -r.
Поатоху или по (3) -((n), (0)) S 2 +{mt = m - lt или, по (4),
,й(а),(D) S 1 *4mr < rт - l.

Следоватtльно, по предло;сеrпtю 1,

"0(,Д,В) 
З 3*4ml вm-l.

СлучаЙ (7): пt =rl, mr=вз=0, лп = 9(m2)* ltltl,
Пусть m2 = 1. Если m1 = 0, то доttа.зывоть нечего.

Если m1 > О, то воэьr.ех Ь € В талой, что й(6) = (zl1,1,0).
Ясно, что сhl (ф = д, и лябо chl(c) <,r}rr либо chr (Е) < nl.
Поатоrrу Iiлиl по (t)-(0), п((с),(Ь)) S 3+a(rTr - r) - m- l,
Ели, T!.tеrсe по (1)-(6), m(G), (D) l 3 * 4(rn1 - 1)еm-1.

Следова,тсльно, по предло2кеяию l,
п4А,В) 34tn1 = sn.

Пусть теперь лц >_ 2, Воsьчеrr 0 С В таtФй, что

ф(0) = (;t1) nl,o), Ф(ф = (nl, п{,0), где л| > d : [ЧrЦ].
Если ch1(o) < ,nl или cfrl(a) < ,ъt, то л бо, по (1)-(6),

,п((с), (Ь)) S 3 t 4(nl - l) ( m, либо, та.юке по (1)-(8),
,п(б),(D) S 3*4(m1 -1)<п.

Если drt(c) = nrr и Фr(ii) =,nt, то dr(c) = (пr,r4,0),
сh(Е) = (m1, m!, 0), причеu m', + п!! = 1ц. Если
й з ,n!;, то ,rй < ъl" п 9Рпlr) < р(m2) - 1. Поетоrrу,
по (7), rп((с), (6)) S р(п'r) + rml S p(rTa) + lml - 1 = m - l.

Если m! ) d, то il! < 4 n 9h!Л s 9Qd- l. Поэтохп
по (z), z((ф, (ф) S p(-fl) + l-, з 9(rлФ)++ml - ! =лп-l.

Слсдовательно, по прсдлоасению 1,

п(/, В) S р(mz) + 1mt = п,
СлучrЙ (Е): ml = в1, ,T,-}r = о, = l, 7'}1 1 llz1 tъ2 = g,

п = 1 *,{mr.

Frl



Пусть D € В таfiойt чm Ф(0) = (m1,1,0).
Если Фl(с) < ml, то, по (1)-(6), -((о), (Ь)) S 3+4(mr-1) <

<п-I.
Если сЬl(с) =,ъ1, то сh(с) = (rB1,0,1) и, по (1l),

п((с),(0) (,lm1 =2-1.
Gледоввтсльяо, по предложению 1,

m(,{, а) l1*,iyrlr = m.

СлучвЙ (9): m, = nt, ,?ъ = n! = l, 'rи 
< пr, m2 =

= lr2,3, пв=2*4пв1.
Рассrrотриrr случай m1 = 1 (оста,льньлс случr,rr раsби-

рвrотся а.rrалогкччо).
Пусть с С В таюй, что сh(с) = (m1, r, 0), ch(E) = (rl1, 0, 1).

Если clr(0) f (пв1,1,0)l то, по (1)-(6), (7), (11),

п((с), (0)) S 4п\ < ,п - |.

Если с[(6) = (m1,110Jr то Ф(ф = (-1,4,1), гдс п| > 0,
Поэтoху, по (Е), п((Е), (6)) S 1 + lrnl = lTt - l,

Следовьтельноr по предлоr(енt!ю l,
п|Аlф !2+|m1 = m-

СлучаJl (l0} ml = ъ|, tll6 = zз = 1, mа < ц, пи 2 1,
m=l{ff79}47,,

PaccrroTpr,rrr нссЁолъко подслуч!ев.
r) mr = {r...r7, п = 3*,lrnl.
Воэьхеч б € В тахоfi, что Ф(0) = (m1,4,0). Если сЬl (с) <

< ,Bt, то, по (t)-(0), n((c), (6)) 1! 3 * 4(ral - 1) < zz - l.
Пlrсть тсперъ Фl(с) = 7r. ЕслIа ch(c) = сf(0), то, по (Е),

(9)t ,{(Е), (Е)) _< 2 *,tmr = уп - l.
Если сЬ(с) # сh(6), то, по (7), (13), (1а),

d(c), (О)) _< 2*,lm1 -z1-1.
С ледоватс льно, по преддо2кению 1,

-<A,BrS3+4mr=m.
б) rпз = 8r. . ., 11, по = 3 4 4п1.
Воэъмец 0 с В T!fiofi, что ch(6) = (ml,Е,O).
Если сЬl(с) ( rъll то1 по (l)-(0), п((с), (а)) l 3+4(ml-r) <

<?п-1,
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Пусть теперь ФI(а) = nt. Если сЬ(с) = 0 и ch2(c) f Е,
то, по (9),,"(Е),(Е)) S 2+4ynr = m- l.

Есля сhз(с) = 0 и dt2(c) < 8, то, по (7),

nr((n),(b)) 3214лц =m-l.
Нахонец, есля Й9(с) = l,) то} по (13), (14),

-(с), Ф)) S2*1lц = m- l,
Следовательно, по предлоrсеЕию l,

n(,'t, а) J $+4rn1 = пu

в) 7и > 12,,п = i +Ф(m2)+{rnr,
Воэьхеrr 0 € 8 тrкой, что clr(i) = (пl,п!,О), где

4 = 7и - (29('В') + . . . + 22) + 1. За.rrетиrr, что л! l 2a('D,)+l .

Если clrl(c) < mt, то, по (t)--(a),

zп((а),(i,)) S 3+ 4(mr - 1) < rn - 1.

Пусть теперь с.hl (с) = nr, Если сIrз(с) = 1, то, по (1lГ
(t+), п((с),(а)) s2 + 1m:' < п - l.

Пустъ теперь сЬ(с) = 0. Если сh2(с) < z|, то, по i7),
-((о),(0)) S Ф(,и) + l-, = п - 1.

Если ф = cll(c) f r|, то в случ8е d = фч(а) S з, по
(Е), (9), d(б), (6)) S 2++mr S Ф(па)+lm, = rB-ll так liaБ
Ф(zи) 2 3' ь еслr. ф } {, то, по (10),

"((а),Сц) S 1+ф(п'{) +4nr,
при этом rЦ = ^r- 14 3 -" - "Ь = пц- (nr - (22+...
. . . + 2{(-,)) + 1) = 2z а. ., 4 2t(nr) - 1, следовательно, Ф(r"1) S
S Ф(rи) - l. ПоаI!му -(Е), (Е)) 3фQr)+ц^r=m-l.

По предлоrrсению 1 з&Блючадri, чтэ
п(,{,а) l 1 + ф(m.) + 4mr = rr!.

Случай (11): m1 = в1, mз = 0r пs = 1r mz = l, m = 4m1.
Если m1 = 0, то докал9ывlть Еечею.
IIусть m1 >0. ВоэьrrеrдбСВтоrсой,

= (zr.и,1), сh(ф = (rr,0,1). Ясно, что или
или chl (E) < mr, ПоDтому либо по (l)-(6)

ý 3 * a(rn1 - 1) = m - 1, либо Taxэrce по (l)-(6)
l3*4(m1 - 1)=m - 1.

что dr(E) =
chl (c) < rп1,

п((с), (D)} l
7,((d),(D) s
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Следовательllоr по преддохсению 1,

m(.r{,8) S 4mr =m - t.
Случай (r2):

/tд := 1*4rnr.
Ралсмотрим случаft 7Iф = $ (слуqах пц =t раý6ира€тся

адrilпогрrtrно).
Воsьrдеьа Ь е В такоfi, чтo ch(D) = (nr, n2,1) и .Ь(D =

= (z1,0r 1).
Если ctrl(c) 1 tп1 плп chl(E) ( }7}Ir то дпбо, по (1)-(8),

zп(,(с),(ц) < 3*4(п1 -1) < m-!t либо, тадоке по (1)-(6),

,п({Е),(Ф) s 3+4(m1 - 1) < rz- 1.

Если сhl(с) : m, ш ch"l(E) - ?ъ1, то или ch2(c) = tl дли
сh2(а) - l. ПoaTorrlr пибо, цо (11), m((с),(0)) S 1mt = ?z - 1r

либо, тщ(rке по (11), *((а),(0)) S4mt = пt - 1.

Следовательно, по предлоакению 1,

m("4,а)S1*4rпr=m.

itr2=0r пъ=1*4rц.
Воэьrдем с € ;l такоfi, что ch(c) = (rпlr lr 0).
Если cft1(0) ( -r, Tor по (1)-(8),

rп((о),(0)) S 3+ 4(nrr - 1) < m - t.
Если сL1(6) = mr, то сh(6) = (nrr0,1), поатоrrп по (11),

m((с), (6)) S аzlъr = tъ - l.
Следовательноr по цр€длох€енню 1,

m("{,8) S 1*4azr = rп.

gдд1qй_g4j, f}lr - zl, fъз - 0, вз - 1, п2 } 4,
ze)1, zz=1*{rтrr.

Воsьмеrд 0 с .B тахоfi, что ch(6) = (zrrп2,0) и сh(Б) =
* ('tъlr 0, 1).

Если й1(7) (,7}tr Tot по (1)-(6),

-(E),(D) S 3*4(пr - 1) < tп - !.

?тll = l11r 7Dз = 0, t&з = 1r tTц = 2r3,
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Если сhl (ф = lltr Tor по (11)-(1з),

Ц(Е), (Е)) ( 1f ,lrz1 =tъ-!.
Следовательно, по предлоrснпtо 1,

,n(J,a) S 2 + 4tъ1 = 11,

9тлп,.
GлуЧЙ (1): rц <otr mз =0| lIb2=|, 1а=lлr.
Если m1 = 0r тэ доклsыватъ нечею.
Пусrъ щ > 0 и внбршr с € 

'. 
Ясно, что или clr(c) <

< п\ плg. Йl (Ф < mt . BeS огрrя!пIеяия обtцr.rости xoacro
сtи!гать, что chl(c) <,r1. Во9ьr.ец 0 С 8 таýоfi, что сЬ(0) =
= "L"(") 

, 
"Ь(D) = а"("), а тш9х. 

"Lz(0) = ch2(c), если
ch2(c) ! 2'-lби clr2(6) = 2'-r, если с}rз(6) > 2--l. Очеви,щlо,
что сL@) = Ф(,,{) и Ф(е) = сЩ8), l тцоFе либо п((с), (!)) =
= оо > ,тъ - 1, лпбо, по (7),(t0), п((с), (с)) Z п - t,

Пусть тегrерь в:*браrr i € 8. Если clr1(0) ( п1, то
воSьЕем с С l т!ýоfi, .rTo cLl(c) = ch(0), сЬ(с) = сЬ(6), а
талrасе сhз(а) - йз(й), если cL2(0) l 2--t п сЦ(о) - 2--r, если
Ф2(}) > 2--r. Яссlо, что сh(ф = сh(..i), Ф(Е) = ф(а) и либо
п((с), (6)) = о > rn - 1, либо, по (?), (r0), rъ((n),(a)):,а - 1.

Если с[l(ф < m1, то поGгупаaдi авiлогиtlно.
Пусrъ тсперь eil(e) } лr1, chl (Q } rnl. Очсвядtо, что

хотя бц o.IEIo из Dтях неравснств егрогое. Веs огрвr*иче-
ния обlцност}r будсч с*rитать, что йl(е) > ,п1. Во9ьr.еrд
с € 

' 
тrхой, что Ф(с) = (mr, l,0) и Ф(ф = (m1 - 1, ф, 1), где

ф z +. Тогда лпбо cfi(c) - сЩl) и сЬ(6) - cL(8), либо,
по (t), п((с), (D)) l l-, } п - 1. Вхестс с Terr, по (0),

'd(E),(Е))}4п1 -l =лъ-t.,
Слсдовательно, по rц)сдлоr(еt tю 8,

m(l, 8) ) ,lm1 = пt.

3АМЕЧАНИЕ. Чятатель }Dве, я!вервое, отметилr что
хогдl внбираятся елехент g яs .,il или 8 талой, что
фr(с) < Bil(c[1(.,l), &1(В)) или drr(Ф < (фr(,lЬФl(8)), ТО
сlrгушрrя рrэреIЕается стlJrдартныra обраэоra, не9r.висимо
от тою, каЕовы cL(J) и ch(8). Поатоrrу в дальнейrпеrr, q1,o-

бн ве повторяlъся, тarýr€ во9жоасности внбора paccxr,T-
ривать не будеrr.
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Случа.fi (2): rп1 зrt, mз=0, m2=2r3, m = 1+ 4ml.
Рассrrотриrr случаfi rna = 2 (случаfi ,пs = 3 рассхатри-

ва.<lтся аrrалогично).
Всли выбрвн с С Д, то, приниrдsя во внижЕ.ние за.x€-

чaние, сЬ,(с) = сh(а) = (rnlrlr0). Воgьшем 0 € В тrкой, что
ch(D) = (m1,0, 1} Тогда, по (t), п((с), (0)) 2 4mr = m - 1 и,
по (11), m((ф,(6)): lml = m - t.

Пусть теперь выбраrr } С В, Воэыrеч с С r{ тахоЙ, что
ch(o) = ch(a) = (rц,1,0), Тогдr, по (l)| (7), (l1),9((с),(Ь)) Z
) .lrrl = m - l и, тl!оке по (l), (7), (11), -(Ф,Ф)) 2 4mr =
=rъ-|,

Следовательяо, Ео предлоrвению 3,

ЦА,В)2|+1]п|=лъ,
Случа.й (3): rn1 <,hr 7ъз = Ц zla|-1| tъ=2t4пt.
Пусть вr,rбран с € rl. Тогда й(с) = (ml,rz|,0), сЬ(Е) =

= (m1, m'{,0). Вслп фrф > 2| то возьrдех 0€8тахоfi, что
ф(Б) = (m1,0, t). Тогдв, по (12),(13), ,"((d), (Б)) 2 1 * 4mr =
= rп - 1r о тадg;е либо ch(c) = ch(/) и clr(6) = сh(8), либо, по
(2),(3), п((с), (6)) 2 t ++ml = rп- l.

Если ф = ll то воэьxсr. 6 € В таrсой, что ch(0) =
= (m1,1,0). Тогла п((с),(с)) =* > lf ,lrп1 = 7D-l и, по
(2),(З), Ц(Е),Ф)) > 1+4rnl = m_ 1.

ЕСЛп ф - l, т9 пост)rпа€rr онадогично.
flycTb тепе.рь внбршr } € 8. Если Фl(Ь) ) lп1 u

фr(0) > mt, то возьuех с € Л тiJrой, что cl2(c) 2 2 и
ch2(iE) > 2. Тогда либо clr(c) = cn(J) и й(l) = Ф(8), ли_
бо, по (3), (З), п((с), (0)) 2 l f 4nr : m-\ r тrдоке либо|
по _(2),(3), ,n(a), Ф)) 2 1 *,lml = rn - ll дибо ch(ir) = ch(/) и
ch(}) : сh(8).

Пустъ теперь drl(b) = m1 или йl(ф = п1. Jtля опреде-
,Iенности будеrr счятать, чm eJr1(0) = п1. Есля {Щ(0) = l,
то возьxеч с€ Д тsкой, t.lгo сh2(с) ) 2и ch2(ii) ) 2. тогда.,
по (12){la), rn((c), (0)) 2 1 { ,lrтъr = lrt - 1r а таJсаке либо, по
(2), (3), Ц(а), (Е)) > r +4r1, = rr - 1, либо й(Е) = ci(;l) и
сЦD = сЦВ).
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Пусть теперь dв(r) = 0. Если сL2(6) = 1l2l то возьмем
с € л тtхой, что ф(с) = dr(6). Тогдвr((с),(6)):в)m-lr
а Taк}ne лябо сh(u) = d("{) и cL(6) = cIrE, либо, по (2), (в),
,в(Е), (Б)) 2 1*,tmr = m- 1,

Если йz(t) Z 3, то во5ъхеr, с с l тsхоfi, что ch(c) =
= (rn1,2,0). Тогдr, по (Z), n((c), (6)) ) 1* 4tnl = ,n - l, о
таfir(е jибо а(а) = ф(l) я ch(6) = dr(a), либо, по (2),(,а),
,"(a),(D) ) t *4mr = пl - 1.

Gледовательно, по предло}кеrrию 3,

п(,{,8) 2 2+4m1 = яз.

Сду"ф (4): mr < ,ttt ,:вз = l, m2 = 0. m = 1t4mr.
Пусть выбраlr d € 

'. 
Топда dr(c) = cn(B) = (п1,0,1).

Возьlrеrr D € .B талсой, что dr(b) = (m1,0,r). Тогда ch(B) =
= ch(,1) и сh(Б) = сh(Б) = сh(ý), а, таlэке rп((с), (D)) = о > rll.-t.

Пусть теперь вr.rбрrлrr б С В. Возьrrеrд с С .Д т!fЁDйt
что сh(л) = dl(E) = (m1,0, 1). Тогда. или ctr(c) = dr("a) и
сhФ) = сh(В), или всl!едствие Torto, 'rто ch(c) = ch(0) и::;а,
по (а), (8), (11)-{13), 

'l{(с),(ь)) ) 4nt = m - 1, 8 1Ea.toкe иля
сh(а) = ch(l) и сЬ(ф = ch(8), или так кв.к ch(a) = ф(Е) иJи,
по (4), (8), (11)-(13), ,п((Е), (Е)) f 4rп1 - д, - 1,

Следовательноt по пр€длоrснию 3,

п(/,В) } 1*4m1 =7-1.
СлучаЙ (б): m1 <'rtr ,rls=11 m2 = 1,f,,t, m=2*4mr.
Рассrrотриr.r случа,fi m2 = 1(сл}.чаи mz=2п 3 разi5и-

раются аItалогичным обраэо}d).
Пусть выбрв:r а С .{. Тогд& ct(c) = (n1, mi, m!), сh(Е) =

= (п1, zn{, rz[). Вез огранпчения общности моrкяо считать,
что m! = 1. тогда тц=0 п m'J = 1. ВоэьrдеrдD€8тадсэй,
что ch(}) = ф(д). Тогда п((с),(i)) = Ф > 7п - 1 и, по .(4),

,п(d),(Е)) 2 1 *4nr = nz- 1,

Пlrсть теперь выбрв.rr } С 8. Пусть сh(6) = (rnr, l, С)
или сh(Б) = (mlr1,0). Для определенности б5rдех c,rra_

т&ть, что выполнено первое. Возьхеrr с С А тrrсоЙ, чlg
сЩс) = (л11,1,0). Топда п((с), (Ь)) = Ф > m- 1 я, по (4),
llа((а), (D) > 1 + 4rsl = m - 1. Пустъ теперь ch(b) l (nr, 1, 0)

Е й(Е') # (п1, 1, 0). Возьмем а G Д такой, что ch(c) =
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= (znt,0, 1), ch(a) = (ml,t,l). Тогда, вследствие тогэ,
что ch(c) = сЬ(6) или, по (4), (S), (12),(1З), n((c), (0)) }
),t * 4mr = m - 1r а TaIoKe или ch(a) = ch(,,{) и .h(Ф - "Ц8),или т&х хах ch(E) = сЬ(Б), или, по (5), (Е), (9I (12), (l4),
rn(a), (Ь)) Z 1*4mr =m-7,

Следовательно, по прсдлоrсению З,

,r,(.{,8) > 2+ltц =m.
9зу"Цý} mr ( t|rl tъ5 = !, m2 2 4, ra = 3 * 4mr,
rrycTb выбралrr s € i. Пусть ch(c) = (п1, ф,0), где

п| - L,2r3, или сh(с) = (m1,0, 1). Bosbrrerr 0 € В таtФй,
что сh(6) = ф(а). Тогда -((.),(а)) = щ ) 2i4mr =m- l,, а

талкхlе или ch(E) = dr(,{) и Ф(ф - 9Ц6;, ипи, по (з), (Б), (6),

-(а),(tr)) } 2 i4mr = yrr - 1,
Еслп ch(6) - (m1, m'1, 0), где m!' = l, 2, S, или с,h(Z) =

= l:rnlr0, 1), то поступшlд оналогичным обраэох,
Пусть теперь Ф(с) 7Ё (ml,mз,0) * d(Е), где ml = 1,2,3,

и ch(c) l (m1,0,1) iД сЦЕ). Воэьrдеrr б € В та.коfi, что
ch(6) - (rп1, z|,0), где r| ) 4. Тогда иs тоrэ, что сL(с) = ch(6)
илн, по (Q,(tl), п((с),(Ь)) ) 2 + 4пt = rr - 1, а. такr€ или
ch(a) = ch(J) и сh(ф = c,h(a), или, по (s),(s),(О), ,2{(Е), (r)) 2
2 2 + 4flL| = zn - 1.

Пусть теперь вцбран б € В. Пусть ch(6) = (пrl,z!,О),
где n! = 1r2rз, или c}.(D) = (mlr0rl). Boэbrrerr с G l та-
Ко,й, что dr(с) = dr(6). Этв ситуа.rцrя у2ке ра.ссrда.трива,
лs.сь вьпше. Если с!r(Б) = (пl,z{,0), где п{ - 1,2,3, uлu
dr(6) = (m1,0, 1), то поступаэх аrrалогично. Пусть те-
пе,рь ch(6) f (ml,d,o) f й(ф, гле zi = r,2,3, и ch(6) f
# (rв1,0, l) # сЬ(Е). Воsьмех с € ,,l твJФfi, что ch(c) =
= (?r}t, nL1, 1), Ф(а) = (m1, m], 1), гле rb!, п{ ) 2. Тогда или
Ф(с) = clr(J) и ф(0) '. с.h(8), или так rс&tt й(с) = Ф(D) или,
по (5),(6),(9),(10),(14), 

'}((r),(})) 
'2 2 * 4tц = rп - 1r а такrхе

или ch(E) - dr(,,r) и clr(E) - (В), или TtJc ББ сfi(Ф = cn(6-)
или, по (5),(6),(9),(10),(14), ,(Е), (i)) 2 2 .l 4mt = m - L.
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Следовательноl по предлоr(ению 3t

п("а, ф 2 З + ilrтъt = m.

Сл m! = Bt, ms = BS = 0r rи ( rt2, яl =
fп, +

Рассмотриrr двs подсл)rчая.
Ъ) lr1,2 = !,
Если m1 = 0, то утверrкдение очеви.Фlо,
Пусть m1 > 0. Если выбираатся Dлехент с € ,,l, то лrrбо

сhr(с) < ,zr, либо ctrl (Е) < 7nl, т,е. во9ника,ет сIЕгуr.Lg4я, о
которой шла речь в заiiечiниtп. Поатэху возуоrкность
тЁJOого выборs рассraвтривать не будеrr.

Пусrъ выбраrr б € 9. Наттохниlд, чпо, в силу sаддеча.
ния, сhr (D) = nrr и ctrr(0) = m1. Воsьхеrr с € ,{ Tartoй, trTo
ch(c) = (m1,1,0) и ch(E) = (ml - r,m{,1), где m|| ),l. Тогдв
либо dr(c) = сЬ(.{) и ch(D) = сЦ8), либо вследетвие тсго,
что dl(c) = dr(D) или, по (7), п((с), (0)) : 4ml > m - l, s
таrоке, ,ю (6), -((Ф, (D) ) 3 * 4(rz1 - 1) = m - 1.

Следователъно, по прсдлохе.нию 3,

m("4,а) ) 1tпу =m-l.
б)-.>t.
Пусть выбраrr в е Ап ch(c) = (mr,n|,o), сh(Е) =

= (mt,n],0). Веs ограrrичения обчlности uоrкно считатьl
что ф _< rr{. Возьхех i е В тахоfi, что ch(6) = dr(c). Тогда
п((с),(0)) = ф > 1п - lt ь TaJe.ce, по (Z), п((ф, (ф) 2 е(",0 +
+anl l p(nz) =4nr -1=п- 1r та.к Eaic 9(п{) 2 p(qb) |,

Пусть тепсрь выбреrr й € В. Всля фз(6) S [?], *
выбпрасrr с € .,l тахоfi, что ch(c) = ф(D). Тогда п((с), (Ь)) =

= ф > m- l, а тшQсеt по (7), п((ф, (Б)) > е(m{) = 4mr 2

> 9(rп2)1{m1 -1=m-1. Если сh2(ф S [?j, * поступ8еь{
аIlалогично,
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Пусть теперь аrФ) , lgz ] и сh2(Б) > [9, ], В*"меr,
с G i Talroй, что с\(с) = (ml,zь!,0), сЬ(Е) = (mt,mg,o),

причеrr m!,m{ u [?], Тогда тtлrс как й(с) = сЩ0) или,

по (7), п((с),(})) } e(rrni) * 4rnr ) p(пz) + Цтц - l = п- 1r а

Taroкe в силу тогоr что clr(E) = й(ф или, по (7), п((а),(ф) 2
} р(-{) ++-, } у(-а)+ +-, - t - rB- 1.

Следовательно, по предлоrсению 3,

n(l, В) 2 e(rrB) l 4lп1 = 1n - 1.

СлучаЙ (Е} ,r}r = '!t, ,r}ý := ,tз -- L| fr12 < пz, mz = 01

m = l l4ml.
Пусть выбралrr с € rt. Тогдь сЬ(с) = Ф(а) = (m1,0, 1).

Вс,зьrлеlд D е В тахой, что ci(O) = clr(c), dt(Б) = ctr(8). Тогдд
п((о)), (6) = Ф > ,в - 1, а тц€хс сh(а) = сh(.,{) и сh(Е) =
= сh(6).

Пусть теперь выбрrrr б € В. Возьrдехссrт}rrоfi,
что Ф(с) = ct(E) = (иr1,0, 1). Тогдr либо а(с) = ch(l)
и ci(6) = ch(8), либо из-зr. тою, что dr(a) = dr(D) яли,
по (8),(11)-(13), п((с),(0)) | 1m1 = ,t - 1, а Tax:rce либо
ch(a) = ch(l) и сь(r) = сь(S), либо Tarc хшс с.Ь(Е) = сh(Б) илп,
по (s),(11|(1З), ,,}((Е),(D) } 4m1 =р-1.

Следовательно, по предлоЁению З,

ЦA,B)z 1.r4m1 =п.
СлучrЙ (9): ml = ,ttr ллц = пэ = 1l пц ( 11213, rп =

=2*4mr.
Рассrrотрим случай rn2 = 1 (случаи п7 = 2 tl3 paccrraT-

р"jваются а.rrалогичяо).
Пусть внбраrr с € 

', 
Вa5 ограничеяия общности xo:lt-

нс считатьl что ch2(a) = 1. Тогда &(iE) = (zп1, 0, 1). Возьхех
Ь € 8 тадсойr что с[(0) = ch(c) и сL(ф = (ml,п!,t). Тогда
ni(c), (6)) = о ) m- 1l а TaJoKe, по (S), m((а), (ф 2 l *4mr =
=m-1,
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Пусть теперь выбраlr D € В. Если ch(D) = (rаr,1,0), то
возъмеr. с € Л тахоЙ, что ch(c) = dr(0). Тогдr пъ((с), (а)) =
= оо > m_- 1| а тшехе| по (В), n((a), @)) l l .|.4mr = п _- 1.
Есша ch(}) = (z1, 1,0), то продёлыввем все аналогично.

Пуегь теперь Ф(С) f (zrr,1,0) f dr(б'). Воэьм ем а Q Д
тшсой, что ch(c) = (m1,0, t) и dr(a) = (m1, r,1). Тогда T,a.rc

кал сЦв) = ch(6) или, по (E),(l2),(13), п((с),(6)) 2 1+4rп:. =
= ffu - |t а таЁrхе либо сй(а) = $("{) и сь(Е) = Ф(8), ли-
бо иэ-за. того, что ch(T) = й(а) илиr по (8),(0),(12),(.4),

-(Ф,(6)) 2 l *{по1 = пъ- l.
Следоватrельно, по предлоltению 3,

7Js(jl,Е):2+1m!=п.
сл lfл 0

'''rt = 'r} '?з = 'tз = I, па ( пзr п1 ] 'l, nr =
=1+ +

Расоrотрим несколъко подслучаев.
а) п2 = ,(,.. ,,11, m=3f 4m1.
Пусть выбраrr а € Д. Ясно, что сfu(с) = 1 или сhз(ф =, 1.

Без огравичения обrцвости моrtно считать, что вь!полне-
НО ПеРЭОе. Если_сh2(с) = 0, тý возьмем } € 8 тахой, ttTo
ch(}) = сh(с), сlrз(D) = сJrз(Е). Тоrдr. п((с), (i)) = m > m -_ 1,
а таiок€ или dr(E) = d(J) и dt(6) = cI(B), или, по (7),(],0),
п((ч), (l)) >2+1rц = nr- l.

Во всех остальнt{r( случ!.ях выбирае}a 6 € В тако*, ttTo
ch(r) = сh(а) и сhз(r) = с.hз(с). Тогдв п(а), (Б)) = Ф > ,тl -- 1,

а TaJoKe или dl(s) = ch(.la) и сh(D) = dl(8), или, по (9),(!.0),
п((с), (Ь)) Z 2 + 1п1 = m - 1.

Пусть теперь выбрs.н б € В. Ясно, чтo ch5(6) = l или
сrý(Б) = 1. Для определенности пустъ выподн€но первое.
Если сhl(Б) = о, с.h:(Б) = 1l2,з, то возь}rеr, с € д таfiоfi| что
ф(Е) = сh(Б). Тоглв zz((E), (6-)) = со ) m - t, л талrоrсе, по (9),
(t0), ;r((c), (5)) >2+4lц =m-7.

ЕСли chl(c) = 0 и сhз(с) = l, Tqgosb1,1eц с с71 тшiэfi,
что ch(c) = Ф(i) и g1.17) = сhз(Е). Тогда п((с), (6)) =
= оо > m- 1, а та!аr€ или сh(а) = ch(,() и сh(Б) = ch(8),
Ели, по (7), zl{(а), (Б)) z 2 + 4m1- rп - 1.
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IJo всех остальных случаях берем с € z{ та.rсоЙ, ч,го
сhз(с) = сhз(ф = 1и сhl(с) = еh2(а) )I. Тогдв, lTo
(9),(!0),(l{), п((с),(})) } 2 * 4tTr - m-l и, Tat(lсe Ео
(9),(10),(11), *(Е), (0) 2 2+4mt =.п-L.

Следовательноl по предло]fiению 3,

п("{,8) ) 3+,tml =,t.
б) m2 > 12, m = l +Ф(m2)+4r}1.
Пусть выбраrr @ € 

', 
сЬ(с) = (z1, zt|,, m!), сh(а) =

= (ц,п$,,п|'!). Ясно, что пi = 1 или m'J = 1. Для оттре-

де,Iенности пусть m! = l. Если mf = 0 и 41 < 29(-r), то
тп|" = тч2 - n/j 2 1zr('n,) +.,. + 22) - 2a(.tч) = 20(aa}-r + ... + 22
и, следов8тельно, 

'(7п'r) 
} ф(тпz) - t.

Возьлдеrr С е 8 такой, что сh(Б) = ch(E). Тогда
ll(а), (Б)) = сЁ ) п, - l, а TaJolзe, по (to), nz((c), (а)) 2
> ,L + Ф(rпi) + arnl < 9(rtl) + 4nl = z,ъ - l.

Если rn{ =О п ф 1 2{(Br), то выберех 0 G 8 таsой, что
cL(6) = ch(c) и сhsФ) = сЬ(а). Тогда, m((с),(D)) = оо ) m- ir
а. ::aJоKel по (7), zп((ф, (ф) } ф(zпr) + +zzr = rп - |.

Пlrсть теперь уп3 = 1, Ддя опрсдсленности будсх счи-

тагь, что й3^i. Тогда rп{ Z,+ =
2*(ld4...{22

2
>,la('"r)-l +...+22 и, следовательно, Ф(rп1) 2 *(упz) - t.

Всэыдех б G В тахой, что Ф(Ь) = clr(c) и фs(Е) = фз(Е).
Тсгда r{(c),(0)) = Ф > ,п - 1, а Taкate, по (10), ,п((d), (Б)) >
> l +ф(rп'r)+аml: Ф(rr}z) + 4rnt =m-1,

Пустъ теперъ эыбра.н а € 8, ch(r) = (пl,п!,z!), сh(ф =
= (rll,B|,z!'). Ясно, что ,=1,или. n{=1. Пусть п!=1.
Если п'j = О и ]LЦ g 2t(-a), то возьме}. с G Л тsýоfi, что
ch(:a) = сh(Б). тогда пв((а),(ф) = m > m-1, а тах:ке, по (l(}),
,п((с), (D)) > 1+ ф(сЬ(с)) + {mt > Ф(7и) +4nr =m-1.

Если пf = 0, п ъ\; 2l(-r), то возьмем с € Л таJФй, что
сЬ(Е) = cbs(6-), сh(с) -- ch(6). Тогда m((с),(6)) = о > m - 1, а
Tal{?Ke, по (7), m((а), (Е)) u ф(r?.2) + 4rh = m - 1,
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ПУсть теперь в3 = 1. Пусть 4 < z'(-l)-t +... + 22.
Возьхех с С i таJrой, что Ф(с) = dr(6), сfu(-с) = chr(6).
Тогла п((с), (6)) = * > m - lt а T8^roKer по (10), n(E), (-D)) :
2 t+*(Йz(a))*4zzr 2 ф(rц) + 4tп1 =11 - 1, тrк х,ак

clz(r) = m2 - Д, (о) - ,ь - "L; 2*('Bl) 1. . .122 _ 1z9(*d-t .r_. ..
... + 2') = 2t(nz) а 2t(;l)-t +... + 2,.

Если t| q 1t(-l)-l +. . . + 22, то посгупа€ra аяiлогично.
Пусть теперь z|, п{ ) Z9(*r)-t + .. , +22. Тогда воэьхем

с € ,{ та.коfi, чтю сIц(с) = фs(Е) = t я фz(с), cha(a) )
) z*(Пl)-t + ... + 2r. Тогда дибо m((n),(b)) = ф > ,п - 1|

либо, по (t0), п((с), (0)) > t + Ф(фl(с)) + {m1 ) ф(п2) -6 +ln, =

= m - lr а TlJoKc либо п((Е), (Б)) = оо > 7n - 1, либо по (1о)

-(а), (Е)) 21+Ф(фz(Е))+1ml z Ф(rи) +4пr,1 =m-l.
Следовотельно, по rцlедло:t<ени ю 3,

n(,4,8) ) 1+ф(m2)+4rп1 =nr.
СлучаЙ (11)г rn1 =л1, пs=Or zs =L, ltr=L, m=11,.
Если m1 = 0, то очеви.щrо, что m(*{, а) = 0.

Пустъ пв1 > 0. Пусть выбраrr с С А. Тот,да либо
сhr(с) < mlr либо drr(a) < mrr т.е. попqдLеu в ситуа,Idtrю,
оговоренвуtо эlt.ечlниеlf .

П;rстъ теперь выбран б € В. Ясно, что лпбо с}в(6) = 1,

либо сhs(Б) = 1. Для определевности rryсть сlrз(0) = r.
Воэьrrеrr с € .Д тtЕой, что ch(E) = (mr - 1,m{,1), где
n!! Z +. Тогда либо ch(c) = ch(l) и сh(6) = ch(8),
либо, по (tt), rz((с),(6)) 2 1ml > па - 1, а тадt:ltе, по (6),

,п(Е),(Б)) > 3 +{(rr?t - 1) = m - t.
Следовательно, по предлоrению З,

m(П,8) 2 lm1 =1,
Сл sй 12

'7bl = zl, ,пз = 0, пз = 1, m2 = xt 3,
tп=L*lтп.у

Рассхотрим случай n2 - 2 (случай m2 = 3 раsбирает,ся
аналогично).

Пусть вьтбраrr с С l. Тогда Ф(с) = сЬ(а) = (m1,1,0).
Возъrrеrд б е 8 Tartofi, что ch5(e) = "Ь(D = 1. Тогда, по (1,1),

96



пъ((с),(D)) Z4лц = m-l и TsJaKe по (11) п((а), (ф) 2 +mr =
=n-I.

Пусть теперь внбршr D € В. Воsьхех о С ./t тiдtой, что
сЩс) = й(а) = (m1,1,0). Тогда либо п((а),(6)) = о ) ,т - 1r

лвбо, по (7),(1l), п((с),(6)) ) {nrr = m- 1l а. тадоtсе либо
-(а), (Г)) = ф > m- 1, либо, по (?),(1l), -((Е), (Е)) 2 4ml =
=m-1.

Gледовательноl по предло*!еЕп ю 3,

n(1,8)}1+4mr=m,
Случа.* (13): mt = ,lt, mз = 0t tr! = li ,rи } 4, z2 =

=0, m= 1*,lml.
Пусть выбраrr с € Л. Возы.еDr б € .8 талоfi, что ch(D) =

= qh(ф = (m1,0, 1). Тогдr. либо с[(с) = сЬ(,а) и сLФ) = сЬ(В),
либо| по (1l),(12), п((а), (Ь)) ) 4rnr = rrr - 1, а тад2rсе либо
ch(a) = сЬ(.{) и сh(ф = ch(8), либо, по (11),(12), 

".((Ф, 
(Ф) :

f 4m1 =7-1.
Пусть теперь выбраr: 6 € В, Тогдв фФ) = сh(ф =

= (m1,0, i). Воsыдем с с .,l т!хой, чтo chl(c) = drr (а) = mr.
Тогда либо сt(с) = сh(/) и сh(6) = ch(!), либо, по (r1),(r2),
п((а),(6)) f 4zl1 = m - l, !. толвсе либо й(а) - ch(l) и
сh(Б) = ф(8), лябо, по (I1),(l2)t 

''l((Е), 
(D) 2 4mr = m - 1.

Следоввтельно, по цrедлоrrеяию 3,

m(J,8) } 1*,irtl = m.

14
пz2 + 'h 

: ntl m5 = 0, iLз - 1, fп2 )_ 41

'т1.Пусть выбраrr с € /, Если clrz(o) _ l, то воэьrrеrr [ € 8
таrсой, что сh(D) = сh(с). !огла m((с),(6)) = - > ,п - 1, а
TаJоKе, по (12),(13), ,,D((E), Ф) 2 1 *4nr =,r! - 1.

ЕСЛИ Сh2(ф = l, то поступа€y оtlвлогIдrно.
Пустъ теперь &l(c)_> l и сЬr(а) > 1. Bosbrrerr 0 € В

таr<ой, что сhs(0) = сlý(0) = 1. Тогда либо ch(c) = сh(/) и
сh(i) * ct(8), либо, по (12)l(13), -((о), (а)) 2 l f +nr = nz - I,
а тад('ке либо ch(a) = ch(,{) и сЬ(Е) = сh(8), либо, по (rr),(rз),
,D(Е),Ф)) ) l *4mr =п-L.

Пусть теперь внбрrr, } € В. Без ограrмч_сния общно_
сти моrсно считLть, что сЩ(0) = 1. Если ch(0) = (m1,1,0),
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то воэьuеr, с € i Tafiort, что ф(а) = сh(Г). Тогда либо
ch(c) = ch(i) и clt(0) = Ф(8), либо, по (12),(13), ,п((о), (Ь)) )
21*4rтц =tn-It & таfirке rп{(U), (6)) = в > m - 1.

Еслт cb(t) f (mlr1,0), то возьrде}, с € Л таrrой, что
chr(c) > t и сhr(а) ) 1. Тогдв либо с[(с) = сЦ,,r) и сЬ(6) =
= ch(B), либо, по (11),(12), п((с),(D)) } l *4mr = m - 1, а тtк-
z<е либо сh(ф = ch(,i) и сh(Е) = ct(B), либо, rю (?)t(12),(1з),

,?!(Е), (Б)) 2 l *4mr = m - l.
Следовательно, по предлоэrсени ю 3,

m(,tl, В) > 2+Цп1. = п.
Теорсма докщ}анs..
СЛЕДСТВИЕ !, Пусmt А, В - бylcarr сrззf,рq сh(,Д) =

= (mr,rпr,mз), ch(8) = (вllп2lпз)1 ch(J) <r,z,з dt(B),
mz 2 1,, ttz 2 |. Тоаlа m(А, В) = 2 + 4m| + m9 +
+(p(nz)(l - пз) + *(mа)mз - 2)6(m1, z1)6(mз, в1), dc

E(r, /с) =
1l ?с.U , : Ё,
0, acrB сl fr,t

ý 2. Сло:rсность !Едеала в суператочвой булевоfi алrзбре

Д.Пвльчувов в [15] исследовал рi:rрсшиriость элемен-
тарных тсорий булевых алтзбр с вrtlделенныx }tдеLлоri.
Быль докаэаlrа следующвя

тЕоРЕмд. Длl mоьо чпо6.1 п.аоIu ечсmхоЕ булсоо ol-
7сбрьL.Д c ar6clr. s.sасrrвнrlл ,liсмол бшlв рсцвчluuв, необtо-
luчо u lосmвmочхо, чmобв.{ бrис cyncpcmorrxoll.

В дальнейпrем под а.лтtброй (JrI) будем пониllа,ть
счетную суператоrrIIую булеву алгебру ,tt с выделенныr,r
идеалоra r.

В [lбt бr,lла проиэведено елеr.ентs.рная хараtстериза-
rдrrя алnебр (.'t, I), для чею бr,Iла введ€на f-характеристи_
к&: r((,{, |) = (гr((J,0), r2(/,I)), rз((.{, |)), где
ri € иlU {о}.

IIод форrлулой будем покимать Фор}.уду сигнатуры
Е = (U, П,- , 0, 1, 

') 
с од:rоfi стороны своб<l.Фrой перехенной.
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Вудчrд rюворить, t{го алемент r алrtбры (yd, r) является
Р-алементоlд, если в (ЛrI) истинЕIо Р(с). Нвзовем проив,
ведением форrrул Р п Q форrrулу

РQ(r) = -(3у S o)((Vz S у)(-,Цz) &Uz Sл\y)(-Q(z)))) &
& (Vу S ")(Q(y) 

<+ -Q(" \ у)) t
& (Vyry, S aXyr П уз = 0 + (:Q(д) V,Q(yz))).

Введем обозначевия:
И(lв) ознвча€т, что J, - атоlд, лежалgаfi в идеале J,
У2(r) оэна.час'т, что , - ътом| не лехсеЕцдй в r,
Уз(л) означаtт, что ell - s,тоlд и все атоlдt{, де]кадl}rе

под 0, принqдлеасат r,

У"(л) =У*-зУ.-z(g) & (VySr)(-%-r(y)), п:3.

Определим r-хьра.Iстерисlмку влгебрн (J, I).
Если сущеепвует TaJcoe наилiеньшее ý что для дюбогю

t > Ic в (Л, J) нет У;-алеrrентов, то Еолоrк}tl,r ?s : ,Ь. Если
т8.1сого & ве суrцествует, то fs = ф. Да.лее: €слп f5 = oor llo
11 = oor rа = 0; если 0 ( rс < оо, то ?1 - волIлчество непе-
ресека.ючlt|хм Уд-алем€нтов в (;{rI); еслп ?g = 1, то гr = 0;
есди 1 ( rg ( фi то f2 -. колйчество ЕеЕересека.юIцI4хся
![_1€ПеrrеНТОВ В ("{r r).

rз-характеристике оIмсыва€т алгебру (lrr) с точ-
ностью до алемен!гврной аквивалентЕости. Число гg II8л

9овем слоrкностью 14деала r в алrебре .А. Интересев воп-
рос: какая rд8fiсlишапьЕая спотсЕость l.tдеа.л& возlдохсЕа в
алrэбре ;l? Tarc калс всяЕея счетная булева алrtбра l
является суператоraной тогд!. и rодько тогд&, когда су-
ществуют ордрrнаJt ? и натураJIьное число п > 0 та.кие,
что булева влrвбрв Вчl х* изоrrорфнв алгебре J [1l, то
ответ нв постЕвленный вопрос да.ет следующsя

ТЕОРЕМА 2. В счсmноil супвраmоur{оil буаввоd вlаф-
рв Brt х п лвftслtдсa}нсл ооа4о#хN сlо*]{оеmь ulа0&''а раанв
2? + 2, ecau ,| ( @r u рвахс ф| есlц "l 2 u,

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Преакде чем неЕосредственно
приступить к дока:}ательству теореrды, уста,новим
нескольхо полезных фактов.
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Пусть 8 - счетн!я суперетошЕая булева алгтбра. Оп-
ределиD, функрrю Ь : лВ \ {0} _+ иr * 1. Полоачх [(с) =: паа|Р € @ + 1| сJ.ществует 0l с твкой, что (6) е В,_.; }.

ЛВММА l. Пусmt 8 - счсmядл сgrrервttоuхoя:бgr""в
ваоебра, в е В, &Со ч (B,I) Р И21*1(с) чrч (B,I) | У2д12(с).
?оаiс h(c) f &.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведех индухt1lлей по },
Пусть /с = 0. Тогда (8,I) F И(s) ил!l (8,I) Р И2(с), По

опр€дедению У1(а) u V2(x) в обоих слуirаях
с - aтolr, поЕllгоxу (а) ý 8.'о, т.е. i(c) = 0.

Пусть для & - l утверfrдение справедливо. Покь
]хем, что оно верно я для &. Пусть (8rI) | И2l.rl(с) пли
(8,I) Р $д.,ъз(с). PaccrroTpиrr два случа-я.

Случа.й 1: (B,I) Р Y2д.r-l (c). Тогдд с!пцествуют посrе-
ДО9аТеЛЬНОСТИ СlrСrrСзl.,. rСrl... И 61rЬ2r6зr... rD.r... По-
парно Еепересеха.юцlиIся элеlrен.Itов талих, что с; l а,
Ci J с, j С 4,, Еричеri (8,I) Р У2д-з(с;) и (a,I) F Yzr-l(D;)
для всех i € оr. По инд;rхrрrоrпrому пре,qIолоr(еник)
n(a;) 2 /с - 2, ft{6;) : r - 1. Следова.т€льно, i{c) 2 }.

Сл}'ча.fi 2: (arI) р У2да2(с). Рассrrатркваэтся 8Il&логич-
но.

Леrдма 1 дока9анЕ.
Преесде чеx ,Фиг&ться дпльrле введе}a, как это бы-

ло сделаJ{с в [1Bl, хонструхrдяю (r-смешивЕtlия сеlrейств
алпебр.

Алг€бру (Ве, I) нi:rов€l, иr-см€шиваr{ием алrcбр
{(Ед 11rl)}169, еСЛИ:

ф
1) .L = l Ц - c),r.xa линейных поряIцrов,

a=о

2) в е I рrэносильно s l01 U...Ui} для нсхоторою
& € al, причеrr 0; - алехент алr€бры 81.. п ofib; € r' для
0<rs&.

лЕммА 2, Дll lюбово k е ч сучtсеmоlum utrсцlьь h ч Iz
о 8 = В_ь mо,счс, аmо 1(r,Ir) - Y2L+|-ete!eHп tr l(sJr) -
V144-оiёлсхm,
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ДОКАЗАТВЛЬСТВО проведеrд индукц,rей по &.

Пусть /з = 0. Тогдв Е = Е.'о - .Ф!rх9лемевтная булевЕ
sлr€брs. Ясно, что если i, € IrTo la - И-ол€t{ент, а если
19 f J, то ls - У2-ал€t ент. Следовательно, для Ё = 0

утвер]кдени€ справедливо.
Пустъ & = 1r В=8...ПолоакижI={ЕС8|з-объе,ща-

нение конечвоrю чисда 0,тохов i. Тогдъ 1р - У9-олеrrент.
Пусть теперь

L;=uo, Ir =iB ra+l = 0дr
' 

€ (',,.ь, lаi+l'

Положих (В, 
') - ..,-смешиввние iлг€бр {(BL j, 

'd)}.€...ffсно, что t(r,I) -- Уl-влехснт, причем 8 g В.,. Итлк,
утверrrденra доt rпно ra для } = l.

Пусть теперь утверrrление справедливо для h - 2 u
,t - 1. Покчкех, что оно ихеет taecTo и для &. По ия-
д)rк$]rонному предtrIоложению суцlеgгвуют алгtбры
(8rr-z,Ir), (8rr-1 , J2) Tarue, чrc 1(8,._r,rr) - Vа1-2- але-
ЦеНТ И I(8r,.-r,12) - У2r-r-алеr.ент. Поло:ltиХ: Lz,i =цL-2,
I* = .I1, L1.11 = чL-l, Ij+| = Iz, i С о. Пусть (8, 

') -(.,-сliешивание влтэбр {(sti,rd)hc". Непосредственllо

из спределения форuул Ч(о) следует, что 1(8,4 -
У2l+1-аЛеrlеЯТr ПРИЧеМ 8 Е 8rr .

Аналогично строится одr€бра (8,1) такrя, что 1(r,I) -yrl.r.2-anelteнT п В Е B_.r,
ЛЕММД g, Дli аслr,оd, супврспlоuхоL буавооd Bl-

zeбptl В"ь'( n, & € аr, 
'l > 0, суцесmё!2m цёсвt I mсЕо ,, чrпо

rз((Вrr ,. o, J)) = 2& + l,
ДОКАЗДТЕЛЬСТВО. Пусть (8,_.r,Ij) таrсал алrrебро,

{m l(B".,Ia) - У2a+2-9ЛСХевт. ТБгда в rtач€егве тре-

буеrrой мо:хно взаrь, вrприt ер, алrэбру (8rr, orr) *
Ч (arr,Ij) х ... х (8rrrri), где в правоfi части п Еряt цх
сомrlоltrrте лей.

Лемма 3 доказаIrа.
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ЛЕММА +, Дм,Jбоt счеmNо , сlIсрвmоlноа 6!rсво
м,аебрлl B.t | fo| вlс 1) Ul u ) 0, сучrсmsуrm u}овl I плвкоt,
чmо rs((Brr ; о, /)) = о.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что утвер7кдение до-.
статочно докцtать для 8r.,. [Iусзгь алгебры (B,,,*,rl),
lc G о, таковы, *о l(Bi,l.) - Уr+2-алемент. ПоЙ>;сиьr

(В, r) rа-схешива:rие алгебр {(Brr, Il)}rc.. Очевидrrо, ч,го

8 g Вц,r, и гз((а,I))=со,
Леrrма 4 дока:tаяа.
Из леr.rrr l-,1 непосредственно следует докаэатспьство

теореrrы 2.
В леЙствительности, Баtr ато у?ке бнло от!дечено во

введ€нии, Me1rol(ъI, при}деняемьте в докцrательствах вы-
lцеприведенных пеlr}a, позводяют понятъ яе только каки€
слохtяости возшоrtrlн в конкретной супер&тorrвой булевой
алrэбре, но и дают возхоr(ность определить, rrа.кие хогут
быть получены ршrличные алементорнrlе :Dеории дЕнной
суrrератохной булевой алI€бры при обогr.rцении ее вы-
деленныr, идеалоrd. Ввидr гроrrоз,ш<ости докцrательств,
фактъ,r, касаючцлеся сделахного вьпце эn.lrечлlияi не при_
воддтся, теrr более что чит8тель, если в этом возникIIет
яеобхо.qаrrость, без труда проведет ну?кнне рассуrlс,дения.
Здесь сфорrrулируеr, лиlць о.Фlо rтpocтolr

СЛЕДСТВИЕ 2. Dсlч udваl I utеоrп лахсuвсл.llую ооз-
цоэrск!ю сао*хосma в tszсбрв Впл1'., alo frL С u|п ) 0, mо
11((В,-r.,I)) + ru ((В"-..,I)) s ,t.

Пустъ 8 - алпебра Линденбауrrа теории Т класса К
алт\ебраически1 систем яекотороfi сигнi.туры Е. Если
Ко е ff, то IK" = {Ф - предло2кение сигнатуры Е|,/ F -Ф
длл всех l € К0} - пдеал в В.

слЕдстВиЕ 3. Маrссиrrально возldоrхнаJl слоrкность
идеала rбо в алгебре Линдевбауrrа

а,) класса всех rrоделсй пустой сигнатlrры (иrrеется
дишь пред}rхат равенства) ра.вве 4,

б) хласса всех булевых алr.ебр равна 6,
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в) клесса эсех с)перлтоrrных булевых алr€бр с выде-
леняым идеалом рввнв Е,

г) класса всех ходелей сигнатурн, содерuса.rцей ровно
1l о,ЕIоместнЕдI предt4кетовl равно 2(2* * 1),
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