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Введение

Необходиrrостr. посгроения хонтрприraеров конструк-
тивных булеэъ!х олtъбр эле}aентарноfi харахтеристики
(1,011) с раsличнЁrrrt &лrюритхичесхпuи своfiства.rrп вы-
эвлна проблеrrо* вrхоаqдения критерrая оrльной юtIструх-
тивизируеrrости для булевых влrзбр дrrrноrэ вида.
С.П.О.4.1нцоэнх док8з8rI фалт [BI склыrоfi }rояgгруктяви-
зируемости для булевых алтэбр с влеrrентrрной x!,pa.rcтe-

ристикой Ершовъ-Тарсюю (1r0r1) при равреш!{t ости мHo-
]кеств !.тoмoв, беэатокных ал€lrgнIов и aToxHL,Ix влеliен-
тов. С друтэfi сторонъЕ, С.С.Гончаровыrr построен кон-
струlsгивяыfi, но н. сяльно кояепруrсr!авиэируеrrый ли-
нейный rюрядох й9оrсf,1 не содср:каrrцr-й пдотt t{х интер-
вплов (типа 1) [2, с. 119t. Tr.rcrrr образом, týоt{струБтивна.я
булева ллтзбрл й - 1t(йсоrа * 1+ ?+ 1) х ?+ 1 б5rдет иrrеть
алеuентарную хврitстерястиry| равную (1r0r1), и не будет
сильно юнструtсrивиsируеrrой.

1Р"6о". ,*пооасrа прr полдсрfi. грs!та РбОИ }l 9З-Ol-ir6 .

26800g0,Holocrбrpcrq Пrрогоrо, {, c-rnBik VlАSОVОrпrth.пrс.tц
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Аrrт!роц по.Фтlтовлена и сдана в печать дл, ,r(урна-
ла DАлтэбръ и Логяхl' статья ОЬнстрltхтивизируеraость
булевь!х iдtreбрl елеrrентарной хвралтерястиrсrr (1r0r1)',
где вводятся, описIJвоются и прпraеняются освоввlде
понятия и хеаюдн, необrо.Фrчrде для юнструировщflrя
контрщ)ихеров в контекgве исслсд9воrrий Л.}ейнерь [],
С.С.Гончаровr. [2l, Jlrc.Pcrrxeлa [0]. В веfi прсдлоrrsен при-
r.ep конструктивноfi, но не сильно хонgгрухтивиsирусхой
булевоfi а.лr.,ебрr* с рrsрешиr.нra xнorrgecтBolJ атошов. Но,
вое-таJýп, сткрI*гнra остастся вопросi ЕоегaвленнI*й в свое
врсrrя C.П.O.q.rHrpBr*rr Р, с170]: 'Суrцествует ли консгр!rх.
I?lэиSlrруёlaая, во вс сильttо хонсtгр)rктrви9ируеrrая булс-
ва влгсбра. 8 хар!fiтеристrlf,и (1r0rl), доIryсхоюш!я t(oн-
струкlиви9r.tц{ю с рlsрешиraнхи шяоrltеgгвlдaи lтоIов и
бе9s.томных елеrrеrrтов?D

В пре.длrлаехош исслсдов!яии посгроен приrrер коя-
с"груктпвкоfi б;lлсво влrзбрн хараJsl\сристtiки (1r0r1) с
рsзрсшихыra цноOfiеегвоlt flгouoв и безlтоrrнцх элехен-
тов, для хотороfi в лrобоfi конеrрухтиви9!rрrи о.ФIовре-
lleнHo нс будут раsрешrrцц llноrзaс{ва r,тохов, безатоrr_
вbut алеlдевтов, атоllяцх елеraентоэ и вдеал Фречrе. К
соэкьrlению, нсво9хоr(но покl.Jlать нерlýрешиIоегь идеа.
ла Фреrле пря раl}лr'rчнь!х конструБтlrвr9еIцrях в данной
ситу!.tрlи. Но если будет укаэаrr способ построения та.-
ксrfi ховстрзlхтивиsцц{и для сильво хонструхтивной бу-
левоfi алгебрн указаrrной ,aараtrтеристик}l (и пустъ даасе
тольхо для досгаточяо простой алIэбръ!, подобной при_
rrеняеrrой в построениях ниже), что и ядеал Фрешё будет
тlrпrпе рцrреtциrr, тогдо и9 основной теорехы этоfi рйотн
будет следовать, rтIro нево9хоrкно существоваfiис булевоfi
алrtбры с o.ФIoвperacвHo рr.rрешuIнraп uяоэкесгв!.r:и ато-
raoвr безатохflнх, я атоцныI элахентов, И в эrюх случаэ
х}рalrтаряsцц.!я для булевой алr.,сбры дрrrяой хараЁтеряс_
тики будет определ€нi полrrостъю.

Taxlce, в Bexoтopora смнсле, вовr*й приrrер являет-
ся предельныц в приlденении теIняки Феfiнера-Речмела-
Гонча,рова (это будет хорошrо видЕо ния<е), и двльвеfiчrие
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ре9ульт!.тц в аюra на.тцrавденки будпг, верояпIо, полуiIе-
ньr д)угиra способоrr.

В связи с вцtЕФrэло?tс€ннtltl, в дrrrно* статье в крат-
xori виде будlrт привзденвл ocнoвtýrle понятttя, результа.
ты в меtодFI, рlsвипtе iвToporr в преlrlд!пtц{х работrr,
нсобходrашне для полученtпji прсдег!.влснною реsульт!.
та.

Обзор Br,lorcйlrrиx рс!ультвтов читотслъ uorneт н!йти
в [ll.

OgrroBHHc испопь!уеrдые обоsнвчсния являются обще-
принягнur' и raогlrг бнтr, нrйдзяrл в хоt огруфии [2I и
статьс [1]. Так, пспользусra слсдуючц,!с обо!Еачения для
lilto?KecтB отоllоэ, бсэlточвнr !i а.почвъ!х влсцеЕтов,
идеалов Ерпrова-Тар скою п Эреrлс:

'(8), 
,|l(8), ,rr(8), 

'(В), 
Л(r).

Те lsа сахrдс буrвн пспольэуеra для обозвlчения Форraул,
опрсделяЕt {rlх ети raноriеегва:

r(r) ;* Vy S з(g = 0v (!д с в 0)) & л ;t 0;

Р(с) * 3lr € N :lrr... :lr.

("=!,; а Sлlла; =о а ftr4t)

и Jt(B) = {а с fl,rt(a)} и т.д.
Если Е{Е - проиэвольtlЦй идеал, то будеrr пол!леть:
& Ё t0}, Er ;* ,Е, EL+l ё 9;'(.Е(r/ll)), где g;l t

а + В|Е. - кitlоничесхий вrпrхорфизrr.
А если fl - 9то о,Фtо ж, иliев At, AI, Ас, r, то Ё €

€ {rt,rltlr,I} и

.вА (s) + 9;'(ц8/.D.)), л4 1в; = {s € slВ F ЛЕ'(а)}.

Но в сл5rчrэ, когдь & = I. _- цGпъ идaалов Ерчrова,-

Тьрсхогэ, rпrrпех JN BrreeTo .Е&, т.е.

Ato(8), /rao(8), dl9(8), I1(a),...1 Дt (8)1...1 Ia11(8).
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Технrцса рботы с доrпщъ!хи деревьяlи (D,9), по-
нятия чаgги!lноI!о поря.ц{t нr них l и вtлсоты элешев_
ть f,(ф, стr;rдвртtть!е фунЕппи LrЦS|Н, а Ta.xrte поро]хде-
нЕе булевьЕ влr.ебр 81.11д11 по 9qдsJlннra линеfiннх поряд-
I(!.ra l+'+1с lдiнихольвttш и l.t.ttсичrльнtJч 9лехентох
как систсl, IюлуоткрьsrЁх сщr!вt иttвсрвалов (но иног_
даr для удобствq будеч рr.ссrrьтривать булсвн tлrcбрн|
гюро2rсдсняtJa динеfiннrrи поря.цсшaи беs чахсltчальяоrю
алементi 8r+д Бtлх сиqпёмlr полуотхрtjтнх спр!в& интер-
валов к пвт€рвrлов вяда [сrо)) - t oiкeт бнть наlf,дена в
[{, хн напохних лицrь н€Боторцс обоsначения:

Цп);.аЕ+2, Цп)= 2n+1,

Н(") * [+], где [ot - целrя ч8,еь ,,

ý(tt ) +
} - l, Gсля ,r чстнос и ,} > 0}

n*1, если ,! rtctrcтяoc и 
'r 

> 0,
0, ссли в-0,

Ц0) = 0t [(z+t)=n(ЛI(l))+1,
II(о,0) - л, IJ(з, в { 1) = Н(Е(з, в)),

l(rl
эly<+ П |ll(э,п) -у| =0.l=n

Тtлrrх обраsочt ф}ппtrия R(z) даэт Borrep правоfi вер-
rвянн, лежrпlэй под варrпиноfi с индa!!сом п, i(rt) - ле-
Bofi, фуrдсц.rя II - бля:кr.fiшеfi внпrе, ý - сосе.щrей вер-
чrинн, лсскаrцей под той :rсе, что и дtlýlая; Ir(n) ухаэывает
рrсстоrние от Beptttuнl* с иtrдевсох n до rrr.rссихвльной,
где под ресстояниara пон!.lxlrтся холичество прсдlцест-
эуюцg{х верщrн в в€тви, на rпоторой леаrоrт верцtина с но_
MePota rl, отвоttt€вие, l у ух!,9цвr€т, tl:rio 8 ц у леrхвт Hr.
о.Фrой ветви и , л€rrtlлт под у,
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Vrr € NVc1 ..,Vс.3э

или что то ,ne сlдaое:

Vn€N]lдr...jla.

3яstсId +, ё будlт сду?lс!fгь сокрrдденияrrи я9ыБа и
использоваться Bligcтo слов "если, то', "тогда и тольхо
mгдап хогдg',

Выраясение il.BЛ(;r) будет обоэньчать:
н!, н!,туральнt{х чисдаI - (Vojl- > l) Цrп)i
в языке булсвшх алгебр -

(фЧ",l-.Ч"l а S,,л,=о)

(ýK",ll rz (fto5 а а; = о)).

Обозначение [cla будет cooTBeTcTBoBlTb гл!вноriу
идеалу, rrороаrдсвноraу элсuсятоlд булевой алгебры
а С В - {э С а|с ý с}. Ста.ндартнм нуr.Gр!Jt}tя z-оr будет
обозна.чаться xarc (., 

"...}, 
обратныс опсрirп,lи tE яу}aерацrаи

пер - xrx r и l, при этоlr ((п), г(п)} = ь
В зrвиqлшостrr от удобства и9лоrgения хы булеrr сво_

бо,lцrо псрехо.qа-ть от я9Еrх& конетр)жтиввыr моделеft х
яsцху рекурсивнrдх rдоделеfi. OTueTtrrr, что сильвая хон-
егррrтuвпэируеtaость lдодепи в 1\apraиHax рскурсивности
о9нвчrдт существовцrrlе рцrрgциraой ходсля, язочорфной
даrrноft.

Пусть 8 - проиSвольн!я булевt s.лrcбр& адечеятr.р-
ной хвршоеристиrФ, (r,Or1). Определих слсдlrюпц{е отво-
tцения нв 8 :

п{т) + -I(э) & vy J
Р(r) ;* .rr(r) & Vy S
ý(э) + -I(л) & Yy ý
{а)+ I(c) v л{9) v Цr) v :lсЗD(g = с V 0 Д Цс) О Цф).
Тахих обраsоrr, пре,щrЕs.т Е(с) внделяет t как елеlдент

хr,р&tiтеристик}t (1r0r1) (в булевой алrтбре 8 харахтеристи-
ки (1Рr1)), надrбопее простою внутренн€ю qгроения, т.е.
под ниr. вет атоrrных, 9лежентов не из F(8) (*ах*е отuе-
тиlд| что из S(э) нс сл€д!rет i(л)). Пусть

J(B) i:r {, с 8|8 Р J(л)},
тогда J(8) < 6 - !{дсr.л алт.,ебрr* 8.

г{z|,r(у) + PQr);
,(-,Ц!,));
r(-Р(у));
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Дtлее,
J2(a) вэ 3m с N:Ir!...:lдй ("=g", &.{!,;xil.ai=o&

е t&Р _< cr(J(y) v J(!д ol)) а -"(cr))),
G(r) ;. 

'rJ(э) 
{+

е r3t(J(f ДЭ) & rJ(t) & Vz S t (J(:) & J(' Лr)),

т.е. ф(8) - р-l(Ц8lJ(8))), С(В) = 9-1(Дl(В|J(8))), гле
g э В -+ 8/J(8) * хаяоняческrfi апиr.орфязr., и Jz(E),
С(В) а 8,

Налояец пол!л!эх
}У(r) + vy з E(rrfu) -+ -rtF(g))

это о9нlчеэтr что под ý нст iтохнъll вдaхaЕtгов тип8 8r,
и все lтro}aнIJc влaIен!ъ! пороцдевц идеrлоra ФреIпе и
эдемеЕrr.ми тrrпt 81+191.1, Пус:гь

RЪ(д)+(д=0);
Kr(a) + W(а) &(]с l0(з = сvб & S(c) & C(D)));
&(л) + И(с) & 3Tn е N jlдr...

...rr-G =t,. & 
$а: 

а а;= О а. (&W s "l(K.-r(,,) 
v

vК.-1(!П э;)) & .K.-I(зJ)) ),

т.е.для*22 К.(В) = 9-t(ЦВlК._r(В))), гле 9 :

В ч В l Кrа(В) - кснонпчесrсrrй этmrrорфвэrrt Ki(8) { 8,
и под алaxентцaи яs r.(8) нет атDмных элеxсятов типа.
в.,

Опредслиr тепaрь ocHoBHtJe пре.Фlхlтц для в > l :

*.(r)ёVrй€N !Ьr...f,g-

(,&t", 
= " 

& r,(з;) & rк.-1(c;)) rl ,$"l lr; = о);
или tгю то ,пс сiдrоQ:

9;(r) + ]I-(y S д t К.(л) & rК"-1(а));
и прелрrхатц

Ф.(с) r* -K.(c) & Yy ý л(W(у) < К,(у));
О,+Зз(9.(а)&С.(э)).

tll



Отметич прrостеfirпее свойство введеннцх отяоrцеrцлfi.
пРвдлоrкЕниЕ L, Длl lпбово lL > L саn'о.нrапе,

vo(*tla; & Фl(э) _+ (-rс.-1(a) & .*..,1(с))).

1. Оценка r.лгоритхичсской слоrrкяости по
Bct(oтopнx, яеобхо.цl{rrцх своfiств rtонегрtlrсDивннх

булевых влr,ебр

Налrохних читателк, понятие харавтеристзаrол Фейне-
ра для 6'-рехlrрсивннх фунхцяй и uHoxecTB [2, Б-fl.

Пусть Х ý N, тогда Х' ;:* {п с N|{z}X(rr) l} и
нндуtsтивво опр.де-rrяrд Х0 Ё Х, х('+!) е. (XrY,
Х'= {(п, rт}|r € х(п)}.

ОПРЕJlВЛЕНИЕ 1. Пусть е € N, (c,D) € N', тогда
будеrr юворпть, что фунхttt!я {е}'' , N -о N ишоет rapa.b

1) {э
(сr0), если:

- всюду определенаi
2) Vв, rтrq € N прti rz > с t п0 вопрос "(q, m) € О'-?' не

sцдFется ор!хулу 0i" при вычислэвии {c}i' в точке lt,
В cTorr случrе бlrд9х обоэначrть {е} - (crD), в про,гив_

кох случrе: {с} У (с16), Еслп ;t ý N, е € N и с1 -хар!rсвсрисгичсо я фунIdц{я lдноrеегЕа .{ то в сл;rчае,
если cl = {е}!', булсх ,rrr..r5 Л - (с,0) .

ЗАМЕЧАНИЕ. Нефорrrвлькrй сr.Еrсл введеяног,о опре-
деления соегtоит в Tor.} ч,tю обралlение ti ор!дtулу О' огра.
яичrв!€тся линейной функrrrей с + rgЬ т8к, что ддя дLDI-
ного аргухента ,! € N в ходе въ!чисп€нtiя ta}''(r) исполь-
sуется толью оравул Оф',

0тчеrиrд ряд свойств введеt{ннх определснпй.
ПРЕДЛОrКЕtlИВ Z 12,4. Всlч Х,Y ý N, Х - (c,D) u

Х АУ - rоr.чr.о, 66 У - (с16).
(В cr.rrorr деле, отлrчltе облr.стсй хiрц(г€риегичесх!лх

фувrqtлй tla ховaчнос хноrлссгво опредсляется рекурсивно
и не требует иsхснеяяя ораrсулов.)
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Отr:етиц вt кную связь фейнеровцr хареЕтеристиБ с
ариФхетическоfi исрархией

ПРЕДЛО2rýЕНИЕ 3 F,2, c.EZ-Ei{. Bc.rul ; N _ N -
роltу1сцсхч fuxrлlul. ч uxoar'ccmoo.f, = {t|3зlY9...l(("r,...
..,,я.лr)) = 1}, rno -о.26 Д -(с,D).

Определих необхо.Фrurдс сво*ство t(оястр!псгивны:t
буrrевнх rлгсбр с одвовреrснно рs{rрецяraнt и r.ноrк€_
сгtlа,xя tтоlдов, бсsатоrrннх и атоuвъ!х элешснтов и идеа.
лв ,Dрсше в перraинr,* исрrрхии ФсЙвсра. Соrюставиrд
хr;<дой булевой алr.сбре 8 по.rprtюэкество ,l/(8) uHo:rcccTBa
нtтурольнц't чисеа, оценивая олrэритхячссБую слоrс.
н(rgгь хоторопо) чъ! полl/.rиra яеобхоJтlхос войство, В кь
чесгве исхоrrого мяоr;€ства р8ссхотрях .М(8) ,- {r е N|
n}t&E}f|}.

При i(a), Л(8), zrr(8) и лР(а), в ЕеКО-
торой xoнcтpyкгяBtls!.llltц у, будех trr.eTb 

'r(s) 
С El, сле-

довaзельно, ясподь9уя !,лгоритra Тарскоrю-Куратовскоrю
Р, c.394-405t, легко Еол!п{!.л., что Е предGfr.вляётся в
Ц.{орче, Р - Пз{орх€| ý - Цr .f - Еэl Jз -- Ео,
6._Ес, W -Пzl Kr - Е6, lr - Пr, Cr - Пr, f}r - Ео.

Далес, rrll аJl!,логичво получ!€x, что Kr предсг!вдя-
стся в Еlrg-форriе, gr и ar - в П146-форrrе и, нr.lсонец
О, - в D2666-форхе.

3r.r:енич р€rryрсивнуtо хrтриtlу в прздGгrвлениu ol в
виде Ь+с-Форr.t ! Hr реrсурсt вяую фунЕlt ю f Tr.rcyro, что
Iuотрицr. Orl(a,...,a*л) ё l((:r,...,иr+o)) = l, тrричец
ясно, что f шоrсrrо выбрвzъ о,Фrу для вс€I nl, слсдрв!.
вельноl иGтIольS5Iя rц!сдлоrкaЕиG 3, raorglo Еолу!мть

ПРЕДЛО?tСЕНИЕ {. Zgcrnr В - wхсmрузтlvs'r'ч 6!rc-
е а alBcбp с слеt схпар хоб tвР вллпср',сmuаl (l, 0, l ). 8cru lt(B),
АЦ,В|, .Ar(a) ч л(8) - porparrurвG ,хош,ссm.а, ,r.о

.{(Е) ^. (0,Z),
Отшетиш, чrю еслr, Ц u ф - иэоrrорфнн, то очеви,ФIо,

что Vn(Bl F п. + 82 F fL), и т.J(им оброgоr.t шIJ шorxeм
Iоворить об иrrвариlrrтностц uxorкecтBa Л(8) отrrооrтель-
но иэоraорФиgraов.

Итшс, иэ прсдст!влеянчr утвер:rtдеяиfi следует, что
если для рекуршвrrой булево алпебры 8 неверно
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.(Е) - (8,2), то ник!fiой пзокорфи9t не сделает ее раэре-
rцихоfi, То х€ ca,lioe, перефорхулироввнноз нr я9ь(ке !(он-
струБтивнtJх ходелей, 9н8чtfг, чго если для булевоfi вл-
rебры в хrлой-то юнструrсгиви9rrц{и невернl otдеHxa (0,2),
то ник&tс8.а ее rпонстр!псгивн9rция ве будет силъчоfi.

2. Основнrя Teoperaв

В надrrей работе lrы хотиш в конце концов построить
булеву члr.ебру 8 тrrсую, что l!(8) - рехурсивно, но .:.eм

не хснсс )t(B) * (6|2).
Введрх следзrrоrцr.rе обоэяачеяия:
Лr + {(r,rп}|, € О(-) &mзr}}i
Х(с,6)+ {r с N|B - чётrrос & {,t/2}r.+"l(r) = 0}.
ПРВДЛО?КЕНИЕ 5 Р, 2, с. 83!. Eclv Y Q tf u о

аtlrлсmрtuчвоtзо рсехосmt Х(с,6) bY лоэrcаm mоllпо ,aсчrm,trЕ,
чuс.8,,ао Y | (а,Ь),

Талsлх обрrsох| полоrtив Y = lЦВ) и сучев покаэrтьt
что в Х(с,6) A.i(B) леrсьт только нечетные чяслч мы
для даr:ноfi ttонструrеп{вЕой булевой 0,лгебрь! 8 покаяrcrд

"i(8) / (6,2).
Прrлtгичесrоа для нас станет Bo,1trtt{х эt{вив8лентное

опис}ниеr т.е. чтобы опровергнуть оцеtrfiу .Лr(а) - (0r2),
б},деr. стрсrоrться Ё,loctJлlE [п - чётяое + (В F rL э п с
€ X(Or2)l (это оrпасаrоrе стан€т поЕятньпa, есля BctтoxrrItц
r=лr(8)={,t|8tsrЬ}).

Слсдуюrцее предло:rtение по9воляет предстэвить усло-
вие ,. € X(ciD) в удобноrr для д8льнейrчих rrреобраsова*tий
в}lде,

ПРЕДЛОrlýЕНИВ 0 [7,6, c,008l, Д.rr rrdlrr с,6 С N cyr4c-
сmо!сй пвa'г рв:урсчехсг giушrqчл р(о,0} : N -+ N, чmо

YB(a е Х(с, 6) r+ 3.qVя2 . . . p1.,r1((at,. . ., z.5r+r )) = t).

Итаrt, зафлассируем выводt юторы нl позводяют
сделiть .Ф& последниI' предло?ýения - чтэбr,r для дан-
ноfi конетрухтивной булсвой rлrtбры 8 было невеэно
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Л(8) - (6,2), цн долrкrы добиться слеlryюцIепо:

п чётное * ('Н 
'ь 

е ЗсrYсз..,p16,21((cr,..,,ca+l+r}) = l),

Используя 8лrэритr, Креfiссла-Шенфильда и Barr Хrп
пеFеводD П2lаl -форrrы к UrY-форrrе [4, c.+32l (где U со.
oTElcTcTByeT jlф в наrлеrr обоsначении), прсобршуеrr прь
Bylc чаgгь захлючения в вь!рц)хении Blrmc х сдедJrющсrrу
DttЕlивалентяоху виду;

]hY}-!lфуr . . , !l-у.+зVу.+r(я((j, &,91,.. .,У.л)) - 1),

где я: N -. N - рехурсивная фунrсц,lя. Такиrr оброsоrr,
мы дохt:r!ли слслоlющсе утверrr(дсние:

ПРЕДЛОrСЕНИЕ 7. Суцоспеувm rпаr'ч рвз!роlлсNo.л
fgbrqu* r: N ..+ N, {rllo ,с.сч irг lrбrс zt € N, m ) 1

В F аz- ,Ё iliVtriР:1 .. .

.. . ]l-a-+zVzz-+s (r((i, &, z1,. . ., а,о*r)) = 1),
mо luлссm uocttъo tI(B) ф (Вr2').

Теперь хн rrоэксrr псрейти к форхудировве и док!:rs.
TeribcтBy основноfi тсорсu]ы.

ТЕОРЕМД l, С!лцсеrяъоусm Еохеlпруr,rпuсхoг булсоа аtвс6-
ра е роqlаrlarrltя.irч lхофсслпса*ч апо*оо, бсgвmоцхьв слсдо*
mо,, ч !сrrс{40дслдч чiссrоl l1allc, еlсuсхmврхв оаровIьФtл-
сmuхв .rаmоро рсахс (1r0, 1), хо в lобоt lвоr.сллlруз]плLсurачuч
g х оmор оЕ о dхо ер cлcшtto rlcp вц Burlllrbl дraо *ойпе а Bfz;o ао о,
бсg,ьmоNхьв оaоасьIпос- апrоlнaа оlа.цснrпов u uOeal Opculc,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Перед иэлоfiени.}. основнопо
построевия доЁrrfi€х лемму, необходрrчую ддя дальнсй-
шепо коветруирования.

ЛЕММА L. Дlt lлбоао 4 ч npouraoalr.oao рсцрGuсхо-
.о omlroulclltl,l (}) хо8iаmсл mаrос рGз!рсuвt{о-пGрсчвGl;!!оG
)аоччхоз dврссо D = Dт(t,.)), чrrло всrч Yy.?({arv)), rПо
ch(BD) = (0,о,0) u Yy(lr(y) -+ rIF(у)). Еслц же ЗД((а,!,)),
mо ch(8e) = (0,m,0) dм хсsоmорово m € N ч At(ae), Л(Ее),
Цtlр) - рв*?оа!uдrl,в lrяофсоmев (в сеmссmовххоll rоr{сr?rrуr-
mrо u оацuч) [2, с.94-1 02|.

1l5



ДОКА3АТЕЛЬСТВО. ПocTpoelrr.re исюцого деревr бу-
дсч осулlоствлять по tц!л!,I.

ШАГ 0. Полш.веrr

п0 = {о}, Аf =О ALo =Q, /rЯ={0}.

Праqде чслr псрсfiти х следlющсr.у trlагу, вв.дЁl, ото-
брr:хения, gг!вяIJЕrе в соо:гветстви€ элсшевтrл полrlоt о
дерсва, J/ сю юнечнt rc по.Ф{воrrссство (crr. рис.l)з

i(y) = {ЛЦу), ЛП(у)},
а(y)={Цу), Цу} ir(y), 

'Цу)},ШАГ п+l, Пусть к rпагу lr + l rJie опр.дрл.нн r.ноrfi€.
ства D', K[l,, ДLа, .lSr. Пусть тепсрь

У = {фtУ € IУ|g S АТ я у - хонцсвой в Dr).

Если тахою у уfiе яст, то мо)ltно gчитrть олrrоритra ottoп_
чеяяъ.x (слуи.й 3). Есля ,ýе т!дйе у ccтbl то возuоfiнtп
двl' слlrчlя:

Сrrуqаfi r! Yi s (Цу) + 2) -Ц(а, [)). Тогда полlлrеrr
iT"+t = дГ U .A(y)i
AL'+| +Oi
ilý.+l * lý. U B(y)i
,.+t Ё Dr U ir-+! U llý.+l.
Сryqаf, \ 3Ь ! (i(у) + r) Ц(,сD, Ь)). В BTorr случtс

llолlлraм
l?-+l * ll-i
zlr.+l + ii
,sr+t r* .ils..
DЁ+l # Di U lйr+r.
Сryчаl t; зlу С D(у ( Ar & у -хонцсвоfi в D').

Даrrнъrй случаJt - слlrчай 'досрочного" sаверпrения ал-
пориЕха. Полrлааrr Dr+l + D', .ilt-+t ra ДIr, Лr+l it
r* 

'r'l 'sr+t 
з.! .rlý..

Аrrгоритrr Еолносгью оrпtсrrr. Полtлrдlit на.rпонец

D+ U D., iтё U lr, дL+UлL.
i=o

llб
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g

'(у)
LL(у) ПL(у)'

Цс)

,сЬо.
,/\ '- втоlдьд

Prrc. 1

Пустъ 8о - булсва алrcбрi., пороцдснная деревох
D = Dт((,о,)), и 9 - пороriдающсе отобраасеlлrе [2,c.41l,
т0гда

9(,rT) = r.(8D),
g(rl) = ,{r(l9).

Построэявоо дорвво облцдrдт слёдlюцg|шц доgгазоч_
но очбви.Фlцuи свойств!.riи:

l) rt(Bo)1 l(ao), л(8") -- реrчрсивяIJе хноrкеgгв8
в естественкой юЕструtмвиэ ъtллttt Boi

Х) свойствr rар!дстеристиrrи булевоf, влгзбрн 89:

v} € N(-ц(:0, е)) _ ch(Bo) = (0, о, о) & vy(lrr(y) .-,rlF(y))),

r. TaJoKe ]Ё € N(Ц(gо, е)) --о Ф(ад) = 1О, t, r)) для нехоторо-
rto t€N.

докrsате лъство лешrл{ оlзончено.
Пlrсть D = &(..,.}) - исюхо€ дерсвоt &.(..,.}) g Во -бу,лева алтэбрr., пороJt!дgнн!,я их, Llцrо..р - ее реtrурсив-

rсдfi лжнеfiкдй баsис.
Пустъ Q = (N,Sd - проrзвольныfi фяхсировшrный

рс,вурвлвннй лвнейнддй tюрядоь упорядоченrсrfi по тяЕу
1 .+ ? + 1. Порядок о rrьл цоrtеrд прсдgгtвlfгь БадG рцрrо-
нr.льнIJе числi от 0 до l вхлюччrтельно. Полоасrrr тсперь
q, * (1" € N|0 < I(п) < r'('} и (в),Э(r) - Bs!,иrrrro ц)ос-
тrл}, <r), где n 12 ав <+ l(r) . X't-) .4 (п) . 2'("), или

l17
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l(B) l(zr'l
iб S ;й, В ОбЫЧНом порядrе рациона.JIьныI чисел. Та-
lolM обраsоll, еr - о_то линейный порядох, представлен-__nннЙ числlхи видв Й, z, m € N, rrежд5r 0 и l.

Определпх тетерь фукзц,rю q : N - Qз следуюuрrц
обра.9о}t:

{(rr) * {2rt - zb(')+t 1 з, 2b(r)+l1,

где l : N * N - рехурсивнsя функц.rя, обознаqа.ющ|tя
высоту влеrдентl в полвоll бинарноrr дереве, Тогда поло_
хяli

Qs Ё (N, Ss), где в Ss 7в ё с(,!) Sz c(rn).

Нефорrrально ато мохво интерпретировоть следJrlо.
чцах обраsоrr (crr. ряс.2): Бчrqдоrrу едеr.енту в > 0 пол-
ного бянврноrэ дерева и, таrсиrr обраэоrrt ваrкдоlrу нат.у-

рольноцу числ}r в > 0 ставиrr в соответствие }rникаль-
нос р!дЕlокiльt ос число (притох та.во€, что чкслизель и

. 2n _ 2r(r)+l + з
3НtlДеЕаТеЛЬ еЮ B9lllxнo ПРОСТШ,l -TiTi- ТаК, Ч'lto-

бн о,дrоху уровяю в дереве соотgстствовDли чяслr о,4{о-
ю знaддснlтсля, в соотвстствия с поря,дFом д!лхотошм
с.Ф{ничЕоrэ lrнвсрвалr рr.циоtl8льнцI' чясел. Л посл€дrо-
вrтсльяый роgг (в поря.qrc N) алехснr.ов дерева о.Еlоrc
уровяя (о.qrой вь!сотн) - соответствует посл€дове:!ель
Eorry росту нечетною знr.чения числйтеля соотнесенных
р ацr!онаIьных чисал.

Очевилgrы следуюtцl,rе своfr ства:
лЕммл 2.
1) Qs g т ._ рацtрсчахrrf, ruHcf,xrrfi порлlоt (uо*хо m,t*-

хё расслвmрuеаrп) Q5 tsаЕ rонсrпрувmчахвfl :вхзf,кrrf, порr}оr
(т, с));

2) VzYnz((n l I(в) < m (r в) & (п l Л(l) -. z <5 m));
3) vr(gЛ(r) = (l(q.t(n)) + 2, r(qr(п)))).
ЛЕММА 3. Дycnl Цg) - процrеou.xoc оmхочэнuв, tповOа

ccrl 3*qT(r{q)), по lll lлбыs Фltlr, 9r 1g q7 хв lспс, qg

tпвзо , чtпо {l <з q, <Е 9 ч ЦЦqs)).
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Рис. 2

ДОКАЗАТВЛЬСТВО, В c!.rrol, дсле, пусть lr(9r) )
} L(q2), тогда

Эр(с, 1! 
'&) 

& Qt- q2v ц l Л&))). (*)

Иs того, что З-qff(/r(4)), иlreerr

39'< 91(Щi(9')) & {'J цс,)),
слсдоЕательно (сх. лсrrха 2, п.2)r 4')а cr. Иs атой эхе дех-
r.rrд и своfiства (*) будеrr иtlеть q' <ý р и, следовательно,
q'(9 q2. Исхоr:ос число $ ЕД {'.

Если псс i(c, ) S i(сr), ,о

]dл" J аФ) & Ф =с, vcl l rФ)))

и ]lq' < {r(Цi(ф) & q' < 4qз)), даJIее - авrrогично.
Докьвательстъо леraжIr 3 оr(опчено.

Пзlсть S = (N, SзЬ В = (N, <а) АВ = (N, Sдь}, -
р€хурсивнIJе линейнrде поря,цо!, !порядоченнце по типу

1+(1 +т+ 1+(2+?) х т+ li
1+(2+?+1)rT+t;
2+T+l

соответстэевно с раэрешиtaыми lrнoriecTB!.ми атомовrбеs-
аr,о}дннх алGхснтов и алеllснтов идсллл fрсrчс, т.с. в

0

А

з

10
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9тих рсхурсивных Еоря.щсr,х для иHTepBaJtl [с16) = {а е
С l| с ýа о (r, 6}, где L € {AB,R,S}, реt(урсивяо распо_
зн!дтся, является лп Ь хаъоерв сmесххм посасЕооапLаlец
дllя в плп HeTi реtурсивно рtспо9нlэтся, сосDоит ли пl)о_
и9вольнttfi иввaрв8л [сlr01) uз !!онечного числа интервал
лов тольхо пре,ФtФrцсrc видl, или HcTi сущсствуют ли
под кrхоfi-лпбо чаgгью проиSвольною иЕтервr.ла поряд-
ки пр..Фlдпцею вида или нет (т.€. иsохорфен ли проиэ-
вольяIJй яrrвсрвал поряl!ку 7*'rl цлп HeT)t - тогда и бу-
левi алпебрr, ЕороБденнaя cooтBeтcтByK)ttmta линейвы}a
поря.щýоu, пlдеет естественяую БонструктивизаI+tк), в ко-
торой хноrссство атоltов, беэатоrrных алсхевтов или a]Ie-
rreHToB идёrда }perrre рrsрсrпиrrо [2, с, 94-9бl.

ОПРЕlIЕЛЕНИЕ 2. Пусть {1(с) = (Цэ), <")}.сх -яею:!орое мяorýecтBo лянэйнцх поря.4tов и Х = (Х, Sx) -тr.рБе лин€fiннfi порядок. Тогдд ayrrrod ;чхаfiхrrз воргilсоа
no rчхсЕволу порriзу Х хн будеrr H!sыBr,!b

! Цr1 .. ({(а, g)lg е Х, у е Цл)}, S ),
.€I

где (з,у) sg,r/' + (c(r d)v(s=t tz у Зъь1' {).
ПРИМВР;

l,(з)+tr+ !ь1"1 =ьхх.
,CI

В атой терrrинология rц)остsя clrr.rar .@yr ляяейнълr
поря.Ф<ов Lr +L z, ,алп пх прuсосOuъснuс, будрт прсдставrаrrа
Kix

Lr +ь =rL.,
.С'

где l - тривиальнr*fi линайнцй порядоБ, состояrrрtf, иэ
,Фуrt Dлехентов,

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Если Ц,Lz е N, L1 = (йr,Sr} и
1, = (Ь, Sz} - рсtурсивнrле ликеljtвrдс rюря.Фýи, то ,аЁур,
счсхоf cyдrroll раrурсtlавтз rчrrсfхшз поргirоа H!.:roвeu

Lr+Ь,.*( {(,r, + t,0), (о, nr * r)|rr1 б Дr, пз € Ь}, (

I20
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гдс tl sm lЁ}

1) если а = (z1 { 1r0) и zlr = (0,mz t 1) для векоторых
,}t € 

'а 
я flьz С ь| плLt

2)еслкz={п1 +lr0) и m = (mr }1,0) лля векоторых
nt е Lt н nr € Дr и nr Sr rn!, или

3) еслв л = (0rt2 * l) п ra = (0rnz + r) для нскоторых
t|еЬпmrеЬпъ2!2лtU1.

своЙстВо. Для даrrных f,l и Lr всрно lrr * f,з Е
cLl'Sb.

Аrtалогячво для pcrypclвlrorэ порядФ Х = (Х, ýа) и
PetiypcиBнtJx поря.цiов {l(c) = (.С(в), ýL)}IG.K Taкtrx, что
у € &(r) рекурсивно, пoдal,!!ш:

ОПРЕДВЛЕНИЕ 4. Для дадIнIJх рекурсивянх линей-
ных поря,вýов на!rов€ш раqцrсчахоd cyrrrroil rчrсllвrrз воргi-
rоо I,(c) по рслrрсuохоu! rчнсЕrолу порiпу t l

ýrо, * ({(r,ч}l rе х tz у ед(r)},s ),
гдс

(д, у) < (/, /) ,ф (д <, l)v (, = d k у Зц4 l),
Ta.rorM обраsох, для дшlных Х и L(л) яхесrr

еaо

!цаlr!цз1,€Х ,€Х
(сстсственно, введенныG рclrурсивнIJе сухrдн р€курсив-
ннх Еоря.qсов с!д.п т!дсакс будут рекурсивнц. В длльнсй-
Iшемr r!дa где яз ýонтекст! ясЕо, что раstrээор идет о ре_
курсиввыr( суххох или эl!о нес)пцееrвенно, будсrr иногда
опусfiать обозночение реryролввости).

Определиш теперь ляяеf;lвый порядох tr, которъrй бу-
деп осново* нr.lцях дальнеfirrrих построеrпй. Пустr,
b(rc) - фунсрlя в8 полвох .Фоячноrir дерев€, стrвя-
щая в соответgгвие 9лешенту ,z его внсоту, l l(rъ) -
рекурсЕвнrя фунхtlt я больrдоr,,,о рDэr.цхе [2, с. 1lбl, т.е.
Yrr3-m J(m) = n:

r* Ё Ё ýlк;1-,;,;1ьрТгr1;
,в€l{ iCN lCN
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rl(r,},i,r(})) * ý r|_,1-,d,J(Ё),zr);
цСN

rl_l(rn, i, r(l), "r) 
* Ё К}*_.(п, i,l(&), zl, a)i

arСх

КI(п, i,r(&), r1,, .., hл-i.=

=,.'i,*{c'{пr, ;, l(&), zr,,.., и-) TS);
d?(m, i,l(b),11,. .., rz- ) =

* r'fr Ё (Ptn'i,J(,t),lr,.,.
rr_+r €ýr

p?(rB, i, f(/з),4,. . ., и', i("r-+r ii" 
и-' i{и-+'))'ff R) Т: ri

,*rT Ё (l.?(rцj,r(&),rl,...
rэ_+rСQ

.,., :ь, i(а,о+l ), i(а-+.)) ТЛВ) Tj r;
lr?(m, j,l(}), z1,,,.,а-, Ца-+t), Цzь+l)) .*

,саЁ l + lr(a,r(r)rt,,.,rr-,,l(rr-lr),t(n-+r)..t)=r {, l,
где

f - фунхrr}rя иэ предлохсяrая 7,
Jr((;J(r),.r,...,.a-,l(a-11),t(r'-r1),.))=1 - лявеfiннfl порядок

иS xoнcтpyxrptи лечratл 1,
Нсформъльяо, обrцr,rfi эид поря.4tа L можrrо предt:га-

витъ яа рrlс. 3.
Обозна.чпх для a от 2 до 3rB * 3 :

Л(rп, i,,tr 4r... r 9,,r+з-r) *
rё :lф э2,n+s-r+r ,,,1Ф pla+zY z2m+э

Г((j,&,:1,,,. r 9r+r, а-+з,я2-л-r)) = 1.

Своfiства булсвой алгсбры 81 опI[снваются спед,ю-
чlей леrrrrой.

ЛЕММА 1, lllt lpouzooarrrrlc п,irЁ € N, п ) 1, cepxrc
clcD уп цvс уrпв ср хЬ охuг:

1'. Yz1 ...V:z-+r-r (V и-+rr({i, }, з1,., .

j'rН:i|r"::}зi*';"i,fi,
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KL
кЬ-,

- порядох тип8. ?

- порядох типt а,

s

а

лв

fi?
Gr.
Pl .

Аз1

1'1 V lr ",Y **-' ('.iЁч'Jfй;;,,.-*)) 
* r +

* 8.r r r (,B jД.rr.-лrл.. -, ) F
РЗ сЗ t(l = с v й&,{I(i)&Л(с)));

t. Y ц...Y а-л-r (Дr(щi,t,rt,...
. .. l zап+s-а)8рr(rr.;,д/rl..{rrп+.-2l ts P(t));

|'. Y st...Y 
','.+s-r 

(ir2(mtdrfrlrlr.,,l.азr+з-ч) *
* 8pr(6,5,},;1,.-.rr-+._r) F

F З сЭ 0(t = с V }&Лt(6)&Р(с)));
3'. Vl1 . .,Yz2*л-, ('"(-,j 

};i;;:;,:::::] ; F -G(l))i
У. Yz1 ...V9-.9з-5 (-,ig(rц d, &, яll..., и;+s-s) +

,+ 85F(,|i,t,,r,_.pr_*,_,1 F J(l));
41 Vяr,,,Vaп+s_r (Л(m, j, Ё, z1,..., a6nл-r) +

+ 8K{(,B.d,t,r1.....,1_+,_.) F raКl (1))

(сlсёосвпсlьхо, хв еmоЕ хс буlссоЕ вlлсбрс | К7 (l)&-rJ(1(l)/,,

Рис. 3
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,i". Vzt . . . Vз2-1з-r (-lа(m, i, /с, zt,. . . , ай.Е-{) +
* B*I(- j,r,,.,...,,,_1,-.1 F Kl (t)&-Ko(t ));

5'. Vz1 ...Vzз,о.r.r-l (,{r(rn, r', }, zrr. . ., zr*+s-r) ф
* 8к]_,1,r,;,t,ц,..,,,_+,_.) F rД'-l(:L))

(clcloeaпoltxo, хв оrпо *с буrеооа аrссбрс ts Кс-r(] )&
& -Kr-s(l)/;

Б". Yz1, . . Vз2-.g-1 (...lfu (п, i, }, zl r..., 9-л_t ) *
ф 8*I_,(-,q.,,,....,_*._.) F Kl-s(1)&-Kt;(t)),

,r.4<lsrm+8i
8. ch(8t) = (1,0,1);
7. П(&), Д(8), F(8) - pBrypcll'oxlLc rьо*ссmсс.
Очави.цrо, что для люботrо за.rrrоrутоtэ интервэ,л8,

[о,fl сl равносильно &"л F Л(t) ё Еr. F Л(о,Я).
ДОКА3АТЕЛЬСТВО. СвоЙства 1'и 1" следуют иs

своfiстэ 2 и 3 лехrrrд 1. Пункты 2'-6" устаяввливв:от:ся
р&ссхотрениеra определения соответствуюццlх порядlпов
t{ tý&r(дого преJццествlrющего пунктr, прtaчеr. ддя 2a-3"
необхо.4.rхо !rчитывi.ть свойство функц.rи lr, обеспечива-
юцlее плотное р8спределение по поря.Фrу Q5 по.щеIrrивае-
rrых поря,rчiов ниrtнеItо уровня при бесюнечном их чясле
(ce,r. лешrу 3).

Дока;rtзu своfiство t g t', Вuryлu, что Gсли для доt{-
ныl m, d,Ic,4,. . ., 

'2r+r внЕоднено .Аl(m, d, }rд l. , . r ипв+r),
т.е. иt{€с!{ для данноrэ наборr

3'rt-+a С Qs Va-+зr((d,rtr:lr...r:16..1)) - l
плъl 1ф зlлаr7 С Qs r(ьr+з) для соотв€тствующеm Т} то и9
1' иl,tеем

1фя2-1з(81,11-,i,l,r1,...,l1_1д) F Д"(l)).

А из лсмtrы 3 следдrет, что эти поря.Ф(и по.Феtденц IIод
Qз плотrrнм обрrsоцr и топдд

8P'(,,..i.l,rr.-.rr-tr1 ts P(t ).
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В противноrr случае Еорядок Р'(m, d, &, zl r..., z2й+t ) распа,.
дsётся нц cytaxy, одlrr чrсть ютороfi типв l + 2х1* 1, а
другr.я - типа П, такrпl обраsом,

Bэrl.,j,l,r1,....q-1._,1 Р 3сЗ0(1 = с v 
'&Р(с)&ЛF(е)).

Своfiство б вытtкlrт таfirвс, во-Есрвlлх, иэ свойств
Фун!цtд{ Ё - у нас не будст обраsовнвоться олем€цтов
Trr:;Ia (1,1,0) яа 2-rr (сrrизу) этrасе. Это сле.Фlст иэ свойств
2'я 2" етой лецмц, Во_вторых, мы похаJýalr, что никь
кие р!,сФrатрпв!rr.ьЕс опсрlJЕfii с rюря.qrr,rrи типо (1r0r1)
н€ прхв€д)rт х обраsовоtlпю поря,lцrов тrrпо (1rlr0). В сь
uou дел€, пусъ нехоторъй линсfiннй порядgtr l sадаст
булеву олrrабру 81 Ta.rcyro, что ch(a1) : (1r0r1). Тогда по-
рялlоа }1 = l{}x1*1, )а = }хи+1 S!дrют тахие булевы
алгебры 8ц u В7r, что сh(8д, ) = (1!0|l)t ф(а), ) = (tt0,1).
И ато очевr4.щrо из пряraоm рrдсraотрсняя пора,Ф(овt соо!r-
ветствуюццrх aдr/I(ar') u ац|I(Вsr). Друпих юrdбинац}rй
атиI поря,4(ов нет.

Свойство 7 следует из тотю, чтоr во-первцх, поряд5и S,
R, АВ обладают рrsреrцихосгью для своfiствr,'быть не-
поl:радствснныra последовlтолех'r'состоятъ яs хонзчно-
го чисд& подЕtоря.цtов, являюцIItхся непосредственныхи
по{:ледовtтеля!aи'r'н€ вчэlъ под любъrх по.lцrятервrлох
ивтерва.ла,r нв]tодящеI!ося в отвоlлении непосредственно_
rю лслздовr.ния"l по опред€л€tlию, Bo-BTopHxt в порядЕе
Ао' етц свойствi тцоЕе рrsрещиrrt{, чго следу€т и9 юн-
струtсцrи л€хtaь! 1.

лЕммА 6. Цrrcerr
IVn2 t [&FOb ё 3lYt-З-з1 ...

... 3-9-.,91Y9-ý (l((i, t,.t1,. . ., 41*r)) = r)).

ДОКДЗЛТЕЛЬСТВО,
(+) Пустъ ýL ts Ь. Доцtстих противно.:

YiiI/фil-.rr . . . il-и-+zVа,о+з (г((i, Ic, 11, . . . , я26+s)) = l).
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Тогда rs своfiствв б' леххr* 4

vj]}o (8K;_(-,j"..1 F fib+r(r) & -Кr-(1)), (1)

D тrх х.Б иs толоr что 
'(Ё) 

= l(b), слс,Фrст, что
КL(qd,f(})) е КL(rп,i,r(h)), для провsвольною Iз, и
/ - фуннддrя '6ольшотэ ра.lшlхаП, Tor T!дltrtlt обраэоrr,

YB-} (84_1-,;,r) l= к2-+1(1) & -Kr-(lD. (?)

Теrrсрь, T!.tc KlK 8а F Ь, то сущеегвуёт 9лемент
6 = fu1,1з) U . .. U [,у., ?.+l ) Tatcofi, что EL F *r-(е) & Ф2-(r).

По оrqlеделоlию, i не содаряtят элсчентов из
ffb+r(&.), но оодерrrrrт беФФнечное число поперно не-
пересеБаюцих'ся Dдсraснтов яr К2- \ К2--1. Очевrлдrо,
что для оrоtого и, интерваJIов h:ъrlъ+r) 9то Tlorxe верво.
Тогда ов сод!рfiит бссхонечно rrного интервалов [arPi С
с hjo,1rъ+r) тахиIr что ови попrрно не пересекlются и
&.rcl ts Kl-(t) & ,tfi*-1(1). А ато воэlrоlсrоr только еспи
['Ijo r'Ijo+r ) содсрrýлт ннтервr.л вид!,

Е (fiL(rа, Ь, е) +g), для некотoрнх Ь,Ь
r€O,r>ro

(это следlст иэ своfiств i'r5В лсrrхtл ,l).

Но тах хад всрно (2), то ха:rсдЕй интсрвал ухаэrьн-
rrorý вид! будет содержать интарваJI ýс) та,хоfi, что
Qa,.1 Р Kz-+l(l) & rK51(1). Поатоrrу вссгда наfiдст,ся
влеlrеят в [to,?j"+l), п следовательно, и в 6, лс;аrrл.:й в
ffз-+l(&) \ Кз6(8r.), получили противорGчие.

(+) Если верно

3 Ь-!lФ.:1 ...1- 4na2Ytanag (r((i,/с,:1,...,96+s)) = r),

то по своfiству б" лехмl* 4 и по построению будет выпол-
яагься

]йч} (8к;_(-,ь}1 F Kb(r) & .r(2,"-l(t)). (з)
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Поло:rqдr,

0 + D(rL(по,Ь,/с) *al),
a€r

тогда для вGеr иlтгервалов [с,Р) с 6, для ttoтopнx
& F W([с,f)) верно и 81 !А Кз.11([о, Р)) & .К2,.(о,Р).

Талих обрrsох, б нс содсрrоат под собой эдёuGвтц
из К2611 \ Лfз-. Но tt Ь | К7а1 Tttc х!л (Зs < D) 

'rF(е).Следоввтельно, 8r, ts ]з-(0). Tlrcxe верно л 8r, F lз-(6),
тiк кllс ссли

ЗiоYе (& F K2r({m,do,ft)) & -Кr--r((m,й,Ь))),

гл:е {m, й, &) + К|-(m, ig, &), то

]dо]-ь(Еъ F кz-(dщ ь, Ё)) & -к2--1({zt, ь, }))),

T.l), 3фg С Ц. (8. ts Ка-(т) & -Ir2--1(а)), и Tat( Italc
Yrп,d,Ё1,,L2 (}r # Ь + КL(rъ,ith) п К]_(m,i,Ьд) = О), то,
таким сбраэоrr, выполняется 81, ts Фз-(i) и, следов8,тель-
но, 81 Р Ь, что доха:]IJвадт нrrцу лехм!t и зrверцI!€т
докаэl'т€льсгво тсореuы.

ЛитературD

1. вллсов в,в., гончАРоВ С.С. о сильноfi кон.
булевых алrзбр элеrrеятарноfi хь
Алr.ебра и логиБо. - 1998. - т. 32,1,1,0) //

2. С.С. Счетные булевн шт.ебры. - Но-
l9a8.

uоде-
Фиr.-

восибирсr; l,ytсi,t

.l. РОШКВРС Х. Теория рехурсивннх функцаfi и
фехтltвнrя вIлчислпхоегь. - М.: Мир, 1073.

ниrкяспо слоя.
б. оJшнцов с.п.

тивнц* булевых шrпебр

l27

теоDии KoHcTDvK-

-'Новосrrбп'рЬ,



19Е6. (Преприrrт/АН СССР. Сиб.отд-ние. Ин-т rrатеlсати-
ки; J$ 21,)

8, REMMEL J.B. Rссппiче iюmоцhirm typea of rесцrпiче
Вооlешr dрЪгrя /_ р. Бт2-5и.

J.Symbolic Logic.

7. FЕINвR L. Нiега.тtfiiез of Вооlсrдr //J.ýymbolic
Iрф. - 19?0. - Vоl. 3б, Ir 3. - Р,

t98l. - vol. {6t Jtt 3.

Постlrrмлl в ред!дtIдrю
20 яtвьрл 1996 года

12Е


