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С.Ю.Полrоров

В настоящей рвботе дохЕзllfiвавтся ряд утверэrсдений,
Б&свк,шltrдхся в,лгоритrrичесrсой слоrкности некоторых фор-
мульн}tх, подддIIо2Беств спеIцi!Епьвопо вI[д& в реБурсивных
булевых алг-ебра.х. Ото является чаегЕых случвеш бо-
лее общй проблеrrы об алrюритrrичесrsой слохrrости фор-
мульнЕ!х подшноrýеств в проиэвольной реrsурсrrвrrоfi rдо-
д€ли. Ясно, tflго вGс тахие подшно?Бlвствв буд5rт арифме-
т!{ческиlrи Е что их слоrкЕость в арифметичсспсоЙ иерар-
хии будет нс вычl€i чеlд их слоrкность в исра.рхии формул
мод€лиi проблеrrа состоит в яЕхоrqдGнии точноfi оц€нки
уровня атих Еод}dноrlс€qгв в ьрифrrетичсcrýоЙ исрърхии.

В спучае булевых алrзбр иlдGется БаfiонIt.lесýая сис_
Terra форrrульных подlдноr{ествr выделяюшI.1х атомы,
безатоrднrде элеrrеЕтьт, оlt!омЕые 9ле}денты u идеа.лы
Ерчrова-ТарсЁого в послсдовательЕостu фахтор-алт.ебр
по итерированнцr. идеtлс.}, Ерчrовв-ТарсЁого. Для произ-,
вольной в-форrrулы Ф(Е) оrгньтурн булевшх алrcбр сЕрsр
ведливо след!rющее утверrкдение [St:

В F [Ф(Е) .--_ 9r(dl л [Ф(r) ,-l Ез(r)!,

1Работа въ!полнеrrа при поддерuске гранто РФФИ
Ifr В6{1-01б25.
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где 8 - булсвв алпебра, I1rt2 - Y-форr.улt л форrдул&
сигнл.туры Е. (определенпя cr. в [З}. Поетоrrу принIц,r-
Iмольяых представлЕется вопрос об врифr.етичесюЙ
слоrсности Банонжческих форхульнъ!х по/Фaно]кеств, чеraу
lt посвящено ата сгв.гья.

Введех необход.rмЕле определения.
Пусть {I., zl*, ДI.r.,|,t, : л С ff} - ваrrоничссЕа,я сист.ца

форrrул сrrгнатурн булсвнх алтзбр. Для удобства изло-
жеrrия будсч обоsначвть Р.. Дr., Р.r+, Дr{r, Р.r+, * ib,
Р..+. Д ,{t..

Пусть 8 - конструЁгивизируехвя булева алгебра, u --
ее ковструкпiвиза.rц,rя. Тогда

lcB,,l(i) Д д{у-' (в(s)) е Ar+r},

I', g{' : IV -+ Лl : (1ч - хонструtчlDивизаlgrя 8)
(/ = lta,,l)},

'r.t 
(0 gmiц{J(i) : l € Лв},

lf'r(фДпах{J(i): l с Рд}.

3аlrетих, что для f € fЬ выполняются след}.юцше
соотночl€ния:

l) ,(0 s i,2) l(4d + 1) s /(10 + 1,

3) ,(1i + 2) s l(1i + 1) + 1,

1) ,(4i+3) s l(4i+ 2)+ 1,

i) l(4d+1)<шал{l(аi+2),l(4i+3)}+1,6) ,(10 з ,(4i + 1) + 1.

(1)

Соотноцrсgия 1-5 след}rют и9 определенйя цHorliacтBa
F6. Соотrrочrеяи€ б тоrФ, T!.tc lсах (V, € 8)[8 F r.(r) €
<+ а F (!lclr cз)(rl*(cl) Д,t.(сr) д (, = cl 

^ 
сr) л -r"(r))l.

В дальвейrrrех rlн будеrr ра.ботать в ocнoвtlou с ати-
хи обоsяаченияlrя, Некоторыс уазе и9вaстнЕде ре5ультатьт
теории хонетруктпвных булсвых алгсбр моасно излоrсить
в этлах обоэначениях: т!дс, ЁGIIриLioр, еслп cn{8) - (r,1r0) и

'ёЦ"(l) 
= 0, то 0 G Рв [tt. Ряд дlугих результiтов получен
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в атой работе: при их доБ8!rетельстве исполь9уются ме-
тодд и теореraы ст}тьt' [2l, для ссIJлоЕ Br которне будеra
польýоваться }aовогроФиеfi [1t. Все веобхо.qаraьЕе опреде-
ления и обозна.чеrдля laorlнo посraотрзть в (1l.

ý 1, Приrrср б;lлсвой алгебрн
с оJц{оалеraентныr мноасествоrд fЬ

В BTorr паралрафе строится прrсхер булевоfi алгзбры,
для которой lr!lr(0 = 

'F 
l(0 

= d.

Пусrъ & > 0. По тзореrrе 3.б.l [lL суtцествует консгрукr
тивнsя 2.t-атоuнr,я булева алг-ебр& 8l, хотoрая не сильно

хонеrруктивrsируеr.s. То"л" ffi - Е.r-алг.брi. ета

алгебра не является Аa}-}лгеброfi, uвоче онв бнлв бr*
Еа1-1-r,лrtброfi [1, теорехв 3.б.4t и, по следегвиrо З.б.? [ll,вбыла бн и9оrrорФнr 67;i лп, яеютороfi сильно ков_

струхтивной 2Ь-rтоrrяой булевой Dлгсбръп 8. Посколькуg.

ffi "u 
о.щ{оэлеуентнr (что очевя.цrо), то, по упрs;?l(.

нению 1.6.З [rl, Bi g В, чго протtlворечят исхо.Фrоrду пред-
попоrfiению относительно 8t.

По следствию з.?.7 Пl, ,;Ь " пiЬ для нехотороfi

trонструктиввоfi булсвоfi алгебрн (81, ид). Тьх ".* ;ft;
не Ал-алтэбрв, то .f(8r,yr)(4}) = 4}. 3ахетиш, что (а1,4)
строитсв аффостrrвно по Ic,

Пусть теrrсрь (4у) = fi,*(8r, 
иr). Похrассм, что

fgail(4i) не rдо;rет бr*ть rleвbuter чеrr ,[d, Дсйствительяо,
иначе для нехотороfi фунхtц,ltа l € F, 

'({d) 

( 4i, Тогда
для не,юltороrэ Di е8 ti gЦ и суцествует f еРц тахля,
что f(ad) ( ,li, а ето Heвoэt orýto по постро€нию.
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_ 
PrBeHcTBo lrd'(i) = d сле.щlет теперь из pi.вeнcтBa

'r--(10 
=fi и соопrоrчений (l).

ý 2. Простне 65rлсвtл.алrсбрн

В этом параr.раФ док!зшr ряд утверrfiдснr.й относи-
тсльно того, xr.rcre функцаи содерrrатся в Лр, если 8 - -

простая булсвt алr.,сбра.
Пустъ J € Fr, ,В - простlя rлrтбра. Тогда для J вы-

lIолнQны слG.ýrюlrпlе соотноIцснt'яi

1Р) соопrочrсвия (t);

О l(1j + з) l mш{l(rd), f(+d + 1) + lh
Е) ,(10 s 3,.

Соотltоlденяс 7 оqеви,4tо, Trtt кltt э 8 вет эл€uевтов,
содерЁ!.црiI беоtонечво rдноrý попарно раsличвых аtrо_
rroB j-го уровня, СоотяоцIение Е являстся сдедегвиaх со-
отrrошеншfi 1-?.

Череэ 8t будеч обоэвьчатr, просtrую булеву rлпебру
влечентарной харrrgгерисlмки (r,1r0), череэ 8, - про
стую будев}, алrэбрlr х}р!J(t!ерис|гикi (оr0r0). Если z{ ý
ý fr, т€ череs .А<0 будсх обоэнача.ть xво2iссгво Beex' roо-

неqвнt последовiтельностей епечеrrтов иэ r{,
ПРЕДЛОrКЕНИЕ l. IIуспr ,r # il - беезохсчхое вltфuв-

lrлачасзов |хо*всIпео t fut hrl € Л' ,l = W!' . Суrцосtооу.
еm l,охспр!Еfл.в.urсч!, у бglвооЕ аlавбрu 8.41, irл rоmоро
и-l(t (а.а1)) =- ,l<", прruчвц у фý*muсхо еmроLmс, no ъ
u}.

ДОКА3АТВЛЬСТВО. Все поегро€rrияr испольsуеxые
при докr9атсльегвс предлоr€ния, будут Dффсtfft вЕь[.

Пустъ R S iY'+t -- (п -р l)-MecTrнfi прсд}rк!т, ,а > 0.

Опред9лих пр..ФIБвт Я(fl) слелуюrrчrrr образоrr: .dДЛ U

U{(з,0,...,0) :, G Л}, Я(i)gЁU {(rtyl,,.,lyrtO,yi+z,......,У.)' /r+z,...,y'. С Ц (З!1111).,.(3tL)rr(д,уr,...,уr,
yr+rl. . .y.)}.

Докtясеrr леrarrу отtrосптrсльно свойств ввсдснноr\о опе-

рвтора.
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ЛЕММА |, Дll RЕ ДI'*l сшпоlшсшш coomrloulcx,lrr:

1) {а : (З'у1)...(3'у.)R(зlуr1...,ь)} =

= {л: (3"yr ) . .. (]"у.)Я(Л)(а, уr,. . ,, и )}i
2) (Vr€]V)((а,0,...,0}€Я(П)), Л ý Я(П);

3) (л,yr,...,yr,Jr+rl...l&) € .r(а) =+ (З}'уi+r)
(З./r+з) ,, .(З"У.)Я(i)(а,уr,.. ., yr, /r+r,. .., Yl);

4) acru Е - рrЕgрGчrrо-варсчисruсrrfl прсЕuзаrп, tпо u
.f(fi) ._ рсryрсчаrо-парсччсrчrrrб лltаlurаm.

докА3АтЕлЬСТВо лсчхн 1,

l. Проведех дохаэв1..ельство п,1 по индуtqrrп, Прu
п=1

{з: (Уу)Л(э,!r)} = {з: (3ny f 0)Л(а,у)} =
- {з: (3Оу f 0)Я(Л)(с,у)} = {а: (]'у)Я(Л)(л,у)}.

IlycTb утвср:lсдоrис всрво для в. Тогда для 
't 

+ 1

{а : (Уу1) . . . (Yt;'+l )Л(с, у1, . . ., y.+r )} =

= {а : (3"yr # 0)(]'и)... (]'y.+l )Цд, yr,..., !b+r )} =
= {т : (1Dy1 f 0)(J"9).., (]"v.+r)Л(yl.)(л, 9,..., y.+I )} =

= {с : (3'у1 f 0)(]"9). .. (З"9.+r)f(i{g1,.))(з,9,. . .

...,и+r)} =

= {с : (3gy1 71 0)(У9). . . (]С5.r.1).Г(Л)(а,У1,.. ., y.+r )} =

= {л : (].yl ). .. (].и+, )Я(fl)(з, yrl.. .l y'+l )},

Нстривиальннх sдесь является лиIль цр€дIослсдЕее
р!венегво, ,Фтороа слс.ý/ет иэ соотношения {(с, yrrиr. , .

...tY.+r) : f(Л(У1,,))(з,9,...,у.+r)} = {r е Я(Л) : r2(г) =
= ц} U {(з,ц,(),Уr,.,.,/.+r) з a,l е jV} при yl # 0.

2. Сладrст яs определения Я(Л).
З. Докr.знв!Ёгся следуюцlиr, обраsоrr. Либо Pi S rb)

(и # 0) и тогдt в хlчестве gl+r taorкHo взять 0 гри Ё < в
(при } = ;r rcBarrTopHofi приставки вет), либо 9то нсверно
и yt+t rao;'teт быть любýra.

4. Очевя.щrо. О
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,Ясно, чтэ Л - П1-{lноJrсество и а € ..t <++ (1э"уr)...
... (!l'y")]t'(c, у1,.,. l 9r)l где fl - рехурсивно-перечисли_
инfi пре.qrквт. Пусть .B = .F(В), St - рехурсивный ля_
вейный порядох нi. нsтур8.льных числlх по типу 2 + т,
причеrд 0 - еrю вшlхеньцrий алехент. Под харахтеристrr-
хой линейноrю lюряrцt!. будех почимать олсмсвтарýую
*!р!Jgгеристrlк)r б5lлевоfi rлпебрrп, rrocTpocHHofi по 9то!rу
псрядIrу, Рвссrrотрих raвоrrеегво l, = {{зrуlrзlr..,rу",&) :

Цэ, yr, . , , , у.)} и линеltнълfi порядох rr!, яеrr, опрсделсняыfi
слсдуюцщt обраэоrrl (лrуl,ltr...) <д (drз(r:|r.,.), ссли
B<l плп g,,. /дуl < d, пли а=dдu -t4д:r <r /r,
или.,, пл:до=JД Д(yl ЕуlЛа-d)Лу.-dЛr. <l 4.

i<r
Пусть Е - набор нвтурпльнъ!r чисел длинн нс бо-

л€е чеll 2z, являюrцrrйся ноч!льннr.t ссгllснтоl, неБото-
рою елсхснтt п, Ц ЦФ - лrcrсltнцй порядок, получл.ю-
чшйся ограrrиченисх (L, Sл) rrl шно)Бество нлборов иэ Д,
начинаюцlяtся с E. Доха:rссrд леrrхуl касDюцlуlося ggоfiств
,(Е).

ЛЕММА 2, IIусmt (a,!/rrrr,.,.r!r.r.) С Е, t < h<п, Тоз}а
l) ссrч crrnorxcxo (3'yi*r)... (3"9l)Цд, gr,...,gl, yi+r,...

...,у1), .о cfr(i((c,y1,4,...,yr,rr))) = (l - },1,0), о rrясчс
сlr(Д((э,уl,z1,...,уr,r}))) = (n - /с - 1,m,1) lаr хоrcоmорово

0<nr<ul;
2) ссrч аrrпоrхсrc (З'Уд*, ). . . (1"У. )Цr, уl,. .., yr, lyal,, ..

...,d), по сIr(.L((л,д,я1,...,у}))) = (n - 1,lt1), , проmчаяол
clgчае сh(L(|а,gr, cr,. . . ryr))) = (а - &,0,1).

докАзАтЕльСТВо леrrrrц 2.

1. Очеви,ýrо для }=B-l,
2. Для Ь =,t - 1 следует и9 тomr что б5rлвва влrэбрr,

Еостроеня!я по линейвоху rюря,щýу (2+?)xrвx(2+T)t m : 1,

иуе€т хароктеристиБу (1r0ll)l а. rTo линейноrrу поря.Фсу
(2+т) х о х (2+?) - (1,1,1).

Пустъ утверасненис деt мн всрно для /с + l. Тогдi.

yl+r

Ц(r,уt,rl,...tуr)) = Д((c,!,r,zr,,..tyrlzr)) х (2+?), что до,
каlrыв!ст лечху для ft. tr
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3rковчиц докs.эотельgгво предлоrteния 1.

В качестве следствriя лсхшtд полуtlrcrд, что Ери ý €
е7 "ЛlЦlэР1 = (п,1,0)1 апри8€.lt l € l.(8r(o)).
Крохе того, легко поttisъть, что ссли Ц(а)) = .Ll * Ь, то
cftl (ft) < llr TlJt что [(с,. . ), (о1, , . )[с I.(ад,) +а (Vг S д/ <
< r1)(/ е.lt). В линсйннх IюрядБах L(E) полушrтсрвалн,
определяюцчrс алсшсвтЕ хr,рrJЕтсристиЕtа (mrlr0), m < п,
нигдс нс gгоят рядоx! тlrt что булсва tлrзбрв 81, --
прост!я, хар!хг.ристихи (пrоr0). Поскольху Е ве ицсет
после,щlаю эдеxентq тo линеfiяrлй порядок L' = L +
+[(2+ц) хot' х 1 оrтредсляет простуrо б5rлсву rлпебру х!.раr(-
теристиrýI (r+l, t, 0) и Д - рекурсявно-перечислишое rdнo-
,tecтBo. Пусть ч -- 'астественваяП конструхтrавизаrцrя бу-
левой rлтзбры 8д. t хотор!л получаэтся я9 вояеDрухтиви-
sаr4rаи линейвою rrорr.lцФ (Д, Jд) с почочрю rrcрсчисляю-
щей фуюqrоr ддя &. Тогда у удовлетворяGт BoBu услови-
яrд лредлоrtения, qводяцрrе Ф)rнкд}tи нtходдтся очсвид_
HtJra обраýоra. tr

СЛDДСТВИЕ !. Пуспь r{ # il - бсевохсчlлос арфrсrль
чаcl,ов цхоr,есmво, A*W{, Сулцссmоусm хуасрацut u буае-
со8 alaolpu ý, i.lг:оmороll есе опсраr4u[ лрвlсmвсulлl рсвур-
сuвхмrt фухлqлялu, с и-l(О) =- А<', прччвч v фýсаъvохо
сmроumс, поп ц&.

ПРЕДЛОХ(ЕНИВ 2. IIусrпь k,tr С А, А - босзохочхоа

',L-ц$оirсссJлсо 
с ,.Grусmatд Dопоrясrrчзл, & ý 8в. ?oaio cytlgc-

сmоусm Еохсплр!Еrrl чсчrлtlu, у буасоо аlосбрlя 8..'11, irг rоmо-
podl и-l(I"(Вr+l)) =л д1",,lpu{r* охо фlf,сппuохо еmроumсr
поъцА.

ДОК,l\:tАТЕЛЬСТВО. Все постро€ния предлоrr€ния бу-
дут 9Ффекивяч. Булех поль9овl.ться терrrияолоr.лrеfi и
обоsнвчсяияхи р!^эдела 3.7 [t. Для кл!дсов врифхети-
ческой иерарlии будеrr считrть lr = Пr = Ar = До,
если } < 0. По инд)rнцд.r опрод€лиra последоввтельность
НОРХаЛЬНЦI СеГХ€НТОЭ ЛЕОl,IiIНОПО
чrчбц & GПr_s; и (3о)<' =- r<'.

дерсва 5д, ý1, ý2r. .. Taxi

Положrаrr SgД {с ; ч[сt f 0}, где {и[оt : с € 3<'} ---
стаýlдартнос }lнorкecтBo} пороцдаЕцl€е нуrrсровонную бу-
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лсву алг!бруt поегроенную в следствпи l. Тцс xat( i<" -Et-rrвofiacтBor то ýg - Пд-сегrrент. l (оr,, . .

. . . , ?2r r0), где lrlr Ir2 - своддrцие фуrпсцля для и-1 (0) п .{<"1
(l1 +0r..,

?tl,..rг2. - все слеliентн дGрева t<., liроввя ut tl = i2(r),

... r ar} r. ir(ч-l(и[с1!)) *. .. * il (и-l(и[аlt)) пg! ?н

опрсделяют н),2квую нш.
Пустъ Sб опрсд€лсвоr q - &-$-3. Иuееuz т | &

+=+ (]з)(Vу)(зz)Л(z, с, у,:), пд. п - Щ--отношсrrяс. Соrлвс-
но [4, ý а|, суЕlеgгвует Пl-пре.ruа<ат Р(т, .t, r), для хотороrэ

1) {, ,- {п : (tл)Р(т,:,в)} - нспуgrоfi нrчальныfi
сеrхснт нlтурального рядl.,2)т€&.*(Рсlr)(Ф.#.).
OTHorдerrrre Pj < r)rP(T, j, n) является
Зulчит, d(Trzrl)! Р(z,:, в) Л (Vi < :)-P(r, i, п) =

f|-r"отвочrения. Определич опноlцевияi
l) с > 0: D(r,.z, z, t)* ýл S t)Р(r,з,п,с) д (3с < t)

Р'(t,z,ъ,х'),, Q(г,:, п, r)Д Pr > t)(D(r,:, в, r) r< D(r, z,lr,t)) Д

д(t : 0) v (D(T, z, в, |) .--r -Р(т, g, rэ, t - 1))! д D(T, z, в, t);

2) g 5! 0 : Q(r, z, n, t) Д Р(r,z, п) дРi < r)-Р(r, d, в) д(! = 0).

Пустъ ф Д {(:rlrr!) ; Q(rr.зrвrt)}. Сле.цrrоrrýlс своfiсtва
проверяются н€посредственно:

1) D(r, з, z, t) - Аr-отноrление, Q(T, :, в, t) - f\-,oTrroпre-
ние, Q, -2)пс*(г :=+ (3!л).Е|'(z,l,l), t | ф, а.(Зз).d(r, з, z);

3) D'(T,z,n) =ф (]h)(vt u to

=+ (зrо)(W } t6)rD(T, з, в, r);
4) D(т,z,tъ) + (:t!r)Q(r,,t n), - (т, z,л)

Q(T,:, л, t);
Е) Q7 бссrсонсчно э ф. -,ч,
Опрсдслиrr норrrr,льный оегlдент & двоичноrt дерева

Д,Д 1" е 2<а : (о =A)v(c= 1*о') v[(c =0lr')л(Yi J
ý li(o'))(T;(o') = t -.-, i е C,)lh & - I!-сегшент. Ншrо-

н€ц Еол!лiеr. S;1, Ч {с € 2<" : (с = 7) v (, - 7 * 0) v (с =
=7+1*слс€&)}.

)D(r,.z, в,l), -D'(T,:, в) 4

t(:It)
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Пусть J - беаотоцЕrя булевь влrtбрr u 9 z 2<' -l
-_ ,.{ - талое отобра:асение, что ?(' пороrсдает l [l, r,1.
Пустr, ý ý Ё сегхент. Ясrrо, что l9Д

ýll идGr.л B.tl и что
л U{r(r),c€&ePr;.(

Е

I5
ýl cl(ý). Для яорu}льяоm сегuеята ý рr.ссrrотрях Hlrrre-

ровrJrяt/ю булеву слгебру (8s, ys), хоторrя опрэделястс,
след}rюtц}rra обрrsом: пусть л - юЕструtсгивиsаrrrrя бу-
левой алгебры J, постросвнrя по дереву 2<9 [1, 3.3t, тогда
(sý, уý) g (*, 

*), 
Ясrrо, что y;l(o) 

=- (3)<' и все оперr.цди

нЕ 8g предстr.вичц рехурсrвннrrэr фунlс.оrями.
Hr.rr потребуется
лЕммА & аý, е: Ц+tl у;| (ri(sд )) =- .i<..
ДОllАЗАТЕЛЬСТВО лехчы гроведех ив.щllсрrсй

то i. Для i = 0 сгrрrведллвоgгь леuraц следу€т и9 опреде_
ления ýj. Пусъ лсхrrь дохiýrýа для d. Поха;кех, что:

t) в В5.*, н€ с!Еlесгвует атоxвого вл€taентц содержь
цlеm бесконечно raнoI! tTorroвi

s) v5l(r(B5; )) =- ч-5r_, (I;+l (agj*, )),

обоsнвчrrrr Io Д rý, tt Д Iý+r.
Для дохrsвт*льства п.1 доствточяо пок!ýать, что ссли

о G2<Э|то S ornбo содерrйт безатохнъй Едечеtrт, либо
тольхо аояечвоG число bTorroB. Если с =7+1*а, тo ихееrд:

z) as, - PcJ(85,*, )

в) если с = rl,, то

р(о * 1)

-г-;

$ "oo"r"on, 
беsатоurщfi элеu.нт

f(g) _6) если rl(a) = 1, тб беsаточвыfi1rr
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априФr#t
числl aтoшoв.

состоит из об.ьедянения конечrrопо

Есдис=iилис=i+Orто 9(c)
Il содерrфт беэатоrrный

в) если l1(c) = 0, то гФя Ф, = иl $ - Ь"ч.,.о,""оfi
9(с)
,r

o(iio r tt)
9лемент ---тт-.

.ltля дохазательства. п.2 зtдaaтиu| чlDо соо|mетствие

o,S,...- 9F) о.Фtо9на.чяо и опредедяет иэоцорфи9уIl
L]

мехд)r 8s. и

trДф,fш).
Рсl(Вц*, )

таБ xotc г € ýi <tа} (З<"с)(о !

т € Ii(Eg, ) <=l
r0

ПylrxT 3 сле.ýrет из тlоm, чт<l

*"felilr(85,*r) €
Ч9.I1(а5,*,).tr

В хrчестве у теперь llor(rro

71

в9ять у

е Iiar(8g,*, ) и

ý.r ЧТО И ДОýЦrЫ-
ва.ет гредл оrlение. tr

3АМЕЧАНИЕ 1. В построевяоfi коясrруктивиsаJц{и
иножесгва y-!(Ii(8.+r)) леlхот в Е1-56.

ТЕОРВМА 1. IIycnr g - р.зур елч ф!*.ч-, Eat rоtпо-
porl g(i + t) - с(;) S З, с(0) = 0. fоdа с!лцесmе!вIъ t с Fсr,
irг :опороf, l(4i) = g(i).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По i Morcro оффскттrвно нrйти
lдноr!еегво .ilд иs Ellq \ Пс(;), ТогЛа ,|!(" € Е161 \ Пrlq.
Пусть и; - Бонсlрукl!ивиэаrr}rя rлrзбры бiar, построен-

нtл в прсдлоrrвении 2, Воэьчсч (S, v) * а ,.o(4+l, ц). flсно,
a€л,

чтю 8 = В" п l = r(r,у) удовлетворяет требуемыr. своЙ-
ствr . сl

Tr.rcrr образоrr, в fra., содерr(ится достrтоrlно хногY,

фувIсц,rfi. В следующех паралрlфе чы дох!.rкеr, по}оrкую
Teoperry для плотных булевнх алтвбр.
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ý 3. Плотнr,rе булевн алr,,ебры

творЕмА 2, IIусmь В - r.r.оmхч буовл alBoбpa сlолсн,
mорrоfi зарснпсРссmчвr (оr Or 0), g - Pcarлcltc,r,u fуrrqчr, irл
поmоро g(ilr)-g(i) 3 а, g(0) = 0, Тойа суцсслъоуат J С Fg,
iл rопороЕ l({i) - 9(i),

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Идея доЕ!.!rатсльства отой тсо-
peldн тrfirя ,ке, xLK и пре.щI,щlщей. Сначала хы долrlсIы
докrsЕтьl чт! суtцсегвуст вуtaсрцlяя плотвоfi булевоfi ал-
r.ебрн хараltт.срисг!дýа (1rlr0), для которой все опершц.и
предстrвиraъ! рGхурсявныraи фlrннцrдrиt t прообраs нуля
,r!-Dквиволентсн l<0, гдс r{ - цrоязвольнос арифrdети-
чссюс lлtоriеgгво. Затсх lrtt долrкнЕ научиться прсврr.
tц}tь эту rлт.ебру в плоlгную р€курсявную булёву &лтЕбру
влечентарноfi харlrс!ерясмtcl (rt + 1,lr0)t для которой l.
m-€квяв!.лaнтно l(". После вtFого, если н!rце кояегрук.
tц,lя окrrlется эффеrстивно*, Elrra остlJIется лиtць рraсцо{ъ
реть пряliую cyraxy неховорой выrддслительной поспедо_
ввтельЕtоgги консiгрукгивных булевых влт.ебр. Не ocTBrrb
влив8ясь Ht. дета.ляхr обrцrаr для дохазательство атоfi и
прс.щlдlrпей Tcopex, tatJ аt{центяруеra внихание лицIь на
тех' lror.aнTiI', в юторцr 9тв доБо!'ательс{вG рцrлЕtlают_
ся.

Во-псрвr,rх, Ha.ra нrдо доtФ5а,ть адt!.лог следствия 1.
Пусть .L - лшrgfiнlд порядоti, построеннrrй в преддоrзе-
яии 1. Pbccrroтpиu рекурсивную булеву r,лr.ебру Е, по_
строеняую по линеfiноulr поря.qrlr 

' 
х т + т. Пусть r --

идеiл в 8, пороrкденrслй эпеlrентаlм видо [((а,0r. , , ,0), q),
((s+1,0,,..i0),{)[rгдр gсr, сС 7. Тогда очеви,ФIоl чIý
.I =n l<D ,,r f - оооr"r,65rлева олrrcбрл ,rDраfiтаристики
(lt1,0),

Во-вторых, вадо док8sоть rнадог предлоriения 2, при_
чех дол2ксв бr*ть верен аналог 9!.шечLния 1, Осrrовнrя
пдея дохаl}sтельствв ост!.ется неиэченной, след}rет толь-
ко ц)йЕять q = &-+j-+ и по - яoвoliy определIfгь сег-
rrerrTы R.,
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По Terc ,ttе прйчrlнrla, rrrro и рr.qrее, сJrществует
Еr-преJцаu.т Р(т, у, zr l), для которого

t) f, = {а: (3у)Рz)Р(п y,z, п)} - наrтустой яlчальнrrй
оегxеIfг нотур a,Jtьного рядаiз)rс&
Опрсдслиrr

(]"с | т)(ф 7А о).
посr€доватýльность нrчrльнrпI Еr+l-сеFrrен_

тов натур iльноIrо рада crf

ел Д{t з ýу < rl)(ilr).P(T,yr rr8)}.

TtK lKe' Kat( и рlве€' опрсдaлиll flr-xHolKecTBa Qr,.:l Обла.
д!rоцц.tе свойствохl Qr., бесюнечно <+ сr,. - |,r.

Пустъ тсперь fu,rЦlп G 2<9; lд(о) _ l .-. i с Q,,.}.
Пусть Л, Д t r 2<' [,,,|0 t fl Л,,.r где нiтурr.лъноG чисдо

,€}
, пониraraтся tаБ вод двоичной послсдовlтсльноеги в
сстссгвснной tlo.Ф{poвtic .Фоичtlьll послсдовьтельностеfi.

tл prrtcc, т.с. S;*1 ДllДr, т9 Бонgгр!пgдрrя прсдлоассrrия 2
J

дrст вадa нуrспlfi реэультrт, т!д Еrк ф,, = l,, ё 2 7
(ф,. о
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