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Ввсдение

Сущсствует весколъко сrrособов опис!дtия и кл8ссифи_
каrц,rи регулярныI я9ýюв (свяsаrrнr*х, ваприхерt с ло-
гихой, рсгдrлярннraи вырЕrrcвияlrи или хонсчнtJхя r'вто-
rraTar,rи) ЦOr4. В по.4tл!дсс 'бе9эвездlьлхП яэыюв (со-

рrсlцирснrrнra рсгул.'рныra вIJрl;,rсенияlI
рцrннraи стrособвхи постросно яссюльttо

иерерхкfi. Д.Вхоsовсrсдfi и P.KlracT [2] докtэалп яетри-
виальвость Tr,rс наэцвrдrrоfi dоttерth-иерархпи (ocHoBalr-
яой на подсчете числ!. чередова.rrяй операrц,lй xoHKt.T'с-
Hat{m{ с булевr*хи оперцц{яraя в рсгулярньй 'беssвезд-
Hr.rx' внраltеrrиях). В.Тохrл [В! наIrrсл сэяsь этоfi иерар-
Iяи с квонторноfl перарrиеfi, Ботор}я иc.aерпъ!вlет тот fiе
хласс Dбеззвездянх' я9ыков. В частностr.r, нетривиаJIь
ностъ оддrоfi иэ бтих иерархий влечет в€|.Dривиrлъность
друюfi. Поэ,rцrеедспольsуя простоfi и яелля.шrrдfi способ
(основа.rrянfi HL играI Эренфойхта-Фрессе), B.Toxr.c [9, l0I
дал пряrдое доБtэi.вельство нетрltвпальностп KBarrTopHoй
яерархии и ново€ доха,9атеrьство нсц}ивиальности

lРаботt вь!подяена при подд€р2нае граrrтв РФФИ
tп 90-01-002б7.
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В даrrноfi работе рrссцотрены ра:]-
яоегные иёра.рхии [3r6t н!,д к!r(дцr. ypoвHe}r ква.rrторной
и€рархии и дохцrаво их нетривиольность, чго усиливlrт
ре9улътат о Еетривиельности rcBaHTopHofi иерархии.

Мц будех испольsов&,гь оm|сrние язълков с поцоцlью
предлоасениfi форчалъной логяки. Пусть l - конечвыfi
rлф!вит, содерасаrrцлй не ченее дэух ммволов. Обознь
ч!{rr чере9 l+ rrBo;кecTBo всех конеqннI слов ненулевой
длянtл в t лфв.вите ;l. Яsыкох б}!ех ва.9ывЕь любое под-
мноr(aегво lrвоrtёствв.Af. Если слово ра.ссrдtтрив&lгъ KiK
конечt ую линсйяо упорядоченную стр)п(туру (в подхо-
ддщеfi сигяатуре, вхлючаюцсй унаряый праlр,rкат для
t{sдtдого сихвола. из алфrвитв l и бинарныfi пре.qaЕат
" a'), ,о предлоr(еIмя форrrвльноfi лопихи первого по-
ря.Ф(t rao]Kнo испольэовiть для описшIия'бвэзвеs,Фrlдх|'
языЕов, (Чтобы охввтить все рег!rлярные яэыБи} на.до до-
бавнть предлоасения с цонц,цдчзсtФчaи пePerraHHIJltи вто-
рого поря,цса.) Крома ооrовного &лфавита Л r.ы рэссхот-
рих рвсrrrяреrrrrый [6rfl алфавит 4 х 2', где у - хонеч-
ное шяоr(сство псреченнtJх. Будсrr HasHBaTb у-структу-
рой слово (сr, Ц) . , , (сr, Ur) (рrсчrиренноп ) rлфавятп ;l х 2"
та.Бое, что Di:ro?KccтBa UlrU2r.,.rU, явл.Ек)тся разбиени-
eL{ мноrýеегва и Форrrулн со свобо,4rнrrи пере}rсннн-
rrи в и будут выро?коть воfiство у-струБтур, Иногдв
и-струБтуры мrл будех нцrtJвать егру.!rтурrдaи. Унар-
нце пре,ФrЕатн Q.r с С .l{, будеrr иЁгсрlцетйровать Tlt*
u F Qoa тогдr, и тольхо т9гдц когда u, содераsит буь
ву влrд! (с, U), пде , С U. Пре,црrквт ' < ' будет иметь
обычrrнfi счысл: u Fr< с тФгдtL и тольхо tгогд&, ког-
,\ь rд = (пr,Ц)...(q,Ц)...(с;,U;)...(+,U,), пде с € Ц,
! € Ui1 i ( j. Пусть ul = (с1, U1). . . (с,, U,). Толда ч tsJrф
тогдr и ,!ольхо .гогд!, когд!. для н€котороm i, 1 J i ý r,
спрsэедливо (сl,Ц)... (ci, Ц u {а})... (с,, U,) Р /. Вулевш
операдIrя интерпретируются естеегвенньrra обрrзоц. ВуЁ-
ву (с, О) влфаэита, Ах2" rr,ь16удех ото]кдествлять с бухвоfi
с елфа.вита l.

Если С - предлоrlзсвис, то ф rrоэкrrо
в словс ur С .rl+, поскольБ)r ато слово Morкtto рDссt атри-
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вать Katc 9l-cTpyKTypy. Кадqдое преддоrкевие описываЕт
язь!к, состояtrg{й яs слов, юторнс удовлетворяют атому
пр€длоrrеняю, Каасдошу uвоrпествlr Форrrул соответству-
ет кл&сс язьпtов, хогорне цоr(но описать предлоrкения-
хи я9 атоfо хноrlесгвL Мн будеrr исподьsовать о,щlи
п тQ ,ilc обоэцlчсния для xHo:KecTBl, форriул и для соот_
в€тству юllцll' Блоссов язlлlсов,

Пусть хласс ý1 состоит иэ я9цков, юторtJс }rоrкно otм_
сать предлохенияr.r вrдr :1r| .., :lrl1, Vз!. ., Vr'o, .,, Q"i . . .

...9"brd, где Q G {],Y}, С - lфрчула. беэ rrBarrTюpoB.
Иерархиrо яsыхоз (ýд)rсл будеrr нrsъrвать хвшrторноfi.
(Мн считrаlr шноfiество ноту1rальных rrисел ДI равныr,
{1,2,...}.) Очсви.цrо, что ýr U jr с ýr+l, где Ь € Ц jr=
,= {r+ \ L|L с fltl - .Фойствеявыfl клtсс для ýr. Обо_
энrtмl. череr 

'rJ 
ta'loJKecтBo, GосIsящес яr aлGцсtrDов

U'rr-r1l"l), псЦ r,. € ýr, 1<iJl,я Li=6,i>l.
j=l
Иерархию язчков (D1,1)16п будем наsь!вDть рtsностrrой
иерврхией нr,,д Ьх уровнеш хвiJлворноfi rерархия ýr. Оче.
ви.Фtо, что Dr.l С ýr+l, &,t € Лl. Пзвество [4,1t, что раs.
ностяые иерDрIия нqд любнх хладсох иgчерпЕвают 9!.
мыкание 9топо клrдсi о!гноситально булсвых оперrrц.rй и
ддя gгих repopxrrfi спрrведдивЕI соотноtцеяяя: Dt.t+r =
= (]r+ \ 

'l) 
п йl& е Dц,Lz € ý1}, Dr; U DrJ С DrJ+L

&,J € лl
Еах rяе отх€чалось, квsJIторн!я иерrрхия я9нхов не.

тривиiльна, или д)lrгиraя сдовlдaи, последовательность
клоссов языюв (ýд)161 не стr6liлизttrруaтся: ý1 t' ýд91,

'G 
€ JV. В даrrяоfi работе хы док!rсrд, что рt!]ноgгные

иерврх,ни (Dr;)lcm нцд t(!Jrr.ФIr. ypoвяet ýr, f, € ЛI, Tar+
fiе язтривt одьнн, Сфорхулируеri яOд осяовной ревуль-
та.т в виде аеорбшь!, иэ юторой следует, что Dl,д # DrJ+r,
&,' с Дl,

ТЕОРВМА L, Цуч есез hrl С ЛI rrccc Dд; хе. соgпсdасm со
сооuл асоаспоGххв плссеоа D11,

Опредслих и:rдrнрrей по Ь rrHoarsegгBo форrrул спе-
r{иальЕотэ видl Ёласса ýrл, } Z 0, r € Дa. При r € jV
lrноrсеgгво форм;lл спсrчлвльного вида класса ý6,, сос1.1оит
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пз форхул без rBaHTopoB, хоторце наход8тся в ,lц,I9ърнх.
тиввой норrвлыrой форrrе беэ повторсниfi елехеtfгарныI
юнъюнвrцлй и бсs повторенlfr юtfьююстиввнх членов в
элеr.еЕг!.рнъ!х хоrгьюнtсts{яl. При IBrl С Лl Форцуrtа спе-
tд{ельноI! видt хл!дс!, ý1,, - это .q,r9ъюItкs{я поп!,рно
ра:rлиttýнх форriул видf З4Зri .. . ]4-С, гд€ р s 7, d -
форrrула спеtцtвльнопо в}tд!, rrноrвеgгво ýl-r,r. Мноаtесrво
Sд,, сос,rэит из форraул, tФторыс е!Евив!rснтны форхулаrr
спеIцrвльноr.'о вида llноrхсствв ýr.r. (Эr<вивълснтность по-
нrrхrэтса tсад( р!,вносилъность на хонсчнчх структурох.)
По постросrrию свя8авнъ!€ псрсхенные форrrул спсrц.rаль_
яого видв ltяоr!еегва S1,, нlходдтся средп,t ,irrit,.,,4,
j ! Ё. Легхо проверrl'гьi t{го число форr.ул сЕеrgаr'льноIэ
в!iда из ýд,, с фивоарованвtл. нtбором сэобо,lцrнх перс-
xerlньll ювечно. Ддя хrя(доrъ /с С .lY хлвсс:д яiыхов 9t,,,
r € Дl, соответствуюдlле MнorigecтBsl. форхул ýr,r, исqер-
Еывrют класс S1.

1. ВсrrоrдогатсльЕtъ!с рсsультоты
Пустъfr}Oпг}l. Введех рефлехвrвяое и транsи-

тивноG Фгноtцgяrlа sr,, нi taноr(есrв€ GтруrrЕур.
ОПРЕJlЕЛЕНИЕ. Пусть у - r.вохеегво переченннI,

t п v - у-gгрухтуры. Если иэ в Р У слсл;rет u F С для
любоfi форrrулы С е ýr,, со свобоJцrr*rrя переrrеннt{ци из
ч, то будеrr rrr,rct,Tb ч Jt,, u.

Опиrцсrr вспсрь вlриаЕт игрн
Сr.,(q u) с } раунлахи, В ньчвлс игрн иrrестся ,Фе
{ylr., ., Уr}-стРуrýгуры rл и u, В ягре !rч8ствt ют .lЕа игрФ.
кв, Цель Еервою игроко - Iюхц}атъ, что }ги .Фе сгрух,
туръ! рtt лDrцrы, цсль второю - тlохцrЕтъr что они нс-
раsлtiаrиtrн. У ха:rqдоrэ игрокь еегь Ь фипrек, по}aечсн-
ныr, переt енЕtJхи d,..,rn|, j = l,,..r/B.. В первох раун-
де первнЙ ягроtЕ ст!вит свои фицtх}r ri,...r{, р З ъ н!
буtGъ. струtФуры в. В реэулътвте {у1,. . ., gr}--струхтурs. t!

превратятся в {Jrr... r&r "i,,.., "|}-""эrr*уру 
t'. Второй

игрох в о.гвет на ход первоrý игрокt стrвит своп фиш-
M rir...r"| в другую струхтуру u. Получаэтся ечl" од-
нl {/tr. . ., !/r, d,. . ., d}-*py*rypt t/. Продогlкение атой
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игрIJ ничеr. не отличr,ется от !rгры Cr-r,r(ul B'), В кон-
це игрн полуlмх двс сfруrсrурн чо и rro. Gчитrдтся, что
второfi игрох выигрrл, если для кrлqдоfi атохарно* фор-
raулы с цо F с тогдl, и толью тогдt' tпогд8 Uo F d. Дру-
гиuи слов!дilttвтороfi игров вtJtiгрцввдтi хогдr Uo Sо,, rф

и rh So,r цо для всGх ? € ,lv. В любоfi конкретноfi игрс у
одноlý из игроlюв Gсть выигрнЕlвtя стротсгия,

ТЕОРЕМА 2, Пусtпt ъu - у-сп.рувmурц & : 0,
я } 1. Tooio u Sl., ul ссrч v mоtaзо сеrч у еmороrо urроза
сGma aOaчaraarrrнс, слпрслraсвч s urpc Cr.r(u, u).

ДОКА:}АТЕЛЬСТВО. Пусть сначrлл rr ýt.r tl. Дока.
rceM ин.lцrrсдасй по &, что у втoроm игрок8 есгь выигрнпI-
н!.я стрrтегяя. Всли Iс r 0, то второй ягроБ внигрнваaт,
посхольку по прaдЕIолоrtаllик) lз и U удовлстворяют о.qIиI
и reeu rne 8тохарныt форraулar.. Пусть теперь Iз > 0. Прсд-
полоrlсим, что у впоропо lrгрохt нст внигрычrноfi стратс-
пин. Тогда вцигрrлдная стрr,|пегия есть у ttapвorю игро-
ка Пусть он поспrвил фиrпlоr :fr...rr|, р S r, в струЁ.
туру rr, следуя своей внrrгрr,пrrно} стр8т.гии. В рсsуль-
тr,т€ полlцилr.сь cтpytmypa t' тlх!я, rгго при любоrr от-
Beтrroш ходе второт.о иrроЕа в струхтуру u (в рзэультвте
котороrэ поrучьстся структура r/) парвыfl игрох облlд&ст
выягрrлrrrrrой стратсгяеfi в игре Сд-1,,(rУ, t'). По rн.щrхпrв-
Horr)r предtrIолоrýению / l1-1,, чl. Пусть У - ,rвrэъюнrсддля
веёх форraул спGrца}льноrc видi и9 ý1-1,11 яе удовrgтво-
ряюцц,lх t'. Тогдr, ,| F -ф. посtФльву ryю сIrраведливо
для лrобой струхтурн v', KoT,opyro raorKвo получить и9 l,

добадлениеrr фlrшек dr..,, {, пrеех

u }А Зz|,...,{-6,

"tsй,...,4-с.
Приrrrли к противоречию. Taxrru обрrsоrr, )r второпо игро-
Ki есть внигрнIцнlя стр!,тGгия.

Вmрая чссzъ докцrотельегва проводр!тс8 тю:ке инд)rБ-
lдаей по &. Если lс = 0 и у второю игроБ8 еегъ вtпигрнtц-
ЯаЯ СТРlТеГИЯ, ТО U И v }.ДОВДеТВОРЯЮТ О,ФlИra И T,ar' 

'{€aтor.8pнEдra форхулаli, t следgвr.тсльttо, tt o.qlиl, и теli fЁе
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бесхваrrторныrr Форцулоц, Пусrъ Terrcpb it > 0. Предrrоло-
2K}It{, что у второго игроке есть выигръ!шнtя сц)l.тегия
в ягре Сд.,(ч, u). Если r u, то найдется форхулв ф

ýr,, что Фи9 тl,Еал,
ихеет вид 1о| UFФ,

,...,*первый ropox
в i., что полученнrя егруктура ч' будст удовлетворять
форхуле rф. Второй игрок дела€т оzветтrъй x'од, слсlryя
выигрычrной стрвтегяя. Полдrченная в рФ}rльтrте струк.
тура u'He удовлетворяет форraуле -f. Но теперь у второ-
Iю игрохr. есть вцпгрышнrя счrовегия в нгре Сд-l.r(/, ч').
По иядlrrст:лвноху пр.дпо!оrr.нию u' St-r., u! л i f ф.
Противоречие. Теорехв дох89а.нп.

Докчкех теЕсрь с поцоuIью этоfi теореrrы неютоFыс
gвоfiствt отrrопrенпя l1,1 . Мы будсв обоsначrть ковха,тё-
ншц{ю.Фух слов (cTpyrcTyp) ч и rr чсрсs tч яли tc.u. Если
u, - слово плфrвита zl, r*ы будех tпсполь9овать обо9начa-
ние url = {rr-t . ulr где tt > 2, rrl !. trr.

J|EMMA |. Пувmь & 2 0, ,21 U lrrrиrutrtart lurlUtи -,rnpyrmyplt. Гоliс ссrч rrr Sr., rrr urи St,, и, mо urtа ýr,, urч,
ДОКА3АТЕЛЬСТВО. В случr,е } = 0 утверцдение оче-

ви.цrо. Прсдrrолоr(иlr, что }> 0. По теорехе 2 доствточно
ЕокlI'l:гъ, что lr второю ягрохr еgгь выиrrрышяlя страте.
гия в игре Cr,,(r.r r.2, ur th). Пусть в cTP}.tEyPe larlt2 первыЙ
игрок постrвил р фпшек (р ý г). Moacro считать, что Фrrдr-
ки ,rr...rrr., У 3 р, поставлень! в структуру rдt, а фицtхи
8pl4t 1. . . 18; поставлень! в структуру ч (i.i и u! - получен_
нцс егруБтуры). Иs пошлюr по тlcoperac 2 эахлючаеш, ,lтo
у BToPor\o игроха есть выягрЕlluнltе стратегt я в игрiх
C1.,(u1, u1) и С1,,(t2,q), т.е. он lrorceт Tr.х пocтlвtlтb фtlЕI.
ки в структуры Ut и ta, что полученные струхтурн u| п u|
будут удовлетворять отноtдевиях ti sr-r,, ti, 4 Sr-r,, 4.
По инд;rктявному Ередtrrолоrпснtrю rriuб Srr,, ti4, Следо-
вO,тсльно, у второг9 игрок} сстъ въ!пгрцlцная сгрлвегия
в ипре C1-1,1(u| uL,44), .Щв,лее второfi игрох долrкен с:ле_

довать этоfi стратегии. Лехrдl докr.9!,нr,.
Rведем обоsначеяия: с(Orг) _ 1 при вссх г € IY, dlcrr) -

=, +(7 + 1)d& - I,r)+ 1 при /з,? с lv.
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ЛЕММД. 2. IIусmь & f 0, г: lt {, € l+, jYr, JYr > d&,r).
rogic urxt Sr,, uJЧ.

ДОМ3АТЕЛЬСТВО, Вудех считатh что ЛIr lg lYu.
Пусть сначlла lrYr - jYzl = l. Проведех иr:д;rкlrrю по }.
В r:пучr,с Ё = 0 утвсраtдснtас очсви.Фtо. Пре.цrолоэrоrrr,
что } > 0, и 1гтвер:пдение справедливо для & - 1. Поха.
]l(eмt что у второIэ игрохt ссть вцигрыцlнrя сгрпт€гия
в игре Сr,,(rrrШr, u,&+'), гдс , = rrз - jVr е {l, -1}. Пусть
в первоr, раундс игров поста.вил р фиrчсх (2 S r) в сло-
во tд!r. В силу внбора JYr в поллgнtrоl, слове нrfiдет-
ся подслово rOСФ-1")+1 без фutцск. Тшзлrr обраsоrr, пер-
вое слово raor(Ho 5rписrть в вrаде rrrl ur'('- l")+r u,2, где Urr

П "!, - ПОДСЛОВl, В tПОтoРЫе В ЕеРВОХ РаУНДе ПОСТtВ-
л€вIJ все р фIдлatс. После rтервот,\о рrундi первое сло-
во имеет вид u|ulo(}-r")+rru|. Второе слово uorcвo 9цIи.
сать Ttlс: u r*' : uturo('-t")+r+' u2. Втэроfi игроi дол-
Ёtell Tа.t( добtвить фишхи во второе слово, чтобы rюлу-
чи,гь uri uО('-',')+'+' r1. По индуктивноr.у предполохению
Uc(l-t,r)+I+' ýl-r,, uro(l-r,r)+r, следовr.тnелъно, по лемt*с l
Uiuc(1-1,r)+l+ruri Sr-r,, ul! ш"(r-t,')+l Ui. дrлее второfi игрок
rro:,ýeт игр!.ть, следtrrя своеfi выигрыrrпrоfi стратегиIл в
игре Сд-1,,(ч!чlС(r-t")+r+' ur' t uri urc(r-l")+l ul). По теорехе 2

гюдуч!€х ч,Л' S},, чr ..
Дохutеrr пexrry индукrцаеfi по |JY2 - П1|. Пусть

llYa- 
'Vrl 

> l и лецrar спр!ведлива при raеньцих 9нrчавияr(
lл,
По

- ЛL|. Возьrrех нr,тур8льное число ЛIз цссrсдJr ЛIr и ЛIz,
rrrЛ' St,, ,D' St,, t ''.

+2(г+ l)d&- r,r)+t и к = м+с(/с- 1, r).
F и G нл мноrсеств€ ,{+ Tarc: .Р(t) - чr,

Лехrrа дохазана.
Для фиксирова,rrных i la r иэ /V возъrrеrr i/ = г *

Ввсдеrr опсрации
G(r4 ч) = uкtuк.

ЛЕММД 3. Даt lпбм цu € Д+ ча z ýд-1,7 tl сlсlуеп
F(о) S.,, G(z, u), aDc Ё,r е ЛL

ДОКА3АТВЛЬСТВО. Восrrодьзуекся тсх !е прпеllоrl,
хо:горыfi приliеняли для доБа:r8тельствr, лсt{х 1 и 3. Рос-
сшьтрив!эu игру Cr.,(f(v), G(ч, ч)). Пусть в первох
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рrунде первыЙ игроБ Еостrвил р Фищек (2 S l) в слово
g, = P(u) = ur. В силу внборь М в полученяох сло-

ве яrйдется подслово u2c(1-1")+l беs фиrвеrс Tr,rcrrr обра.

,ox, первос слово шоrrtно заmrсать э видс rat 0Цt-l,r)*l q1 =
= rar Udl-r,r) uuo(r-rlr) ч, где ц ц !2 - IIодслов&, в Еоа''о-

рrде в псрвох раунде посгiвлены все р фишсrс После пер-
вопо роундв первое сдово будст иueтb ъпд
uri = !.'t rf(r-l,') uu"(r-t") 4. Втюрое слово rrц = 6(uru) хоl;rrо
эlJrИсrТЬ ТаК: urr t K-yilux-Itr! 

= Blg-r gо-'1л2| где лъlrlrл2 2
} {} - l, г). Второfi игрох допасев тах дрбrвить фичrхи во
второ€ слово, чтобы получrrть u{ = ч{чйt rrunru|. В силу
лежчы 2, u-' St-r,, UG(l-r") я u^' St-r,, uP(1-1.'). и9 посъrл_
ки по лемtiс t пол)вirr. ull _<r-l,, Iri. Далсе втэроfi игрох
долr(€н следовr|гь своей вьurгрыrяной стрьтегии в иr.ре
C1-1.r(ul|, ul!). Tlx *te, как и pr.Hee, по теор€хе 2 пол}rчrац
F(r) ýr,, G(q о). ЛerrxB докьзttlь

2. Докаsательство теореrrы 1

Дохtslтельство основано нц rtостросниIa цецочех слов,
удовлетворяюцlttх веюtпорнrt условияr.. Подобкые це-
ПОЧХИ ЧаСТО ИСПОЛЬЗУЮТСЯ ПРl! РlССraОТРеНИП Ра9КОеГНЕ,IХ
исрархиfi. Раэобьеrr дохsэ8всльство Hr песýольtýо вспоtaо-
гатеrънtJх утвср:кдениfi. Полlпrих сночал8 н€хоторое до-
егаточное условlrе топо, что Ередло?Еение ве принадл€-
эrсит хлассу Dд,1.

ЛЕММА 1. Ilyctnt iснш, BcrnypcrrH}r, чuс.о hrl u лрсёао-
*схас ф mаЕоG, чmо lll lэбово хвm!раaarлом чцсrв " Gущь
еmеуam ч'nоt{за с.оа ц| иr.. . | ц+L, llоеrсtлеор'.юлцч ycro'll-
,l:

ц Sr,, rlr+r, j = 1,2,. . .,l, (i)
иi-l F С, iC IV, 2i-1<l+1, (ii)
иlдd, i€iv, 2isl+l. (ш)

Тоаdа ф е DtJ.
ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Провсдеrr доБ!lrr.тсльство tю

ИН/Щ/ХrЦ{И. Пустъ / = r и С € S1.,. Bosbrrcl,д ? 1'lJtoe,
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чтэ С € 5r,,. По усдовию ul St,? и,ut F d, и }Ё С, про-
тиворсчв.. Пуст-r, тэrrерь l> 1 и ф принцдлз:хит хно,
,{еству Форtaул Dд,д. Поскольху для хлtсс8 язнхов Dд,1

спр!.ведляво, что D1,1 = {(rt+\Дl)пЬ| Er € Dr;-rl Ь € ýr}r
предлоrкение { хоlsrо предстrвпть в ввдо С - .'{1 Дф21
гдс {l € Dr.t-r, dz € ýr. Borbr:crr р т!лоG, tttо cr € srлr С
с sдр, l f р. В силу (ii), rвссш ur F Сз, сдедов!пеаьноt
по опрсдGл.ник), ц F Сз дrя вG.L 2 р, dsJ*l, Тцrах
обрtэош, прк , : р соотношенt я G) и Ф) останутся вер-
нъшiк, ссли в ниI Sшactl!trBb { на T |1. ПoBr:rrcrr с Еоraощью
индJrхтивноrc преJgtолоrвеIrия, что cl d Dl,д-!, и полуrrяra
тахэur обрлзоrr противорс.fиа. Для r 2 р цgпочБи сдов
иl.,,lц+r удовлGтворяtот условиях леххн, Остlяrся эь
хетить, чtпо аслtl цaпочх!, слов с трaбусraыlд,t сэоfiствь
r.и сlпцсствуэт ддя нехо!юропо , = pr то ояi будет облs.
дать aтихи своfiствrхп Ii для вссI нохсров ,, xсЕьtдиt
этоlю р.

СЛВДСТВИЕ. fycrnr ioBrr } > 1,' | 2 ч lpolloxexttt
Фz,...rфl € ýl ,ncrur, чmо 0п r'юбооо т сrчс?m.I;z. ч?вочaо
cjrc tlt,.. r Ul, уlооаыпеор'пщч ycaoc|ýJ,:

Ц St,, Ц+rl i=1,1,...,I-1, (ir)
tt F Ci, i-2,.,.,|, (r)
rt-l !Ё С;, i = 2, . . .,l. (rЦ

Ioaio D1,1-1 * Й,l-r.
ЛОКА3АТЕЛЬСТВО. Пустъ * = t(OT Д r{2;.91), гдс

i=l
2п, )_ l ц фi = tBlrc при i > l. 3деъ fc|rc - прсд_
ло2Gеяяе, которому на )rдовдaтворяст ни о.Фlо слово, По
поегроеЕию ф с Dr,l_r. С поrдодIFю л€цмц ,( tюк!:кси, что
-Ф l Dr.r-r. Иrrееч { = -9 э fr 1-Д1 V CT+l). Borbrrex рj=l
ТаКОsr ЧТО Ci € ýr, i = 2,...,l. 3rфихсир5rех прои9воль_
ное .R f 1 и провериrr въцюлнение 5rсловиfi лехшr,r ,l длл
r=.Е Boзbricrr ц€почх)r слов U!,...,ц для,*m8tdлrр) пý
условия. Внполнсяие условкя (i) лсrrмы ,t обaспечивtется
)rсловием (iv) следствяя, Проверих условяс ф) лсrrrrы 4.
Пусть iсJYи 1d-l SI. Покaжсш, Чтo ИJ-r F -сз; V lzi+l
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для всех j с itr...rnr1 и, следовательно, ti5-1 Р ф. Пусть
2i - 1 > 2j + 1, тогда по условию (ii) и;+, ts dz;+r, lTo
определению 1 я 5rсловяю (i) ra-l F Сзi+r, слGдоввтельяоl
tд-r ts -СтVфча1. Пусть теrrcрь 2d-r S ?j-r п 2j J I, тогда
по условtiЮ (ш) иi-' }. -Ст " по !rсловиЮ (t) ол-, F -Са;,
следовательно, иi-r F -{zi Vczj+l. В случае 2j; l пред_
лоrlению -Фzi Y фzi+t удовлёгворяет любое спово, в том
ч!iсле и tza-t. Проверrх услови. (iii) лечrс,r,l. Пус.tъ i € ЛI
и 3d ý J' тогдч В силу (ii) и (iii), Щ !Ё -izi, И Иi lЁ сзi+r,
слсдовавельно, r25 !А ф. Тrлшr образом, * е Dr;-r \ й;.-l.
Слсдствис дохо8r.но.

Испольsуя это следствис, хы дрка;асr: тсореху 1, Снь
чодв для произвольного i ) 2 построиrr ц)еддоriения
ф|r,,.,Oi € ýrl t€ЛL Для э,гоr\о яах будет Hyxora

ЛЕММА б. Дх rB*loeo пpвi.lо*охuв ,| С S1 суtцссmсувm
ýорuуlа C(s, g) е 31 с lоулl саобоirсrrдц п.rrcl.Ёr..rr.ц 5 ll у
mlяu, чmо lg lобо сmрузIлr'урL. rд = rrr (cl, Ц )tд(с zrТа)ч, зЬе
а € Дl У € 4, tr, ц - сl^р!wпуръL vu - Gtoco е вл$всvmс
Д, ч, F i(э, у) ltloйB ц rпоsьзо tt:.oBll, зойв u| ф.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Mo:rcHo счrл8а.тъ, что в предJIо-
жении ф нет пер€хенвь!, 8 я g. Зrддевиrr в форхуле С
кltfiдое вхоr!деяие 3;(, ..) яа !я(а < , < у Л .. .) я хlrtдое
вr(оrr(денrrе Vr(. . .) яр Y;(o < : < у - . . .). Получеrrная в ре-
з}.льтаве форrrула ф(а, у) удовлетворяет требуехоr.у свс,й-
стэу.

Пусть впфввит ,l состоит и9 бухв с, Ь, . . .. 3афихсируем
прои9вольвое I ) 2. Преддоltеяия Сi,...,фi € ý} будеrr
строить индунцtей ,по Ё.

С} = За},...,d( fi q.4 a'f,'"1 . r,lr), j = 2,3,...111

С} = :l'o{,,..,c!"(fi o,"t rr 
Тл-',1 

< 4*,л

лч/("i' <+ < t' < rt*,) л-Л' .(5f < t' < rjl,))л

,r-jЁi("i,"}*,)),
где Ё> l, p=2(k- 1), j=2,3,...,l.
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3АМЕЧАНИЕ. Слово rд € Д+ удовлетворяет Ереддо-
:кению ф}, Ic > l, тогда и только тогдо, югд!. rд содержит
о.,д"ооrо ба(r-l)ч62(}-l) т!д!ое| что 

" Н -Ciii;.
ЛЕММА 0. Пусtпt ц tl, w - clo о а влýаеumс rl, j = 2, q..., Д'

} е ,lY. Todc ccru ш Р Фj, mо uuчts Фl,
ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Если u F CJ, m слово u, сод€р-

2lФlт не хен€е j бухв с, Но т€r, аrФ cBoficTBorr буд€т обль
дaLть и слово trllu, t 9то rrн&чит, что lluru F С}. Пустъ те-
пс,рь ш р Cf, l> t. В оrлу зr.rrсчшrия, слово [ztr_цr,6{r-t)
яЕlлястся подсловох ш. Но оно будет Tr.rиcc подсловоlr
слова, tttru. Tr.rcKx обрrsохr tat u TaJеllie будет удовлетво-
prlTb прсдло]кснию ф. Что и требовалось дохозпть.

Boзbrrcrr произвольнос r} 1и построиra цеrtочtlt! сдов
r,|, u},. . ., uf , )гдовлстворяюц)и€ )rсловияr. слсдствия ддя
пllедло:r<енr.rfi фrr.,,,О| € ýt. Цепочrgi яl уровне }t ft > lt
будеrr строять на основе цепочек уровня Ё- l. В случrэ
Ё = 1возьrдеrд irl =cj, i = 1r2,...rI. Предrrопо;rокrr теперь,
что Ё > 1 и на (} - l)-rr щатrе rlll построили цепочку слов
ui-',...,r'-'. '

обоэявчиrr
8l = бui-t0, i= 1,2,...,I,
t{ = C1,1i-l,rяi1|-r), j = 2,3,...,I, i = 1,2,,..,J+ 1 -i,
oi = d-'("i+r-,), i - 1,...,l,

где Ли б - фунхцрrя из леххrд З.
ЛЕММА ?. Саоеа 4, rЦ,. .., ф, ,t G ЛI уiоеrапаорrрm

усrоачэ (i) cr'eOcrncvl.
ДОМ3АТЕЛЬСТВО. В случаэ & = 1 утверrrtдеяие

легко проверять, ишольэуя $eoperay 2. Пре.qrолооrсrrr
теперь, что & > l и утверцдение справедливо для
Ё - 1. По прс.qrоло;tэнию индукцrи tli 3r-r., фr-r,
J = 1,2,...rl-t. В оллу дехrды lt ui_; Sr-r,, d+r_;, d =
= 1,2,, . ., f-1. Всилу леrtrrы 3, f(фr-,) Sr,, G(rr!-,,фr-,; =.

= "i!l. В силу леlдt ъЕ l, r{-.(4+,_,) Sr,, l-.-I1,jj|;, т.е.

оЁ Sa,, o1*rr;=112,...,I- 1, Чтои требовалось док&9!.тъ.
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Если ur * сдово в алфrвите Д = {сrСr,..}, то чер€з
C(zl) rrы будеra обоsнвчrть подслово слова lд, юторое
пол!пrаэтся удlленя€ra всех сяraволов 0 иэ на,чала. и юt.ца
словв u, (еслrа онп Tr.rr ecTb).Haпplarrep, }ec}i = &DC(aO4tC)a6.

иэ постросяrя сдсJý/етr что слова
,i , * > 2, ; - 1l2r...llr удовлGтворяют слсдlrrопgrх свой-
Ег,Iп

l)
2)

3)

оче-

{ = Ё-tcltppr-t,
of не содерlзат подсловl 62(Д-1)+t,

ф- $1P-r"r6r-l),,€Jv,

tuiu = r,..., l} = {c(OLJ-d), с(UЁ;* ),. .., c(oi-')}.
Здесъ испольэуются обоэнlчения:

ta
О Ui = '.r, Оц=a=l i.rl

'-l= Оц.ч. l>1.
i=t
ЛЕММА В, Дr, tпооо чmобt ui ts Сr, хеобзоduло ч

lосtпаtпочхо, зmоdll С(ф) ts фl, h € Ц d € t1,2,...,j},
j € {2,3,...,J}.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В случае Ё = l
ви.цrо, Пустъ Ё > l. В Фlлу п.l иr.сfl 'c(Ui)El-'.В силу лсхrrr* 6, пол;rчвеrr дохцrDтсльегво достаточно-
сти. 3оrлетиrr, чт9 €сли r, = e2(r-l)ф{r-I) являстся под-
словоrr uf, то u тlкrпе авляется подсrовоt C(u!). Тсперъ
для дохаJrптсльства яеобrодиyости остодось восполь!Ф.
вDться ,lдlсчDнисш.

JIехха дохв-ва.яа.
Остrлось похr:lвть, что для поегроенныrt слов и пред-

лоreвlл внполняются условия (v) я (vi) сл6дсгвяя.
ЛЕММА 9, Дll gссз i, j € {2r3r...rI}, i ) j, cBpccciruorr

слаОуli.цuс сооmхочIGхllг; "i Н О! " 
oi_, la Ci.

ДОКД3АТЕЛЬСТВО, Провсдсч дохцrLтсльqгво по
индJrкgпи. Для случля Ё - l утвсрасденrс очсвидItо.
Пре.цrоло;rях lвеперьr qто & > 1 и утверrцдеЕпе спр!вед-
ливодля}-1.

Поlrяtеrд снrчr.лц что r{ Р С|. По пре,щолоrtению
индунцrи 

"i*]'_; F 16|;;!_r. По леуме 8, c("il1'_r) F -CEL.
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В силу п.3 и 9адrечания t{ = . .,5З(i-t)6:(ui+]Lr)Ё(1-1) . .. F
F di.-По*"*""" 

теперь, что "i_, lД ф!. В склу п.3, uf-, =

= _ф 1tr-l urar-l 1, rry е {с(ф|;), c(Ui;ii),. . ., с(оt-')}. про_

ведеч дохазательство от противнопо. Прс.qrолоrзлrr, что
ф' F Ci, тогда нйдется подслово

rr102(r-t) u.*rP(r-l) . . , бР(r-l) u, + р,

удовлетворяющее пре.цIоло?lзению -rДf;|,, По лсrrхе 6,

u, ts -diir|_1, t; = c(r{-l), m I t+}-i, В оалу

лемцц Е, 4-' F .ФLЪ'_,, но по пре,щIолоri.нию кнд/нрrи

"i-' ts CEj_,. Приrпли rs противоречиIо. Лэмr:l докtsшlа.
Тсперь из следствяя следу€т тсор€r.r. l.

3. Дополнитсл bHIJe srдaечiния

l, Н€тр)r.Ф{о проверитьt чтэ [,| D1; С ýд41 Л ýr+r для
lBl

кrrкдопо ib С лI. MoэKrro покr,:rlть, что дпя rЪ = 1 вклrочевие
будет собстванное (это хонтра.сiЕирует с x'ороцIо trзBecт-
нь[ч и9 лоI.ики фа.tстохr чво при любом } вцполнястся

радt€нство U Dr,l = ý1.1,1 П ýl.t 1, гд€ хлассы D1,1, ýд опреде-
l=lляются тад( Jl!е} только вхесго аtвивалентности н& кон€ч-

ных струtlтурrх нqдо в:rягь обнчную аквивалснтносгь
формул). Деfiствителько, рассхотрич язык 

', 
состоя-

ццfi иs слов, которые нl.чинrются с бухвы с € i, атот
яэЕ!к хоr(но описtть предлоrсениеra cl С ф и пред-
лоrпенI4ех da € ýr, гд9 Cr = 3зVу(Q"5 Д -(у < з)), Сз =
.а VуЗа(Q.з Л r(y < а)). Следовлтельно, 

' 
С 

'2 
П ýr. Рас-

сlr()триt бесконеqную ц€почку слов lrtrtд2r..., где
tol = cr 'r2a = бur2i-I, ur2i+l - cra2;, j € JV. Поскольку
кФýдое последуючlее слово в атоfi цепочхе содерrкит пре-
дндлцее как подслово, будут выполнены соотноIленпя
iлi sr,, lra+rri,, € ff. По лечrrс 4 пол)rчаех L ( D|J, l С N.
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2, Аяалог теорехы спр&ведлив для случел alr-языюв,
состоячlиrl иs беоюнечнцх слов. Для доквsательства
хо]кно l.о.Ф{ФдIр'ровO.ть наrде дохо:ls,тельство теореrrы 1.
При этох цеЕочки слов чf,...rф и9 неtцепо дока,!rа.теJIь_
егв!. taorкBo э!,ugнить н!, цепочхи ar-слов фD'r.,.rфР, а,

предлоrпснкя /! оставить без изlденсния.
Автор статьи BLIpaJKaдT блrлодарность профессору

В.Л,Селиванову эп шсгивнуtо помоtць в рйоте.

.Литсратура
1. ДDDISОN J. The metlod of altenatilg йаiш //Тhе

YY.AddiюB, L.А.IIспLiп, rлd А.lЬгrli,
"dr.).1963

IпфrпаtiошI Sуmросiпrа at
1965.

2. Ba!йozowsкI
of ьtал-fгсе l,

R The dot-depth hiегr.r,frу
Соmрчt. Sptcrn ýci, - 18Ъ.

- Vol. 16, -

?,

3. ВРШОВ Ю.Л. Об о,щrой иерархии xHo:rcecTB //lrл-
r,ебрв и логtiка. - 190& - Т. 7. - С. 15-"{8.

,l. нАUSDоRлЕ'F' F. Gmndaige dег Menge ehre. - I.еip,,lig,
19l,|,

ý. PERRIN D., PIN J.E. Firrt-оrdег lоф а.пd rtаJ-fгee sеts

//J. соmрчt. ýуаъm- Sci. - 1986. - Vol, 32, _ P.39s-106,

6. ОЕЛИВАНОВ В.Л. Тонкая и.р..рхия форхул //Ал-
rcбр& }r лог ка. - 1991. - Т. 30. - С. ббtFбЕ2.

Е formrl lo8ic, шrd circпit
complcxittrl,

iп rуmЬоliс logic.Е. тномлs w.
//J. Соmрпt. Sувtсm ýci. - 1 _ р. 30(}-3i76.

9. ТНОМАý lY. Ап applicltiol of the ЕtlепfецсLt- Ftаiirб
gа.mе il form.al lалgвце thеоrу. //Bnll. ýос. Mr.th. Ftалсе, Меm.

- 19Et. - Vоl. 16. - Р. 1r-21.

154



10. THOMAS W. Automata on infinite objectB //НалdЬооk of
'lheoTeticBl Соmрч_tег ýcielce (J.va.Tr Lеечwеп, еd.). - MIT Ргеав,
СашЬridgе, МадваДцяеtts. - i990.

Постугпrла 

",.рffiЁffi

155


