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В работе [1l оппса.ll шостерпорньй алrcрrтu рsспоsнав8}lкя
(групповой хлассr,lфuхаlrlr) кваsrrперяодlчео<оЛ поспедоввтепь
яосtт.t одляаковцI яr.пульсоц пскаrенноf, iддхтлвноl гвуссов-
оой неrсорре.лировшrноf, похеюfi с иsве-стrоf, лп,тrерпеf,. f[ол
кваsrперяодическоfi ичпульоrой послqдовательно(тью понt{rrает-
ся тахцl пооiеловвтельпосIъ яlпулъоовt в котороп вёrпчппа !rн-

т€рваrа rе)rtýl rоl.€нтllrl{ вреxеня начмв двуr послqдователь
нЕх пшпульсов леr*rrт в 5ацанноlr прошеrrrпе- В читжруежой

рsботе раfсчотрен с:tучаý прrrнятпя рапеняя по на6r,юдs€мо-
шу участку (отрsку) sалryшlенпоf, посп€довьтельносtя, t(оторцfi
вхJIючавт нспsвесrнG чхсrrо хшпульсэв эцдаrrной tипнн ,.r фориы
с дет€рraпнированн}lxr, но неиlвесгнцlflt l.oxcllтalrll BpeIeHx пх
ЯаЧаЛq В ПРСДПОrЮr(€llПИr ЧТО lrolreнT ВРеШеНli НаЧаЛа ПеРВ,)Ю
иrrпульса п/илп raoxeнT временп окончанпя посJIсднею шипульса
ненrблюдаЕrrоЛ (оtрвтоfi ) кваýшперrrодпческой после;цователыlо.
сrп rroryT располrгвться соответlтвснно JIевсе начаJlв I' правее
й(жчаltllя градхц наблюдrЁхопо учасжrt т.е. в прQдполохенхп,

lРаботв внполяена в ра,rп(ах проектв М 97-01-00866, поддер
ханною РоссиПскии фонлоrr фунлахентаJIънцх псс,лrедованкй.
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что перввf, п/tшr| посладrrrf, пtfiульсн rf,огут ра!секвться граllп-
цокr4 набJrюдар.raою отр€9кs.

Це.rrью дшrtrоl рsбоп{ являетс, обосноваJ{и€ вычисJrптеrrьною
вrrlroprтraa радпознrвания sапrуrrrенноfi хваstlпсрхqдпч€схоl яra-
ПУ.ПЬСНО ПОСJtЗЦОВВТеrЬНОСГIi ПРЯ УСЛОВru, Чтo ЭТа ПОСJrqДОВаr

T€-,,IbHocTb обрzýовrJfа t|S Sаданного чrсrlа qдянаt(овых иraпульс(rв
с шепзrесгнцчп lloшeнTataп BperaeнI их начша, причеra первьй
ш пос:tедняý хrrпульсц не раaсекак)тся грцtlца'xх наблюдrеrrою
учirсгка.

1. Постаrювка sаIачп

Пусть на чrоrово пряцоП !qданн К > 2 рrsлrчкцх посладо-
ввтэльностеП r.;(&) е П (D- чrrоювая пряшая), п = 0, Д1, Д2r. .. i
Ё.= 1,к, тах !(, что дJIя вс€I & е {1, хr... r К}:

ь(&) =0, прп z<Oln){-li (1)

t-l
0 < Е4(Ё) < ф. (2)

'l=о
Вектq U(&) = (чо(}),...,ч-l(&)), а тш:rс поспqдрватепь

нФ:ть епо KolлolleBT булеrr BasHBBTb этiдrоЕнцI rшпуrrьсоrr Ьm
х.llассэ' * - нсмероr. rrласса' а { - дrптеjьносf,ъю rraпульса.

Опрелеляrr BeKTtp ?з (nrr...rnrr) с цсJrочrrсJtеннццrr коIпФ
нант!шя rаft Фrcшсят raножесгвв

{l О(Ц ?nb, Ъ.",0) .= {(п1, , . . , пу) :

0Sпl ST!r.*-{i
0SЛ-?'"|"л1SBMSЛ-c;
{slЬ<пп-tr".-lsъ.r, m=TT}t (з)

SаtпсrдIею от нвтураJIьнцх чt.lсел ЛIl Ъ.r, Т"ь и g.
Прqдполо.жяrr, что слlrчаЛннfi Bcrcmp У = (9ц,, . .,ул9-1) есть

cy:raraa дв}rх н€sавясllмцх в€кr!ров:

У=х(Ё,т) +Е, &с {1,2,...,I(}, 7со, ({)
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где Е = (€оr...r€N-l) - гsуссовскrЛ BeKToPt t(охпонентн кото
РОЮ Не9аВПСllrН, qДllНЖОВО Р8aПРqrIеJIеНЦ П ПХеЮТ НУЛеВОе ra8.
тецвтt.tческое охrдцlll€ п пSв€егную дхсперсllю с2 ( ф, а кох-
похенты вектора Х([,ц) = (са(},4),...,эш-r(Ё,1)) прrr к82lкдоr
Ё € {1, 2r..., к} в ? € q обраsуют последоватglпrносrь, сосгав-
лснпую r! .i/ полlосrrедоваrtльвостей (lrчrrульсв) U(&), твкlпо,
что

L

ао(Ё,1) = л,, (Ic, пlr . . .l nr.) = ! ur, - ,.,,n (}), (5)
r'.=l

z=б-"Jv-l_

Веrrпчrrнн Et r . . . r пlJ булеu интсрпртироватъ кц( хохснтъ! вре-
меяи начала М пrпульсов в поспqдовiтельяосэr, Kompyro обра.
S)rют хоtlпон€нтн вектора Х.

Элехентн 7 = (п1,,..rzrr) хнохесгва f} - всевозхоlхлне
наборн rошеrпюв Bperaeкr н8чал8 ,rrп!rльсов - опрqделяютс,
совокупностью огрвrrlченяfi, sаключеннцх в фпгурнце с.t(обк]r
tфрхулн (8). Расоrотриu эти ограничения отдельноt чтсбЕ
поrснrтъ сxнсп хвJf,дого:

Ъь3z--п--r(Т--,
0snl s Ъ- -{,
fi-Ъ."SrlrSjY-q,
JV 2 Ъ.,,
т-ь : ?.

п=Т.Т,

ilюрrrулв (6) - ето усrювrе квцrrперtqдrчностr.r иоlrентов
временr п1, . . . , п ia. начаJт8. ичпульсов. В rоf, Фор1'уле нвтурв.rть-

нце чкспа 1Ь п 2l"., 9lдают хпкuraеJlьнн п хаrrcпхв.пьннй
HHTepBaJrы raФi(ду двухя посtЕдоватеJIьнышr яхп;lльсвrп. Нерь
венствв (7)-(Е) ограrrпчrваrот моr.енты вреrеяrr нrrчаIа пераоrо l.r

посrrqднего rrrпульсэв, Пз эттх нер!вснgгв следус:,, чтю первнй r
пооrqдни* яrпульсЕ яс рц)ссквютсясоотв€тсгвсtrfllоJlевоfi (п з, 0)
в прввоfi (л = Jv - 1) гракиuалr посJцдов8тt'лыIосгп. Усrювие
(9) sапаэт uннrrrальную рцrчерносгъ вектrcра rли хtlнпхrJlьную
длину хваsхпсрходrчсской посrqдоват?льносlтl ,'l, п = 0, ЛI -- I.

(6)

(7)

(Е)

(9)

( 10)
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Нsконецl ycJюBre (10) является огрвtlиченхеrr на rrrнrмаJlьнвf,
янтервм uе)loy сосqдниraп rупульсаrrп.

}Iз опрqде,rзния (3) слспует, что при <}иKorptlBarrHHx f*.,.,
Т16, g r.I JV, чясло .i/ rrrпульсов, обраsуюпttiх последоватальность
коtIпонент векюра Х, огрцlичсно свсрху п спrэу, т.е. М,16 ý
l М ! tr"r.r. Прrчех ве.rrrчяна Мr,;о, очевидrо, есть фуяt<Цхr
от Т,,r"*, JV в g, а М-* - от 1Ь,, iV rr q. Предполохич,
чт.) гра}lпцц ll'.бдб и r}f616 rrзвестнц (взаrrчосвяlь угпх граlrпц
ё перечпсленянuч парацетраrш ycTeBoBrrr нrже),

3а,двчв раr:поsнвваlllя соепо!aт в rюх, чтзбв по нsблюда€-
raouy векlюру Г определшть ноиер } тоrю этаJюннопо иraпульсв
илl вектора U(Ё), rсоrrrояенпr Koтoporo в вliдс sцдаяною числ8
lИ е [i/ы,", М-ц] полпослеловвтtльносrcf, обраsуют послqдовr.
тq;|ьносгь (ý) коrrпопент ненr5Jпода€rдою BcrcTcpa Х(&r1). Па.
рачетрв задачи ЛIr liо.r, 1Ь, { я о2 считаются я!веет,нвхи, а
на5ор {U(t),/c = 1,fi} - sцдаiвýt. Васmр 4 = (п1,,..,пу),
КО:liПОНеНТН КОТОРОПО СОСТlВJIЯЮТ КВЦlЧП€РИОДПЧеСКУЮ ПОСЛGДОВа.

тgпьность цоIентов врсarенп начаJlа ril.пltльсов, прсдполаг!€тся
не)п9вестяыx,

2. Задсrча распоsнаванL поспGдоваа\еrьностп
rаl( зал,ача проверrв гliпстеt о срsдн€ra

Условrrхся обоsначать чсрсs ]z[ лслую ч!сть от ,. Опрqделих
грiшицы llкт€F,ваJIадопуqгиrпJх gначеняf, раsшерности lV вектэра
-Х прп rцдцrнъrх М, Ъ.r, ?Ь" l q, а тцflli вGрхвlою п нп,lшюю
гржичн чrrоrа Jи ишп)rльсов в поспqдоввтапьноспl прll зацоllнцх
JV| Ъ.r, Ii"b и g.

ЛЕММА 1. .Есrч gс.осчд (8)-(rO) amnoJr.c,.Dr, mо ра:rrср-
восmч lY аеrrпора Х уdовлвmоорввm всраосNслъсш:

(ir- t)Ii"niag <,lv < (i/+ 1)ъ., -с, (1r)

в tuсло М ллnуьсов в пос/'еdосвtпельнослпu aв#um с цlr'mврав-
rclMn;,r3M3Mo.-,ado

i/-6,=](il+c-l)/T--[, i/,1." =](JV - q)/Tnц'[+ 1, (l2)
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ДОКАЗАТЕJlЬСТВО. С;юхпв почJIеЕно все двойные яера.
венствв (6), наf,деrr:

(i/ t 1)"лd,, S пr, - пl s (м - 1)ъ.,, Jи : 2. (1з)

Коrrбrнчруя левую чась двойноrэ нерsвенегвl (13) с яеравсн-
ствши (7)-(10), получнх:

jV-qZ(M-t)"п,;11, jИ21. (t{)

Совуецая прsвую ча.тъ двойною Еераэенств8 (t3) с (7)_(l0),
яа,fiдеra:

JY-24"о+сз(м-l)ъ"", м:1. (l5)

Объединяя (t+) п (tS) поJ!учl.tх tфрчулу (1t).
,Щалее, из (14) слепует, что if,?b, S N - с + Ъь. Отскца

полlFIsЕх верхнюю грвrrпцу .iИmаr для .i/.
Пз неравенс,гвв (15) ишеех:

MT^u) jY+q-T-o. (16)

Праэую часть нераэенствп (16) хохно представиlъ в виде:

,lV + с -Т-." = ЛI *9 - Т-., - 1 + 1 =

=] **[*., + (л + { - 1) mod Ъr' * 1 - Ъ",

В полученноu BцpaJxeнxtl cyraraв трех поспqдвпх членов удовлет-
воряет двойноrrу HepsBeHcTBy

-1Ъ." < (rV + { - 1) mod tl"- + 1 - 1Ь* < 0.

Поэтоrlу, ра,:}дЕJIrв обе чrстп нерааенства (16) на Т-.,,, поJIучиr.
нихнюю граtrпцу Мfiiп для М. l

Обоsначпх черз

О(о/М) = n(iv, {";,,,T-u,1lM), М С [i/",l", il/-.,,], (r7)

llножество Bceвollroxньlx нборов (nt,.. . , п17) х,эuентов Bpeue-
нп начмв I.rкпульсов в посJIqдоват€Jтьностr, обрвsовыяоЯ K)rr_
понент!дlя BercTopB Х, прп усrювии| что 9та посJI.,доввтельно:ть
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состааJIена пs фrхсrрованноtэ чпсгв _l' шпульФв. Тогдв в со-

отOетствriп с qюршулой (3) и лечхой 1

lr--
п= U о(./м). (18)

lr=l.ni.

Оr:репелпи Iнl)х€ство всевоsхожнцх sекторов Х (/з, а) рашерно-
cT;r JY, поро:хдаеrнLтаJIо|lнlлa пraпlrльсэr Ьrэ х.пасса:

у
e(i) = tx(},T): а"(\а) = ! ч7-1_(Iс)rп:0, -1,

7 = (п1,...,z11), ? € о},} € {1,...,к}, (19)

п t{ерез

,,
6(&/14 = {Х 1n, ry1, л6(&, 7) = Е uo - о_ (&), в = бfr:-Т,

''r=l
4 = (п1,...,пу), ,, € fl(о/м)}, (30)

t с {1,. . ., К}, .irf е [i/"д", itl-.,t,
обf,sначиш xн(uкecтBo Bcaвosraoxныx вехт!ров .X(Ic, 4) раsчерно-
стя JY, порох.дlаешцх 9таJIонныш пшпульсоrr Ъ-m мшсq прп
УСIЮВНИ, ЧТО ПССJIqДОВаТ€JIЬНОСТli ЮIПОНСНТ 9т-lix ВеКТОРОВ СОСТа.
влэнн пs фиксврова{ноm чисlrа М uхпульсов. Тогдв в соотвеjг-
ствrи с форrrулвхl (З), (1В)-(2О) r rrerrroй 1

l/-_
о(t) = U 6(h|м).

t/=IJnlr

Введенные обоsначенrя поsвоJIяют пнтерпретировать пост8.
BJIeItHyю зцдsч,у распознаванхJt послQlоватепьtlосгr. сэдерхащеfi
ф}ксхр(ванное чис.ло М вхпульсов иs rвт.ервшIа [Мrr;о, .ir[-.r] xalt
9ццачу llpoвepкп гипот€з

н(klщ={rе о*.,.r; х€о(е/ф}, Ё€{1,..,,к}, (21)
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о срqцнех Х гаlrссовскою с.rrучвf,ноФ вектора Г с rзвестноfi
дпs[rональноf, tФвврпшlrонноП уатрпцеf,, е оJrюрптra распозIl8-
ванпя - как tistaepпraoe moбpalxcrrrre (репlаlопее прави;rо)
6: DЛ + {lr(l/M),..., II(K/izf)} прострвllствв ilr sначенхй сцr-
чаЛпого векторв Y нв совок!пн(reгь проверяеrrвх гппотеs (21), В
rфрrrуле (21) чсрs rDд,rl1 обоsнвчсно норrrальяое pacпpqrle:l€}lrc
с пrраlaетрar.rl (Xra?l). Прr этолr всроятность сDсrбшl rйac:t -

к
фик!дlяи сд4 = f, рlс(t/i{), где pr - sприорньrе вероятно(ти

t=l
предъявJIенхя вцборо< ft-m кJIадса пJIu 8прхорньtе вероятно(rrr
гппотеst а a(h|M| = Рг{6(r) # H(klM)lII(klM\} - всро,rт-
Hocfb ошlбки пrпульсов l-ю

Привqдевнrя rнт€рпретацхя проясflяет сrrълоl реваехой зь
двчll, ошвr{о оt(д]Евrстся непрrюдноЯ дIя оргаrя$sцrи внчисjIи-
тепьною аJIгорхтчq так хак проверяех}rе гппот€r,ц (21) запаr>,л,

ся черс, rноr(ество О(е/Щ, в опрqдаrеЕпе (20) кэтороm входtит

неиSвсегянf, набор (пlr. . ., nra,) шs lно)f.ества o(o/j}f).

Для построенrrя вцчиспительною ЕIImритя! звllетич, что
прr каждо|. М е [if.b, М-.r] rrножество o(ofid) солерхит to_

нечное число эJI€кентов 11 = (п1,.. ., ny,), тл< ках .iY, ?оr., rr firrь
фrrксировц{вце и огрц{пченнЕе велпчиЕц. Kpoxrl тоm, из опро,

деJIеппя (2О) спqщ7ет, чm кsхдоП парс (t,T), & € {1,-...,J0,
т с П(;/Й), соответегв)rе,г qдrнсгвенньтf, вект€р Х(Ё,т) €

€ О(е/Ш. Поэmrrу

е([/м) = U х(А,т)
?€О(./.М)

1{ гипотезн (21) хохно прQдсгавить в вид€:

II(klм|={rеФr".r; хе U "(r,о)}, 
fi€{1,...,х},

',сО(,/")

классв, ft = 1,

тrк чlэ

H(h|M|= U fi(},4), ,tc tl,...,к}, (22)

,,€П{о/И
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где
JI(&,1) = {r е Фx,n,tix = х(/з,7)}, (2з)

& е {r, . . ., Ц, 17 е O(o/jИ).

Отсlодавв;цно, что псr(qдную эцдачу рвспоsнаваншя rroжHo ре.
IЕ€|ть как 9qдаýу проверкп проgгнх гliпоте9 о срqднсr. гаусооF
сrкrm оrуча,йноtý вектора. При этоц прпнятпе нсrсотороf, гипо-
тезн Jl(Ic,4) о наблюдадкош векпоре Y означает статиегичесr(и
обосновекнцй совrдестншfi въбор в поль9у Horiepa & распознавае-
uоЕý Ёпаосаrr наборв т raоuентов Bperreнш начала иrrпульоов. Со-
дер:казельннй сrrнсл рtазанноfi 9qдачи прверкп пlпотез соетоilт
в (ювlJестнок распоsнаваниll пмпульсв я обнарршении lrolr€Hтoв
Bperaeнn начаJrа эт-оm шrarryльса в эаIпуraJIенноfi кваsлrперподпчФ
сrсоfi пошqдова,теJIьностп.

Квr< известно, в вкttисппт,сrьноtд Iшане бв*есовстспfi аJIгоритм
РаЕIIО9НВВаНИЯ ОТЛliЧВ€ТСfi ОТ ЕJIЮРХТllа РSСПО9НаВalillЯ ПО КРПТ'е,

рпю шцcctlra&lltaнoю правдопqдобия TolrbKo Terr, что для прriнrтпя
бв;lесовскоrо реш€нпя необхqдвrrо усJIовнше по кпасс!r rrа,кспr.укш
функшп прsвдоподобкя yrrHo:BшTb на (в общеrr оrучае) раsлпч-
нце весовше кээффшlцентн, соотвglЕгЁуюrдпе апр}tорнцr, веро.
ятноgгяl, кJIосс:ов. Прп равннх Bllpпopньrlr вероятноgгях кJIас-
сов упоиянутые аJIгоритшн совпqдают. Поскольку ввqденuе ве"
фDнх коффпциентов прп внчпсJIенпях не прqдставJIяет особнх
проФrcч, прп пSJIохевпп апюрптraа совчеgгноtю распо9наввIIпя
п обнаруження ограничrrrдся обосrrованпеш внчшслвте;пьноfi про-
цqiц/рн, соотвеrегвуюIцей критерию lJаfiсtirrёulьшою праqдопqдо_
бнл.

8. Фупrluпл правлопqдобпr п целева.r фувщrл
}ls условиlI 9адачп сJIqдует, чтФ tulотноегь распмеJIенпя

оrучаfiноm веIirюра Г rкеет слqд5rюrrgfi впд

р(Y i Х (Ь, q), с2 ) = (2rоЗl-Лlz"-о (- # Ь' rr,. - r" (&, т))'),
п=о

к
х(h,ql € U е(е/щ.

l=1
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Поэтоrу, 1rчlтнвм форuулЕ (ý), (20) r рассп:lтрпвая векюр
Y ках выборку елпнячпого объехв яs распрадеJЕrIпя Фr,rtIr ,lUIя
логарифчrчеоtоfl функцпп праддоподобпя пuе€rr:

Lч(Х(k,п|lо2) =

=-}ьlzоо,l-aЕР"-Ё,"_о_(ь))', (24)

гле Ё€ {1,, . ., fi}, теП1.7М1.
Пs форшулн (24) оклуец чm

,tr,oTtB[rl,.l 
Д, (Х(Ь, 1)/с') = 19,*ь (xlr, а17"'), (2б)

Tarc чm в соотвеп:твии с прtlнятцчп обо5нпчекияuх и ре-
iультата{и пр€дьц)rщ€m параграфа м, принятня р€IЕ€нкя о на.
блюдаеrrоrr в€к.Iюре Y по крrrтерпю rrшrcпцUtьногt, пра,вдоподо,5ия
лостаlýtrво проверпть совокупностъ гяпотеs (23) по сrЕrlующему
правплуl

(E,f) = аrg,rпu ъr(хць,пllо"). (26)
L,,l

JIЕММА 2. Пgсtпь Y G Ф,,пz1," Х € 0 е(е/Щ. ТоеОв, eci.lt
}=l

6!rrtо.Nеr.ш 9сrоочr (1), (2| u * < о, mо

Tf ,r.(х(ь, т)/о,) = -f;lпlzrо,) - # { Е n +Tin s(}, ?)},

где

,-1 l. Лr-r
s(,t,a) =MEul(&) -rЕ Еупчп-п-(}),

nBo ,'|El ,|-0
}€{1,...,К}t TcO(r/M). (27)

ДОКА3АТППЬСТВО. Пs ус.mвrя (1) r нер8венств (6) {t0),
входящях в определеЕие шно!Iеств О(&/М), [ =з t,K, слqд!lg,г,
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что €слt{ m I irTo uп - n_ un- ni = 0 дrя всех n = бl'iЕ=Т.
llоутоцу, раrкрцваJI cyмxy квqдрsтав, входяцую в (24), п п9tle-

rlял порялш суuuпрова{пяr поJIучпш:

.-r

)] и - !u1 -о_(}) -D у3 - zy" Е чо -,,_ (})+
м 2 N-t м

у
Е
m=l
Jv- l

мм

у

',r-l

-|- f,u2 -;6 (/c)u1 - ц (&)

lJ л-r

q-|

=, Е yi -' Е Е у"ч2-,.-(*)+

,f -l+' Е Е.r,-r,_ (t)ч,.-о,(}) =
,1=t j=l 

'|=0

.L л-t
=Lй-rD Еьчп-п_(})+мЕ4(/G). (2s)

,r=0 mзl n=o nlEo

Двлее, иs уоlовая (2) и огрцrиченпя с2 < с, зак:iючаеч, что
ВСе ЧЛеНЦ В Пр:tвцх частях внрa)(ениЙ (24), (28) п BIecTe с ниr.1{

функц!.rя Ly (X'(hrq||oz\ огрвrtпченЕ. Отсюдq sаr.енпв суuчу
двl/х послqдни:( чlЕнов в (2Е) по форrrуле (27), устаllавлпваех
спр8аqдJrивоегь }rтверцденr|я лекrJк, l

Пз леuuц :' вrlтека€т очевlцное
СПЕДСТВПЕ |. В усlоачдr.еlg'ь'. 2

ац mв:t fi,(X(&,r1)/c2) = arg min ý(t,a).
h,q l,?

Tartяrr oбplsorr, rз (2,1), (2Б) rr леrlц 2 слелует, что уаксп_
raизацяя функцrп правдоподобхясвqдraтся х кпнrхr5аrlии цслевой
функшин (Ь, 4) а декартовох пропJвсденкll rrHoxecTB {1, . . ., fi} х
xf!(o/rt/). Слqlртвrrе 1 покаsцваgт, что Iш, проверки совок!mно-
cTlr (23) гlпотеs по крrrтерию xaкct{хaJtbнoю правдоподобяя до-
стttточно воспсль$оватьсr, правrлоra:

(i, f;) = rгg miп S(/c,7). (29)
},?
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Правrrrо (29) эхвrвалентно правrлу (26), но поsволяет кзбФrIlтъ
лrlпнпх вrдчислениf,.

il. Алюрптм распозвававпr

Леuuа 2 п сrrqдgгвltс 1 поt(аSЕвают, чm q/цвость аrlюрrт_
raa совraестяоm распо9яаааяия и обнвруr(енu, соglъит в внчпсле-
ншя хяннrrуrа целевоf, функIшв ý(lc, а) п опрqдaJrенrr аргуxеБ,гов
(i,,7^), лос.а"ляlолцях t янпr.уt это фужцхх. Струхтуру мго-
ритма раскрываgг оЕд!aюцая леrrraа

ЛЕММД 3, IIуспt S(},T) - gБувr4чл, зсёаlхвz форlу,со
(27), поеOа, eclt о2 < ф [ gс!овчs (1), (2) ошпоrхехьl, mо

тjiý(Ё,тl=mjпв(Ё), (з0)

еdе
,-l

s(}) = 
jrE u1(}) - 2D(}), Ё с {1,...,хh

п=о

D(fr) = mпвх Р((},dlk), h € {1,,..,K}i

х
F(Ё,7) = f, аlЬ,п-), Ё € t1,...,K}, т е ntolif)i

(31)

(32)

(е1)

(и)

,a=l

d(l,;,fl =!y;+ui(Ё), }€ {1,.,.,К}, ic {0,.,.,ЛI-q},
i=0

ДОКАЗАТЕЬСtВО. 3ar.eтir. снЕчшq что уоrовпе (1) по,
зволяет преобраsовs.ть вlюрую qrxrayt вхадrщ/ю во второfi ч.тан

вцрцкенr, (27), к оtслушпапу Blиy:

ir-!

f-l

,D U"un - 1_ (Ё) =

D '-tичп- ь(&) = Еуi+ьч(&) = d(Ё,п-).
i=o

28



Двлее, сrгж€rгв:ш, чтр rrз неравенсгва d < m ti усrювпя (2) шецr-
gг ограншченность функuпf, d(er0, Р(&,?), D(e)t В(ft) п ý(&,7),
оп,ЁдепенЕьllt форuулаrrrr (30)-(И). Наконец, з8шетпх, что ввп-

ýI нФавпспr.осги & и r1 rrпннraиsц$lю S(b т) r.oltнo провосгt| в
два 9TaITa: сначаJIа по т прr фrкспрованпоrr Ё, а затеr по Ё. По-
эTrlry, учптцвая ввqдеянЕс обошrачеlпя и сдеJIаннне ýвr€чания,
получпrдз

Т} S(Ъ т) : 1iпliп ý((}, т)/е} = чiп тР 
ý(&, т) -

_ q-l _ ta il-l
= чп{м"!4tь) - 2тr tE Д uпvп -* (Ё)] } =

= m*iп {' Ё "аt*l - 
r*r tЁ Еr, + n_ ui(&)] } =

- чп {rЁ .;pl - rтrЁ d(,t, n-)} =

= tпiп [ 
"о-'-лт_ t.rý"a(e) - 2mах.Р((&,7)/е)} =

= паiп {"' '' 
l

- ,т- t,*E u;(Ё) - zD(e)} = miпв(})л

СJIЕДСТЕИЕ 2, В yuoBttлB.aJ&.0bl

i=зз"Вtt), } (зý)f=?(&), 
'еOе

f(}) = вrg mа:r^F((е,т)/е), & е {1,...,К}. (36)

ДОКА3АТЕIЬСТВО. Первая пs фршул (3Е) очевlцна" Втo_
рая слqщtег иý тоI!, что рещ€впе (30) sапвчш (32) попспка ycJloв.
ноm шшrcиrуr.в ееь функrпя, завilсящая от Ё. l
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Слqдgгвrrе 2 pacrrpHBaeT правпло (29) на*охденх, lскоушх
rначениfi (i, fi) аргренmв (t, 4), лоставляюцях KrHBupl S(&, ry).

Рассrrотрпu первы[ угшI аJlюрtlтxq сосюФrлfi в вЕчксл&
ниll ycJIoBHrrI чaKcllмyr.oв D(&), * = i, tr-tr(, 61rнкrrпи la(Ic, 7),
т € О(о/М), прп фuксированноu &. Поо<о.rrьку (ущноегь 9тою
этша sаключа€тс, а реrrr€нrt| К однотипнкх gксr?еrrаJlьнцх 1в-
дач (32}{34)t 9ilапксируех Ё п в пелях упроценп, tl9локения otтy-
cтrul вреценпс !!эucxxocтb по } в yKaBarrHrrx lфрrrулах, зattellrв
п веобхqдишнх шестах cпrrвorl ft пв.. Тогда зчдвчу (32)-(33) вы_
чпсления MaкorrryxB l2(o) можно перплсltть в вrце:

м
Р(о) = mа:< | d(o, п-), в е o(o}1l), (37)

ntLJ\,n=l

Нетрулно звrетrrть, что saдrча (37) яьляетtя раsвовllдноегью
зqдач нахоrкденпlr 9ксгреrуrе qддитявноfi сепst,абеJьноfi цслф
вой фупкции с ограяrченяячи в внде линеfiнцх неравенств (lrти
огранпченltя вхqдятв опредеJtеяи€ цнохестваО(о/i/)). Подобпве
sад8чп 9ффё(тпвно реIпшотся raетодаr.ш динаIr|ческого прогр tд.-
хriровшlия. Рекурреятнне форrrулн дJIя реЕёнпя sа,пвчя (37) .rн-
текак)т иs слещrющей теюреиц.

ТЕОРЕМЛ Дусmь g(n) : Z -+ ft - фунrqш:, оерсвчg8r{сл
хв оmрц,хв [cr Ot, о rr- € [с, 6], m = БТ - moxм nocrcdoac-
ллье,ль'восmь цеlыg ч8се4, чmо., Ъir, 3 ул - yrn-t S Тл"r, пl =
=ffi; в S ;,r S cr, Ьм ! vлl ý Ь, прччеr о1 € [с1}], Dу 6[с,}],
с Ъ;r, ч Ъ-. - tапур|вёхь.е чvслz' Товdа:

1) чсеюm лесrпо uьеёуючlvе херввехсmеа:

i-c) (M-l)f"bl (38)

iлr - ar 3 (М - 1)а-,; (З9)

2| чvсло М ;,еlЕum с [нmсрruе: М- З М S М+, еОе

,и- =]О,. -"'dY -' 
[+r, rгr =]ff[+r;

3) nprr rcarcdo* Ц_9 tM-,M+l зясчеяuд ,llаl,loe послеdввв-
mсlьrtосmц у1 , lъ= 1ri/, npuBcdreacarп !хозr.есmвч uл,, olipB-
ауюt4,л зсlЕнуmtrc u'{mервсaьl, maB чmо

уm с um, uл = |чл l t|л 3 чл З 4l, п=Тfr,
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прччез gpsralJ{ro uжnepllrl,ol dопусmчltrз зrсчехбl опреdеlсюm-
сt ,ьо сtеOуюцtзl ýoplylu:

ry'- = пrах{с { (п - t )T-r,,, 61. - (М - п)Т-.,},

у* = rnin{cl а (m- 1)Ъr,l } - (м - rJu)?'id,,}i

4) dв любоео М € [rИ-, М+] л,lxcl.rдyl G-., qereooit
14

фуtзхцлtч G(v1,.,,,uy) = Е с(у-) ха lrоэlсесrпос i91g =
,n=l: t(c, *1,014, Drъьr2Ь-/м) всеооз!оlЕNьu, tлсборов ty =

= (vlr,.,,uy) опреOuлеrпса rъо uеdуочlчt ре*уррсьmлыl фор-
ly..o1:

Gm,a =
9(n), пСа,h| m=1|

ir:*_"I(")G--rj 
+r('r, п ецл, п*Тfr,

G-., = mж GY'r,
пtJлa

(40)

(41)

еdе

1--r(n) = ij : и]_,(п) 3 j S y*_l(n)},

ч|_r(п) =mчк{о+(rп- 2)1Ь, 
" - Т",.,},

и*_r = miп{сr * (rn - 2)Т61, n -Т-,"}.
ДОКА3АТЦЬСТВО. Сложкв почленно двоПнýс неравенс1-

ва-огра.lиqенпjl, входяхцяе в усповия T€operaн, поJlучпra:

(М- 
' 
)Tl,dtt Sух -ц S (М- l)Ъц, М 2 2;

l,r-crSyx-цSO-c, М) 1.

Совrrестив iтравую чsсть второrc не.рбвенсгва с левоf, частью
первопэ п левую часгь второю н€ра.в€негв8 с правой частью
пеl,воtý, устЕдlових справqдливосгь первопо утвержденчя.

При доr<вrа.тэльстзе второю !rтвер::денпя всрхнюю грsницу
Мt мя М нtrходпи и5 неравснства (38), а нпхнюю .i/- -из (39), препвtrритеJIьно прqдgгsвrв (39) в эхвr.rвчrентноx впде
ffЪ., l. (Ъ- - 1) } (Drr - cr +Ъ., - l)+ lЪ.rr допускцоIцек
деJr.екп€ обепх tlастеп пераэенсгва на ъо|t.
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Докшпек третье угверцденпе. Сrюхпв поч.п€нно rrервне rn- 1

нера8енегв-огрвrrпченпй, пол)rtlпк:

(rn - t)fi,,b * Yr S v* S (m - 1)ъ* * r4, ra =m, Е2)

Совшестпв (42) с огранпченшяшlr нв yll на,йдеrr:

c*(m-l)T,r,l" 3uл Sar *(m-1)1in*,, m-ffi. (43)

Акадrогпчнrдrд обраsоrr, пpocyшraпpoвaв поспqднпсl if, - ,п Hepar
венgгв, получпra:

vy -(М -m)li,.- s vm 3 чм-(М-п)Ъь 1 lfL =ТrТ. (44)

Кошбпнируя (44) с огрвllпченпяrlr на yill, на,fiдеrr;

Dм - (tr - m)T-rx 1um 36 - (r!f - m)1}м, m =: ffi. ., {+ь)

На,юнец, объqдинпв (а3) п (45), поlrучшш третье утверхцеппе
т,ворсr.ы.

Докаlпеrr четвертое - основЕое утверждеЕп(l. Прп jlf * 1

форrrулrr (а0) п (41) очевuднш. Вцвqдеu форlrуrш мя М 2 2.

Прежле всего sаtсlгllr, что офrаgrъ опрGдапGнllя целевоf, функ-
чии G(иlr...rуlr) еgь мноrвеgгво всевозrоr(нъr:с наборов фм =
= (yrr. . . r yra}l эависще€ от пара,шеттоЕ, а пuенно:

tРлr = 9(сrс1, DуrOrЪ&.,Ь, |Ml, М С [М-, ЛЁ].

Расскотрпк lцдачу вцчпсJIенпя ycJloBHIJx (прн фrrстрован-
Holi yi. = п) rлакспкр{ов цgrевоfi фунщин 6(rrr. ,,1vу-llп) =

м-7
= Е g(yr) *g(n), п € оу1 на шножеегве

i;1

gлr_r(п) 
= !Pg,-1(п |aralrb1orbr?r.йr4r.ir.if,), п € Uмl (46)

Есевоэlrо}rннх наборов Фrr-r = (щ t . . . t ук-1 ) хсн:шпей рцrraерно-
сти. Обоsнвчtlr 9цl 9адвчу черев (.if,rn}, чаrкошrвльное9наче,tие
целевоf, фржtlпв - чере9 Gцп9т€.:

Gur = o-_,Eff-, (о) 
G('r r ", l vx-t lп), п € оу,
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подчерхнув форкулоf; (а6) тот фалrт, что прн фиксировшнr*х
9нЕ.чениях п8раметров or оrl блrr Dl ?в.ьr 4о.r, и JИ шножество все.
возмоlкнцх наборов Фrr_r = (rr,...lyи-r) sавпспт тOJIько от
п Ci (.rлa.

Опрепелиrr шно:*есгво,trr-r(n) допустиr.Ех вначевиfi пере"
иеlrноfi yM-i при усJювши, что значенпе перrrенноfi и14 фиксиро-
вано и ра,вно п, прuч,еli n € edi/. Для этою ствшестriш неравенства
(а:}) и (44) и, положttэ в этпх неравенстэQ;lвm= М -t ц vу =7,
наitдем:

?rr-r(п) - ir.*, : иfr_r(п} S чм-t s ,fi_r(")} =

= {j: чй_r(п) SjSr*_r(")}1 п€сrtу, (47)

ГД€l

уй_, (в) : max{c + (М - 2)Ъiп, n - ?-.,}, (4S)

ф_r(о) *min{cr + (М- 2)T-"..r п -Ъо,}. (49)

Поrруsпш зада{у (Мrп} в сечеfiство пqдsцдач t(*rr),
n (j &rrrr m = ffi}, обозначив череs rn - нохер фпrtоlрованноfi
переrrеlrяой уIr} тЁх что в соответGгвня с форrrула,rrr (а6)-(а9) :

!9- _r (п) = !D-_ 1 (nf а, с11 Dдд,, 0, Qбц, ?r.g,, nt),

тпа-r(п) в {j : l{_1(n) S j S у*_r(п)},
yi-r(n) = ma"ttc + (m - 2)1Ь, п - Ъ*},
,,*_r(о) .. min{B1+ (m - 2)4оо, rr - ?6о},

n € umt rп:ffi.
Максимуи целевоf, ýщlзltии в sцдвчшt (rц") обознвчпх черз
Gr,,or п chl61 tll=ZrM. Тогдвдлл форку,лн (а0) rlмеем:

m-t
Gm,о = *__,EfI_,(o, Е с(и;) +g(п) =

=,п*..,ЁrТ-, иl t +t_,.*T,,__,, ( Е: 
gP;) +g(,*-, 

) } *,{о) =
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= i.il}t"l { *__,?JT_,u, (ý, 
'О") 

+r(l))} *,о,{"; =

= ;..|}lf1"1(G,"-rлj ) + g("),

Наконец, форrrула (41) слелует из цеIючкп равенgгв:м
Gmеl = *хъъ Еrr(z-) =

- *",, Iy-Corr L
(f з(,-)*п(чr.))i=mшt

Фr-r€!Рл-,r(Уr)

mак
Фr-l€*rr-r(п)

lJ-r

м_1
(Е gt"-l +с("))} =

mЁ1

Jtl-l

m=I

=**{п€rrл L

mвх
*rr_r€*rr-r(n)

С.IIЕЦСГВI.IЕ 3. Колпоrеr.rпD} onr?ltJ*c.Lbшolo ttcбopa fr, =
= (?r,...rfflr), dосmсс*сюt4чs *arвctg.gJ. qereBotl g[увr4uш G,
8ьrчис,4дрrп са по cl'еdурчtj* роrвуррехrftrлыл фарtулш:

?м = шgjр31,Gк,пr {:БOi

?- =Щi."ftBl*r)G-j, m-м _ 1,,lи-2,"..,1. {:6i)

ДОКА3АТЕПЬСТВО. Первая форrrулс сllqдует непосрел-
ственно из (41), вторая - нз (а0). Причвн, для дока,Еаfiиь
ства (Бl) сJтелует лшItь sЕrdетить, что прr !(а}кдоrd rn - лilf -- 1l
М -2r.".r1, дrrя фиксироваlrною п: ?rп*t.r где Й-41 € tlJпr*ll
ино]кеетво т-(п) = ?-(7-+r)r в соответЕтвпп с eIo опрqдеllенп-
ен, есть llножеgгводопустимнх вначеннfi перешекной fi*. l

Верненся к sqдач€ (37) п для ее реш€ния восп,оJтьsуемся до-
казшrноfi теореrrой, ýашетив, что функIшя r{(оrп), опред€.ltяемаrt

форкулой (&4), ограничена в каlцдоfi .ючке с,тр€9ка, [0,N - q].

СЛЕДСТВIIЕ 4. IIусmь s ус{ооuлr fпеOр?а*ьl g(п} = d(r,n).
Таеdа, ес1rв а: 0l 0 - JV-{r ot в ?}"." _9 ч Йм = ff - Тm*,
mо:

=mвх(n€rlrr \ I яР-) + g(п),} = дýЁ бrc,o.1
m=l
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t) VM = П(о/il), л
2) Gmлr :* D(o) ш фу = f(o)

пръ rcаx.dоl М С [i,!'-, М+].
ЛОКАЗАТЕПЬСТВО, Справслlrивость первопс утверr(денrя

JIегrФ устшlавJтllв!€тся посJ!е пQдсгцrовхх Sначенпй перечкслен-
Rн:( пiрtr{етIюв в оl]раllич€нпя, прпвQденнr*е в т€ореuе.

Пэ подстеяовкя .л(п) - d(o, п) в опредепенхе цшевой функциll
6 и форrулн (3!t) иuесr:

Mtl
G(уl,.,.,уrr)- !rР-)- f, a1o,r,-) = f(.,Фrl), фп е9ч,

m=t D=l

Тогдв стравед:rпвость втtрого утrерхдения следует пх фор
хул (32), (36)t (37) и первоm утвер,rrленrrя спедствпя. ]

(1ледствr.rе 4 по<аsýва€т, что пqдсчет sпаченпя велпчпнн D(o)
усJlоЕвою Iat:clшyxa n на.хо)йденrе усJrовно_оптrнaJtьногю набора
а(о) =, (ffl (.), . . . , firr(.)) сводt тся к вЕчиспенхяц по рехуррент-
вы форr.улtч. (40), (41) л (50), (Б1). Ввчнс:rиrr sначенпе ве.
лrчrrны О(о) цgpкдел.r.
каждого&=lrfi.Пннrrrr оюваrar, нr,йдеч пару

лlбор f;(o) лля
сово(!пносlЕй

велпчвв D(t), fi'(Iс),.t = l,T, репив fi однотrrпных 9xcтper.aJrb
нн:к sадач rr воссгановиlf опуценную ранее sа,висиraосгь от Ё в
форчулшr (S7) п (32)-(34).

Нв BTopoll этшс: шrmрrтIа для квrк.цор fr = ffi по сфрхуле
(3i) ввчиоllх sначенпе фунхчr.rrr В(fr) и в соответствпп с фор
уулоI (з0) просгдм переборош по & наiдеu иФФr.цf, r.яниr.уч.
Оегаатся воспмьзоватьс, правялоDr (35), опрелелrв сначаJта sяs.
ченпе *, дост,авltяющее 9tстр€муц tрлевой функшик, а зат!еи по
gтorry знеч€нпю - оптrlчаJIьное !нвчение f.

ý. BpcкcrrЕar п сliЕФrraаr слоIя(хть алгoрriтма

Пqд BperrcHHof, слоrхпостью Cr пJIп трудоеtaкостъю аJlrюрtaтyв
буJIеш понпuа,ть чи(rо элешентарннх вычпспlrтепьных опера1ий
(еюlпеняй, умноженяй, cpaBHcHrrf,, прпсва;rваlrяй), н€обходtчнr(
для програ,rrкной реаJIrSацпп цлюрЕтraа на rФжпьютере, а, rюд
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eraкocтHof, споrносью cr - объеr, па,riятх tФlrгьlопераl требу-
ющrЙся для храненпя н обработrсl дsннЕх.

Оценшr снвча;rа sвтратъa по вр€raени и паuятt{ дrl, мюрит-
raв шаt(сriшиsац|aп ше.rrевоf, фунхшrи 6. Этп загратrr нцюмтс, не-
посрqдственно яз рехуррентннх форra}rл, установленнIJх в т€Ф
рехе и оIqдсIъпп 3. Прочссс поспqдоват€льltого внчllсrtснll, по
(фрr.улад. (l0) ш (at) вслпчlrнЕ Grплr усJIовrlJся яаsЕвать пря-
xъrlT ходоr, аJIюрктшq 8 процед)Dу похсха оптraraаJlьною нrбора
фу = (Оlr.,,,Оц) по форхулач (5О) l (бl) - обратЕыr. xoJlori
аJIюрятма.

СJIЕДСТВИЕ 6. Прч важdоl М € [tr-,М+] орс.с,.rбg ц

еrсrосmчлrl сaож'r'осmч ll,laopuilш,B 4сБсtшц!6lauu tlelcool8 фуеr-
tauu G(фir), Фм € *у,, ecmo ое.ччUr.t..,

а(с)- M(li"* -Т",ь+ 1)(Ь- с* 1), М 2 2,

5-а*1, М=1;

c,(G)-if(e-c+1),
ДОКАЗАТЕПЬСТВО. Трулоеlrхость С,(G) aJr(ýprтxa r.ex-

сrrrrr!аtlrrп цеjевоЛ фуЕхцrк G сгgтаднввэтся rs ,грудоеrrко;ти

С,+(@) прячою и трудоехrсос:тп С1- (G) обратпою хоаа аJIюритхЕ
т.е,: Q(G) = ф(с) + ci(c).

Оцснrrr трудоеrлкосгь пряцоLе хода аJIгсрrтt s- Пэ форшул
(+0) rr (at) впдно, что вцчпсJrснпе rarccxrryua фувхцпr С прсrrs-

водtlтся за М + 1 пrг. Но эттх дагаrt BъrlloJtнrюrc,, оперцши
срrвненяя, спохсняя и прt{свапванtlr. На псрвоrr rпалс прн m,= 1

llшееl, тоJIько опсрацпи присвеrlваtlr.rя. Чхслсl 9тlх опсрцrяй Fаs.
но ||trrll. Нв послqднеrr Еrпе пря m = if t 1 пxeclr |lчrir|| ме-
uентарннх операIr4й (олну опсршrию прпсвl!яванr.il и |lи,м|| - l
операций сравненu, дIя отнскаtt{я беSуслов:rою шrксиууuа).

Прr .Ш 2 2 шsгя с Houepalш m = 2rМ идентичнЕ по вi{ду
эJтеrrентаряых операurfi. Нв квtкдом иs этr:( ц.tапов при Ka:п;doм

п € !r- требуется выпмнгть lir--r1"111 - 1 опершilй срлвне:Iия
дJIя отЕсIlадtпя усJIовнЕх экстреIуцов r одItу опсрацпю сгФ)tсния
со Sн8чеяяе!. фунtщхн ,(r), т.е. всеm ||1-_1(п)|| :,Jlеr.еятiр}lцх
операчпl. Ойцее чrclrо оrrершlrfi, внпqrrняеraцх нв однош шаrt
аJrюрп,гr.q равно Е llz--r1"11;, так кц( n € о-, Поэтtхtrr,,цля

a€r,-
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трlrдоеrкостп sJrгорrтtaв вь!чt|сJtенпя сп.r иt.ееш:

сl+(G) =

ч
|lorll J, D4
2l|з.,r||, ill = l.

"Е 
llT.-r(л)ll + l|r.lrl|, М 2 ', (ur)

Поло:кпх

llzlb"., = цt"* llT--r (п)ll, п бuл, lTl=ffi,
йtrп

||ra||.- = ma.rr||и-||, п=ffi,
Тогла прlr И > 2 справедJtIiва сJrqдlrк,цвя цепочк8 оценоr( сверху:

ll,rll +Е Е ll,у--1l:п)|| +llrgrl| l
у

lI
s |lur|l+ D |lq,-ll(д9iliт,"-,(")ll) +ll,-ll <

м
S Ilr.,,rIl +пах||т--l(п)l| 

')l|ц,-|l 

+ +||и,rrI| =

ч
= llUl l + ll"yll.n- Е tp-tt + lloKl| S

м
S 2llTll",., 

' 
ll,r-ll l 2il||1||6*||и||,"",, (53)

,п=l

tr
тш< кж ||о1|| S llTll-- . llorl|, l|r,,rrll S |lT|l-- D |la,-l| ш

х
Е ||..,-ll S lrJllr,,ll-.,, Frcrrи iJ = 1, r.o xr.eex нераэенство

?|k,r Il S 2lloll-*.
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Объqдrrкпв (52)-(54), поJtучrrж оIqдуюшую оценкJr .цля ц)удо.:,rr_
костп пряхого хqда ЕJIгоритrЕа

cf(c) s
2M||Tl|-."||ol|--, .Ш 22,
zlloll-.", м = t.

(Б6)

Ве.rrичину i|Tl|."., оценну n9 опр€деле]rпй u|tох€Jтв 0,йl
rn = ffi, и rrно)r(еgгв 7-_r(п), n € ct, 'll = I]й, лаяннх в
треть€м и четsертOк утверlкденrях Teoperabi. Соп<rcтавlв опре
деJIеЕяя yKasыlнbax кнохесI,в, легко 9а.чстrть, что

1,n-r(n) =cl--,flU: п..Т-., S j:in-lb}, (i16)

пеrл, rrr:ffi,
Поэтохlt ll.y--l(r,)ll < llij, n - 1Ь., ! j < п,- Д.r,.}ll =.

= Т,.- - ?"ь + 1 при вссх n G rл,оrm = I-. М. Слеловательно

llTll,"", s т-- - 1ь + 1. (;r?)

Дапс.е, rs Tpeтbem утвер)хдения т€орецы (,JIqдует, чтo
о S у* S Ьu в < v} S б при всех 'zL=TM, СледовrtтеJIьяо

llи,ll-., S 
' 
-'l+ 1, (5Е)

так кж ||о-|| = иfr-иfr*l, m = ]lI]М. Объединшв (55), (5?) к (5,8),

поJDrчпи Формулу мя трудоеrrкосгк пряtaоm хода ЕJIгоритuч;

2llr(rb* - Ii,,i,, + l)(b - 6.{. l), ,И >

2(6 - с 11), М= 1.
C,*(G) l

Оценям трудоемr<ость C;-(G) обратпоm кодв алпсрrтш:в, lls
форхул (60) и (S1) вклно, чrrо обрвтчнй xo.q еJIгOритша, cc!Et!e.
стшяется sB М rцвгов, Нв первох шаг€ тр€6уепrя Bcel.a одна
опера.llиll прl{сваявак]tя, тадt Kar< М-я rсоrrпопента i'y ottl,nиarib-
ною нsбора фу = (\,,.,,Ом) опреlе.rrяется на поl:Jt€днеI.i iлвге
ПРЯraОЮ ХОДа аЛЮРВТraа ОДИОВРеrrеННО С НаХ|DЦДеНИеlf Ве-.IlrЧИllЦ
Gбц в соотв€тtтвrи с форхулой (4l). Поэтоху Cj-(G) = 1 т,ри
М=1.
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Прн if ],_ 2 нв кшкдоrr пз оставлIихся Jv - 1 шаrDв m =
= М - \М - 2t,.. I l тр€бует€я вцпэ.пнпть ||,y-(?-al !| 

,- 1 опера-

цхfi сравненпя дrL t)тнскаItпя очереl;ноfi хоuпонЕ-нтн оптrtпаJrь-
яоIю набора }l одяу операцпю прпсввl{ваняя, т.е. всегo

1;1(n-+r)ll :йеrrентврнъtх операцяЛ. Поэтоrrу прп М | 2 мtя
трудоеraкосfя обрв.rяою юда а:rюрr,гха иraе€ra:

M-t
с;(G) = Е llT-(r-+r)|| +ts

m iEl

s i]l/ - 1)ll,rll-., + 1 < M,(?b.r *ъI" + 1),

тш( как ||T-(r-+r)l| 3 llTll-- прп всех m = I7ТТ и
?Ь., - ?Ь i: 0.

ТшtI.lll o€;pasorr} прtl jИ ) 2 трудоешкос"гь вJrюритха есть
ве-г;rчина

а((;) = сТ(с) + cl-(G) s
s2Мi,ъý -, 1Ь + r)(6 - cr- 1) + м(lЬ.,( -1Ь + 1) <

S 3М(:Ьý - ?lnn +l)(6-о+1)-
- lV'(ъ* - ъi" + 1)(6 - с + 1),

Talr каrс Ь - с ) 0. Вэtп rrKe rld = 1, Ttl

С!(С) = 2(6 -с+ l) +-1 < З(i - о tl) - (6 - с + 1),

Еrrкостrrая спохностъ С1 (G) апюрrтlrв хsксиraltsа.цхи цел€:
вой фlrнкчrи G еслqдывается rs емкосгнЕх с.lюlкностей Cf(G)
и С](G) пряцоr$ r обрвтноrэ хqдs вJIгорптха, в тsкже объеч8
паиятtt, Ееобхqдииоrо гля хрчlенrя ясходною ]lаaсйва 9каче_
Hnfi фунхчrи g(n), п С [c,6l, рвэноrэ 0 - с * 1, т.е.: C6(G) =
=(]}(с)+с;(с)+ь-о+1.

Оценчrr errKocTнyю сJюхность прrarrоm ход8 мюрrтrrа. Пз
cDopxtи (а0) ,5qдуе1, что пр]r М : 3 нв каrхдоr. шале m = 1Т
алaрритraадJlя рекуррентною вцrrксJlенl,iя каrкдого rr-m текуцеtyj
SнЕления Gm,nt z € ..,,n, требуется rIHo]KecTBo sначен}.tй в€Jtичпх
Gn'-з .;l j € 1b..l(n'l, ваriденннх на прsдндучgц..,(п - 1)-ч пrаrе
a.rl]!pttтxв. ,Поэтrшгу на каlйдоra шur€ m = 2rМ дпя ьычяслё
rtиlr всех sка.чекий G!rа,п, п С rrr-, необхqдпrtа сохра.ýяеrf,ая с rпага
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m - 1 совfrупность sваченпЛ G--l ,;, j € U ,r--l(n). CJrmo_

ввт€льно, объех данп!схt вцчrспяемо'. 
". 

Jlffb,. текуце', nl-r.
rпеrlе rr sапохlrна€raых для вЕпоJIненrtя посJкцtrюtцею (m + 1'l-rю
Iпала аJlrcрптr.q раэен ||o-1l, а объеч двllннх, tсoтэрце нео(iхФ
дкхо сохрл{ять с прqдьцlrщеm (m - 1)--ю rrала лllя внчtl<эrcЕяя
всех да нЕх тек!пщсm ,п-ю Iц,tг8, равев uоцностп xно}!есгва
U T--r(n).

Ч,rюбн оценпть хоцность укаrанхоm llно!Gесгва, поквll,€ч
сн8чалаr что nrreeT rrecTo форхула

,--,ý U {j: n-Ъ..SjSn-Ь'}, m,='fr, (59)
ь€9-

хо'oрrя, (югласно опрqделению raнoxec'B аrr1, m = {-М, равrо-
сtlльне дв)Zч HepaвeнcтBaia:

4,-r 2 
"1rin 

(п -1l"*), yll-r S цв:t(п -lЬ.) , rп =ij|.
Для первоrо иg 9тих яеравенсгэ пxеоt:

"2in 
(п - Т-*) = ;цЬ п - Г-- =

= mBx{c + (m - l)T"t" - Т**, бм - (М - -)Т-* - Ъ.,} =

= цлj{а { (m -. 2)?i"&, - (?L., - Ъй),
}д^, -[M-(rn- 1)lЪ-} S lл_r, m=ffi,

Talt ках 1Ь., - ?Ь Z 0, Аныlогrчнъш обраsоrr устмввrrивзеи
справедлnаость BTopoIb неравенствв, а 9атем -- Фрxулн (59).

Дшеq востlольsовавпись форжулsl.п (66) Il (ý9), получхх:

U T--r(n) = 1J {ш--rП{j; п-fд5д S j S п-Ъь}i =
п€9- nCr,i

= r-_, П { 
"H_{j: 

n - 1Ь S j < n - Т-ь}} =,.,,-.-,,

m=т.ii.
Отсюлв оЕдltет, что

||"U ,--,t,l|| = llr,l--lll, п=ffi,
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TaKrrr обраsох, н8 хшкдох Iцале m = ffi для внчr-
спения и 9аIIоuинапrя ||о-|| sнвченlrй теIryцrх ве:tячlн G-,o,
в G t4,n, н€обхqдrlцо почнtlть l|a.,--ll| Sначени веrrпчllн G--1;,
i с U r-..r(п1, пqдсчптаннцх на Elane m - 1. Следователь

но| на кшкдоlJ шаIr! m = 2, М- пряш,:m ,ода цпърптras необхо.
дrtrо реsерв9ровать ||al-|| + l|o--ll| елrнпц обновляеrrоf, паrrя-
Ttf| а дJIя реа'Irsыlяк воех шагов пря!(ою хqца достаточно пraeтb
не более 2||oi|r.,., епинrlr обновляехой паJ.яткr Tslк как
l|c.,-l| t |lоll-л, п ||,.,--r|| _< lloll_.,. llоэтоrrу прп rlf, : 2 er.xocт-
HB,l СЛОrШОСа'Ь ПРЯr+ОЮ ХqЦВ aJIFOPI.iTXa еСТЪ ВеЛr|ЧtНЕ СТ(G) S
3 Z||о||-.,. Еслr М = 1, то С} = ||а!|| S l|q,|l-*.

Оценr.Iх затратrr по паxятr.r Jця реаJIиэцllи обратною хQда
аJll\эрятrr8. l4s форrryлш (б0) слспуст, что лrrя опреяе.rrенчя М-ой
коrrпоненты i- опт*Iапьною наборr фra т?ебуетЕя совоt()пность,
состо.qщая пs ||с;11|| с:оIра{енных в па,шяти sнвченпl в€лlчlrн
Gм,м п € иl,у, Позтоrrу прr .if, = 1 для вЕпоJrневt|л обрвтною
,aqда sJlюprTraa пsrlrrгь не требуеrтя,

При rtf, 2 2, в соответЕтвrп с форrrулоf, (51), дlя нахо)хденrrя
t(вtiдоf, tiз ocтaвtrвaxc, хошпонент f,,,,, lп = М - 1ril- 2,...r1,
требуется r.нох€gпlо сохрцlенвЕх Il па,ця.гя Jя8ч€н й велпчхн
G-;, j e,y,n(i,,.+l), дrя всеra во9но)квнх i,D+r € аrй+r, тш( кtл
опт]lrarJтьяое Sнlчaнraе хоIпон€ятн йаlr опр€де.rrяется тольхо на
пр.цндуцец tпаrr обрвяlоrý хода алюрптха Поэmrrу нв кь
,qlou tпапе п = N - 1rjlf, - 2r...,l обратпоm хqда алюрЁт-
lra дJIя опреrIепенпя коxпонеятц 0* требуется сохранять сово_
куllносгь 9нэýенхЛ ве.rrпчrн G-1, 1' € U T-(i-ar;.

0lп+l € rлzr+r
Кав поtаsан<l вьппе, U ?r,(i-*r1 = uь д$я всех m =

Dп+r С Uzr+r

= ffi-- t_ Сjледовtlт€льнq дrл опр(цеJIенхя осгавIппхся кошпG

неrlт оптI,lrfrЁIьнотэ ваборв необхqшlшо поuвlтъ таблпцу 9н8чФ
нхй G,njlm = 1,М - 1, j € r.l-, чrспо эrrеr.сятов которой р8в_u-l
но l ||r.,-||, 8 дt, нв>ю)iденrя вох компонент - жacctlв пs
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м
D llr-ll sначеккf, G,в.,,m = ffi, ,; g о-, Поэтюrrу прr М Z 2

затраты по пшaяти для выполttения обратноrо хода }JIrсрлl,мЕ со_
м

ставляют веJIичину Сý(а) = Е ll,"-ll S Milrll--, а errкocтI{alr

сло)хность rlltpp"rraa u"rr, ooi}ii,*o
сý(с) = с$(с) + с"-(6) + 6 - с + 1 l
< (м + 2)|i@||,"-, + а - о + t S э.if||g||-.. + } - с * 1 S

< 3М(6 - с + 1) + 6 - с + i, l ar}f(E - c+,l) - M(D - с+ 1),

тал хш< ||r"||-., < 0-а+ l, Ё-с } 0 п if 2 1. F,с.пи:ке irl = i, то

c.s(G) 3 ilrll-*+ ь - а+ 1 < 2(6 - с+ 1) - l - с+ 1.

TBrtnx обраsом, прв лю{iоra М € [М-, Пr+] ею(остная слl:tlк-

ность аJIюрятrrа есть вепичяна Cs(C) - М(6 - о + 1), a
GIIЕДСТВПЕ 0. Epu ruжdоl М € [jl4ni,,r Mm.r] оре4.ехN.|я t

еlrсосmNarl еаоl!схасrпi! arlеорuлъrв tаfiсцецrtццц цеаево8 фуNlс.
t|uu Р(о,7), ry е О(о/М), еrmь бсJugчхь}.,

М(lЬ -Il'й.+l}(jv- q{-1), М
]V -q+ 1, М= li

>2,с! (р) -

СЪ(JП) - M(jv _с,ь t),
ДОКАЗАТЕЬСТВО. 3цIвча rrаrспrrизrt:шrr фупrкчяп Р(с, 4).

1 € t'}(o/M), суцность которой опрqцепrют форuулы (3?) п (:16).

сводtlтся, t(л( установJIено окдегвпеl, 4, к 9адвче шаксимиSлlJ,tи

функчяп G(фм), фп е *(о, оl,irl,}, Ъь,Ц"",lМ), прll с-тел),ю-

цдх 9начениях паранетров; а = 0, Ь .= JY - 4l cr = Ъц ", {,
0м = JY - Т-.". Пqдставив значенrя параJJетров б = Q, f = N - с
в слоrхностнке оценки gqдаqи Iакспхu9аlIии фунвпrrи G(фдa),
прl.tведенные в сJIqдствпи 5, получпц сфорчулпровмIlrrй ре:,уль-
тат. a

GJIЕДСТВИЕ 7, Црь rа,мOоl М € [.i/,,,irr, М*"'] араrеьхся
1! е:rвосmхсLя с-лож,хосmI аrеор!п,лG лurчJtза{чrr целевоt ýуьr-
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c,(s)- кй(ъ- -Ziы"+ t)(jV-q+ t),
K(jV-q+r), м=, 1;

С.с(fl - r4,ry .'u 1о,

ДОКАЗЛГЕПЬ()ТВО. Оценкх l}eтpaтъr по врчехи. Минrr.
хилвrrил ý(&,т) провqдптс:r в два этапа Первнfi этап заrопо-
чается в реIп9нкя .ii qдлотgпных sЕцач rasr(спхлsвци, фуккцп,

'I(i;, 
т), ? е аР|М), при Сшксяровшlпом Ё = 1, К. Вреленная

сJlоrtнэсть Ct(P) кахлоП rз gтrх К sадач опрqдепена в сJ!едрт-
Br}t 6. Пs этою сJtедегвllя Sц(JIючlt€ш, чm трудоеraкостъ п€р-
вого 9т,апв sлгорr.ча r.rнrxrsацrl.t ý(},7), } € {1r...,r(},
? G, n(o/M), есгь в)tичltна О[КМ(Г--, - Ъь + tXN - g + t)]
пр:l Jl1 )2l.l О[К(fi -q+1)] при.ir'=1.

Нп BToporr этатrе шlгорптча для какдою ft = ffi по .фриуле
(31,) внчrrсляr:тся 5хаченlrе функцяи В(&) с lстольsоваrtпеr. зн!.
чевlя в€личяян D(/о), ваЛдснною н8, пе+воr gтa[te. Иs ФjрraулЕ
(31) вилно, чl]о дJIя вцчпсJtения всес sначенlй а(Ё), Ё = 1,К, не,
о6){qдкмо выполнпть К уraно!хений и К вшчптавпl, т.е. всею 2К
9лсчентарян;l оперв,чиfi, так хах для кахдого * = 1, К значение

|-t
ве.Jтичиян м f, ч](е), вхqдяrцей в ,Dоркулу (3t), rro;KHo внчr,lс-

r:=э
лхть sаралее. Kporae тою, тр€6уется.К шrечентsрннх операцttй
(Х - 1 сравненяе lr сдно прrсваrванне) дrя на,хоlкдения бе!услов.
ного uпЕrшуиа фу}iкцпr.I ý(&,1), & € {1,...,К}, а с n(r/M),
и уклlания оптпцальннх арryцентсв. Поэтоuу нв Bтopoll 9тЕпе
несбхqдиraо всегt 2Х * К = 3К 9леrrентарвнх опершtrlfi.

Следоват+-tlьяо, вреraенная спожность rrивlraяsыlrя цеJrевоfi
функциl.r S(Ё,а), }G{1,...,К}, п € П(./М), есть величшна

cl(ý) .= о[К/r(lЬ - T"d" + 1)(Л - { + 1)] +3К =

= О[rМ(?Ь." - ?Ь ]- 1ХЛ - g + 1)],

пр М22и

М 22,
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C.(S) = O[K(jV - g + 1)] +3К = O[fi(.iv - q + 1)]r

при .i' = l.
оцениrr sатратн по па ятн. Ддя храненпя sначенкf; кох_

поневт в€кl!ров U(}), } = ilii, разrrерносгrr q необхqдпtJо Kq
qдкниц паrrятя. Для ввчrс.rrенпя fi sнечений функцrr al'}),
t = I?, требуетtя сохрsнять совоt(упносп, 14з К sнsченr' gе.

o-t
лrчин.Df Е 4(е), }=rТ.

n=o
,Цалее, в следегвпп б установленоt что на перrtоl эr'гвпе м-

rcрхтх.а, прll xa]iцol фLксuроDаlrнош /, = 1, .К дrя иакоrмпзшцr
Фунхцпtl Л(}r?), ? е О(о/М), тр6lrеп:я р€rервrровать паuять
paslrepoи Сl(f) = O[M(JV - { + l)]. Нетрудно sarreтпTb, чm 9ту
паr.ять uojiшo обцовJtятъ п€рqц нвчrJrоr. внчпсленп' дJя очсF,qд_

ноm Ё = 2,К. Деf,стэиrc:rьвоl после внчпсttения Sпаченхя пер
вою усповяою r.uссIrryr.a D(1) r М звачевrй ксr.понеят пер
воm усJtовно-оптtlIаJIьяою набора ?(r) raoxвo cpiýy !(е вriчп.
сппть sначенrе функцr Il(1) и sвтех сохранrть эlэ 9наченrl]; а
TaIoKe М sяаченпf, коraпонент наборs i(1). tr'locrre эmю па.иять| 

,

веобхqдихую дrrя xахсtrfii!аlцr фунхцrrи r(Ё,п), т е Q(r/M),
прп каr(доrд } = ffi uожно очrцать п пспользовать снова сна,
чвJrе дrя вýчrсленrя очерqдноfi совокупностll sнlченк цеrиtrчя
a(lc) и f(*), а s&т€x - sначенrrя В(Ё). Прl 9тох дJIя на.хоrлеr
няя бевуоrоввого r.rнrr4lжa функцt rr S(Ёrп)r j € {1,...,ft'},
? € QIUM), и оптuшальноfi п8рн 8ргухентов (Ё,f) прr Kucrorr

' t = 1rK достаточно xpaнrтb тоlrъао одllо, Ilвrtхеныпее по Ес€м
предцд!mш.r. &, sнвченrе фунхцrlr В(е), paBr:oe рТ B(i), а тш<хсе

sна,ченяе нохера j = агg minB(i) к совокупRость из М sнвчений
з<a

tФt понеgт ваборs 0(i).
Токиrr обраsох, ехкостн&я сJIохнось ral.ничпgцllali целевой

функчви ý(L,1), }€{1,...,К}, т € fl(с/М), есть вепl.rч}на

сr(ý) = o[M(Jv -q + 1)] +М+2+ Kq+K,=
= o[M(.iv - {+ 1)]+ Kq +к s о[м(л -s+ 1)] + 2к9 =

=oIM(JV-q+1)+Kql = О[МЛ + К9]. r
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CJIEJICTBI,IE Е, Прч xaгr.Oos П' € [r/-h, M-.,j врезеяlсл
|! l|tЕосrп$м сJоrсNосmU &opllrnдiв сооIесlп|{оао рвспоэнввв-
вчл rаазrпсрчоdччесхо8 послеdовс,?l€JDrосmu чltъульсоо u обьс-
р!эЕеNIJI toleNlпoo cpйrrrau u, rочоaс есm,D аr.aUgUrьL,

Ct* rм(ъ- -7Ь+с)(N- l+1), м : 2,

Kq(N-q+1), i1 =1;

Cs-MN+Kq,
докА3Атвпь(]тво, В cooTBr:TcTBrrn с леuхой 3 и слад-

cTbnerr 2 sагратц по вр€п€нп ll :7ауятll дJ]я алrtрrтша с-+

вr.{ютноrY) распоSнавапrlя х обвару)i€нхя больве цlаJrогпчннх
звl,раг для ulюрхтuа хияlltlиsцlиlt uелевоfi фунхuгrr ý(ý 7),
t € {l,. ,.,,Ъ}, 7 е t}(o/M), псхпючlrт€льяо пs-sa Heoбxqд{r.ocт1.I
дополнптельных вцчис.rв,нкf, по (фршуле (34) sначенпй функlцп

N
d(k, п) мя всех }€ {1,..., К}, mс U а4 ý {0,...,N-q}.

i=l
При ха:кдоrr фшrlшроваlrкоrr & я rr. внчяоlеплс сверткп d(Ic, m)

сопряжено с внпоJIненпсu q операчr:f, уt ножения и q операшrй
сJtохенпя, Сл,,qдовательно, дrrя вцчпспенltя 5наченпЛ всех cBepTorc
неФбхQп.хо не болес 2qi((. - { + 1) = O[Kq(JV - 1 + t)] элехен-
TalrHьrx операtцй. Ilоэточу, оппраясь на сjqдствие 7, прu i/ = 1

для BpetreнHcЯ спо)вносги аJImрптхв tlxeera:

с,, = о[к(н _ с+ 1)] + O[Kc(lY - {,+ 1)] = o[Kq(lY -q + l)].

ЕhппМ)2,то
С, = О[КМ(Ъ.п -tl'ь+t)(jv-{+ t)]+O[Kq(Л-g+t)]-

- км(ц.л,- T,Di! + 1)(л - { + 1) + rg('Y - q 1 1) l
з КлiJ(IV - { + lХЪ., - Тьiп + 1 + g) S
S KM(IY - g + 1)[Z(Ъ- - Ъь) + Zq] =
='IiH, 

;'--, ?'fr;- Чi'] ;
JIля хрвкенпr всо< хочпонект в€ктора И нео6raqдк!rцr( прп вц-

чпсr€нпи сэертск, ,?еб}r€l€я JY sд].rнrrц паlrятr. Крохе тою, прr
каЁ(доч } = 1rК дJ]я coxpaн€Htllr вс€t вЕчrслсннцх по rфрхуле
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(34) cBepтoK необхо4rraо резервпроватъ паrrяl.ь| объем хотороП Hij
м

превыt!а€т ff - с + t qдиниц, так как m с U rrli € t0, . . . , N .- ir}.
j=r

Эта паlrять rдожет обновлrтъся прll кц(доri h =ТТ, по(жоJIьку
сохранеБие свертох при перФ(оде от одр-ого lначенltя Ё к друr.о-
му не требуетrя. Сrедоввтепыlо| прп внчяоrcнlи всеr{ сзерток
доýг9.точно ре5ервяровать пахrIтъ, объеи котэро н(! превосхоr(йт
2,iv - { + 1 едннпLl. Потоrrу, в соотвётýтвпн сс| слелaтвкеи 7, 4м
ксстнаr{ сJIохность мmритша есть веJтпчпна

сз = o(MJv + Kq) +О(2Л - q + 1) = O(JvJv +Kq).l

0. Чrсленпое r.qдеJtlрованпе

Jlля проверки э(фф€хтliвностп liзлож€нною arrmpliтrra поо-
вqдены qисленные экспер хенты по рмпо9IIаванпю иUпульсов,
скрЕтЕх от пряr.оr\) наблюденuя в sаIпухле:rннх квлrипериаqв-
ческих последоватепьностях. при провqценull экспериlrентов аа-

рьliров&лsсь как форra8 l'мпул!5сов, так и всс tlаpaмeтpн аJrгорит-
ха - K,,]V, М,Ъ.,.,Ъi,",{ и а.

Кажлая запrумленная посJIедrlвате;Iьноgгt, iвrrборяа Hs
цноюиерrIою порrrаJIького распределеняя), подлеr(ЕЕIая pa.сiic-
Sнаааt{кю, форraпров&пась пут€х по9л€uентяоtо сJlсх(енпя эначе-
ний сгtнерtrроваrrяо* хваsппериодtlчеФФf, иrr;lульсн.,л послеIрваr
теrьностr со !наченкяlrп IIосrfедоватеJIыlосгr:, сrнтlrsнрова,lноfi с
поиощью гауссовскою датrrикЕ случалRнх чliсел. прп !,eнep&ilкK
неSа,цухленнIJх последоватеrьяосг€f, кв;lsкпс,рводкческrе цolteE-
тЕ эр€raеЕr начщто шцпульсов форхпроваJIксъ с пошсщью лат.Iri]{!)

рs.вномерно рsспрqдеJIеннцх случвriных чпсеrr.

В целях иsученпя точностr раб?тн щп)ритш8. п}гтеш lюпо-
стаялснllя теор€тпч€сI(rх п 9t(сперихентмьннх дfilннх (о в+-

роятност!r о вибкr рraпо9навшlrlя rt сэ оцевке) чоде-лир,rваrr:..j.,
бsйесовская процедура приrtятия pelпglrr. Генерачяя выбороч-
ншх даннЕх прояSводruI8дь дIя сJIучая радковероя,гнцх клас,::ов
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(нчlrульсов), что по9волrло прп расп.)sнаваяиr.r иcrtoJlbgoвBтb прs.
Blrrc (:aS) прrпят}lя |)ецехIяl соотве,rcтъ}.юцlее крптерrю маt(сп-
MaJIbHoIp правдоподOбяr.

Ниliе в каяссгвс прпraера прпвелснЕ иллюсгративнн€ uaтe-
риttпн, покдl:.Iваlоцlис особенностll данннх, пqдлежшцях клас-
сиq]rкrtця, (распоsнавмшю), поясняюцшс суцность ишохенно-
го ajlmptlтшa ?овхеспlоlrl ра,rпознавtrния lr обнаружения п харак-
терrr9уюцие ::очllосiь работн шmритха Эти двннне получс-
кц в серии эr:сперпllентов по распо$навшlпю двух равновероrт-
ны}: яипульссв. В кlлчестъе этшонrrЕх иuпульсов первоm п вто-
pol-) xJl ессов слухrJIх поспедоватепьвости b(t) = 00, tb(z) =
= -.G0| n = 0,.. .,19, которце r.ol(H(, янтерпретпровать t(ш( pan
ЕопоJтярные lIоЯuОУIОЛЬНЬЛе ишпульсы ддитапъносТьЮ 4 = 20,

В верхней чвсти рис.l в виде грэфикЕ пsобрвrкенш коtJпонен-
ты ветllорв Х = X(,t/1), Х(lh) € Ф(1/7) раэхерности N = 200
прtt ycr:oвиt{r что -i,f = З н 4 = (ý3,138r r79). Этв кочпохен-
ть оrрr.rуют rснаблюдасrrую посJGдсввт€льнос,Jъ 5r, п = 0t l99,
сфOрм!lроваli},ую в зоо,гЁск:твl.lи с форrулой (ý) путсrr xBasl-
Irеt,иодиi}еско!\о пов,rcревrя гроl импульсов U(1) первоm клас-
се 9 фиr"свроваrrвЕе иомен'r,ц врекени nt = 63, n2 = l3E в
пз = 170. Прr.rчеи шабор 7 = (63,1EE,179) прrrнlплс:хrrт Tarto-
му r.1Iожеств), o(jV, Т"rь, Ъ.r, q lMl, М € [i/,"lr., ill,".rl, всевоg
lrо}{ны]i, наборов| коrýрое пороrfiдаt,гся ограниченпrкti (6)-(10),
коtца.Ш = 200,?ins - r35rirmь = {0 п q = 20l прrr фик-
сrрсssJ{ноу if = 3 иs интерваJIа [,t,5]. Мно:вество П(l /ilf,) в

данноу прииере есть хножество е(1/3) всевозчоlкнцх в€хторов
X(i.,4) pasxepHocTr.l IV = ?00t коц:Iонелтý rФторых обрвsуют
пос.г(ловатlепьностr| сосга,влеянне иэ TpeI пQдпослсдоватепьно-
сте, -- ичпульсов U(l).

В ншкнеf, частп 1юк) ,i(e рясуl{кд прqцстввJIено графхч€ско€
иso,5parcHrre r.оuпонент Ber<Topa Y ( Ф5,6rll полученнопэ по Фор
rrу;:э (4'} прк , = 160, прпчех Х = ,t(t/7) - вектор, компокен-
ты коrтрою иsобраr€нк в верхней чrrстк рrсунка. Совок)птность
rомпоRент BelcTopB iГ соотвеJIgтву€т наблюда€мой sаЕlrtaл€нноП
пс(:пqдователl.ности, подtежацей распоSна.ванпю, IIв уrэч же
гра.фiiке гфямrуmлькнмн р8l'каlrи о(iоSя8ченц участхи, н8 кото-
ръd): аJrmритм обнsр;l)rgл З ихпульса ш беSоЕхибочно илентшфичи-
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роDал и} KaJ( r{raпульсн первою класса' кесrогря на то, что урФ,
Bellb пошехи а = 150 в 2.5 pasa првt'rпает ахплптудJ, пмпуJIьсЕ
рш]нуrо 00. CotTocTBBlB BepxHrrfi r нrtхяиf, графпкr, шоi(но sахФ
тr,гь неэначrтепьную одвбку оttенllаа,{rя мохентов Bperreнx Har
чапв l'мхульсоа, внрахевную в спеIцеЕпr оценок 9тях roraeнmв
вреrенп (левr*х грsllиц пряraоуmльнЕх paшox на няжнеrr графш-
ке) относитоrьно tlr( иcTtlHHьIx Sнач,]ниfi (поlю:lсяи* н8чiJIьнъп
To,leK п пульсDв на Bepxнer, графпкэ). Чr.Iсленнне зкачеккя оце-
Hot( хоriсптов Bper.aHI начаJr8 til.пул|,сов п5 oITTпltaJtbHoю нrборs
a(1) = (66, 13Е| 17Е), наf,лснпою апrэl)rrтшоxl нанссены нr нпlцнсr.
грiфIrха.

На ркс.2 lнаJюгtlчннlr обраsок п:рслставлена одка rrs xнolпe.
ства вс€возшоrlннх квцttlпсриошчaсtiкх послQдовательностеf, , по-
ро;(деннцх кктульсоr, U(2) вmроm нтас<яп п qдна п9 унохесгва

с" (с) , od (с) , iiдa a'(a|M|,a'(olM\,6y
0,5 0.5

0,{ 0,4

0,1 0,з

0.z п,2

0,1 0,,l

_-- 0,0

t] 100 200 JEo 400 500 Е00 700 0 li0 2D0 з00 400 5l]ц 600 700

о
00
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спенершроввннЕх выборочнътх (наблюлвеrrнх) по,элQдоватеJIь,{Ф
стеf,. 3вачеяпя параrrатров JY, Ъ..., Тr;,r, gr.if, и о ,ге хе, что п на
plc.l. моrfентЁ вреl'ени пачаJIа пl.пульсов п оцеЕ(и эт}tх шoшeн_
тов наrcсевц соотв€тственно н8 в€рхн€х п HllжHeir графпках. В
дsнноx прпraере совокупнос-гь наблюдаеуых коlrпоj{ент вектора Y
бцJrа правuльно идентпфицrровц{а аJIгорr{тшом хц( ква,irперпо.
дrч€схая послqдоват€льносгьr порождснная rraп}.льоох втор(rго
класса"

Даннне, прQдегавлеlrные ва prc.3|4t характерrзуют 1очно(ть
аJIюрптrrа в терvrrпаjк вероятностп опкбочной хлsссиФrкы_tl{r.
Эти даrrнше получены в ре5ультате раtпазнsдщия }шомянутых
BьIIEe ра]нополярных пряraоуmльнцх rlrrпульсов JUlител,,,ностью
g = 20r c<prrTHx в Бваsиперпqдпчссхих посJIqдоватwIьнсgjях и t{c-
каJIеннЕх гвуссовсt(ой некорреляровлrной поrrехо:l, при сJIелую-
цrх lrначспrях параrrетровi ff = 200, 7,,,.r = l35 и Ъь = 40.

На ряс.3 сов!aещенЕ 5 грsфrrков. Под номервrrи 1 и 5 пзобl)s-
хенЕ sавrrспuосгп жrрхнеfi с"(с) п нихней ad(a) граlrиц веро-
ятtlости оtпибкlr распознавания от gг8}!дартного о:,хлонеяяя. В
сJIуча2 раввнх апрлоряьIx вероятяосjгаi р!aпо9наЕ.а€xых кяас(:о8
этп гранпцы 9цдаются форчула.rrи [1, 2]:

".(") = ;.*е[-_ $M-"(lutrllt, + llu(z)ll'- rь",)],

"'(") = i-i{,-*p[-#M-*(||u(t)ll'+||u(2)|l'-2f4*)] }'/',
где

o-1.1 c-lll
Ьь =lrlin 

' 
ч"(1)u"+l(2), Ь* =тOвх I ь(r)rr"я(2),l'lss ;; !цs{ ;;

причеx, в соответс,fвlrп с rфрrrулоil (12), Мlд = 1 rr M-rr = 6.
На этом же рпсунке пзобршкенч Tpu грфtfка оценсж ам BePo:lT-
ностr оЕибкr распоsн8вs,нrя в 9авr.lскl.остя от уровня покехя а,
полученяне прп шqделrровшrия бвйесовсrФй прцq$lрн принят,rя

реЕrения дtя трех sначеняf, М,: М = l (крrвая 2), М = 3 (K6,rr-
вая 3) пМ=5(крпввя4),

Ila рис.4 (!ЕнеtценЕ. S графяхе Под Houepa,rrx 1 и 3 иsоб,эа.
)lteнц зав}iсичоrгя верхней а" (с/М) и нихней cd(cr/Jlf) условннх
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(при фиксироваlrнон М = 3) гранtIц верояткости оDrпбхп распо-
SEiIBaHI.i{ от g:stlдартного oTKJIoHeHllr, Форхулrr цля }rсловньп
грlяич rr" (oPf) и ad(o/M) rroxHo получить иs форхул для а"(а)
и ,.d(o), ecrrrr Il по<zlеднlх полоrкrrть Мы" = М-_ = tlrf. Крlвая
псl,{ номером 2 яв этоra рrсунке - оценка iirr вероятностr,r ошlбкп
рi}]поsна,ва/tия прrr i/ - 3 - идснтхчяа крпвой на рпс.8.

9каlерхиента.rьнне оценки вероятяос.r,я оЕибкп полученц по
cxq:xe селектIl;воf, вцборки. В уоrсlвл:ях рввных апрхорннх верс,
ятностей распсlзнаваЕмцх хлаrсов обlцее чпс.rrо У внборох (сrсне.

рярованнЁх кltшпперподпческих псспqдоватепьностеf,, пствlrен-

ных гrуссовсrзrfi помоrой) бцло раrбrrтý н. 2 чадтп - no } ,r-
бо;эох па класс:. Пqдсчет оценкr верс!!ггносгп оrп]lбочного раaпо.

знlш,аllия провOдl|лс, по ФорrrуJIе а = L+rзrгд€ И я У2 - чи-

i.,:Iо Еепрр.вl.lJlыlо опоsнаннцх въборок первою п второпо кrтасоов
.:оOтве,п:тъс.нRо. Нв контроль прqдъIIвJIяJIось У = 1000 вцборок
(5(}0 на r.лвсс) rrрп раsлrчных зн8чевхях дясперсrп о2 похссrl, т.е.
ка.хдая точка€lксперпшентальной крпвой прп раsлпчнцх значснп-
ях дисrтерспи похехи поrtучеgi по 10с0 внборхах.

Приведенв.rе рпqrнки к;шюстрируют согласованноfiъ теюре-
,fпческ}lх я gк:llврпl'ентаJlьккх даllвцI rl деионстрllруют н{со-
кую 9ффекlчвность опясвдlноIр аrтtоFятха,

ЗаrлючOнIе

В раýс,те rrшо;еяо peпeкre sqдачи распоsвlвцlпя посJlqдовrr
1r"пьностиt обFвsоввяноП иэ gqданнокl чпсJIа однн8ковЕх rrнпуль-
cotl с пensвecTнrлMrr (летерrrинкроваrrв;нlrк) rсваsrrперкqдическлr.п
raol.eнTEl.П Bpe,raeнn ИХ НаЧаJlаr В ПРiЦПОrЮЖеНПП, ЧТО ЭТа ПОСЛ€.

до:rатеJIьность rскежева некDрреJIированноf, г8уссовской похехой
с пзвестноfi дисперсrеr. В отличхе от 8налогячной sqдвчta с Ее
лзЕестныra чисrюх ихпульсов, дrlя коF,рехтной постаtrовr<п дш{ной
sfulачи Бlасrlоsнаванrя необхgдrrо, ч,пJбы sцданно€ чясJIо импуJIъ-
сов леrхало в lllrTepвaJle допуgгпкых sначеrt[й. Граtrrцы этою
инт€рваJIа (прк фlксироваIrной длкн( пос,педовательности) уста.
t|оаленн а лсlrlaе 1. В этой rrre rrемu€ ук8зада область допустиraьдх
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значенt{f, дtпны распоsнаваекоfi пос-педоват€JIьяостп (прп фпкси-
poвltlнol. числе хraп!rльсов).

Лerrxa 1 поsвоJlrrла пнтaрпретrrровsть поспrвленную sада.
чу распоSвsванкя xat( спецrфячсс.кую sqдачу пр,эверкп гппотез
о среднех гауссэвfiФm оlуча,йною вектор8 прп sаданноП дпэ.Iyr_
нальной коверхцIяонной raатрrце. Спецrфиха gsдачr сост!шт в
т\oll, что:

1) шrя ха,хло tts проверясrrо гппот!s t(oмпoнeнTьr вех,тo,

ра среднпх обраSуют квё}rперяодrческую посJкцоваftльно(iгь,
вхлючаrоцую sцдавное чrclю qдинаков}дх пqдпоспqцователl,tlФ
стей (хrrпульсов rrз опноm классв);

2) вшборочная (наблюпвсчая) пооrедоваr€пьносlъ прпнадле-
хпт одноrlу lrs такlrх сечеfiств гипотеs (о средпеч), хотoрое по-

рожда€тся Boeвoзшoxнцlll.l кваSппериодrческrral' поспедоввт€ль_
постяraи, обраsова{нцraх лs qдцнаковых пqдпослqцовательяосэ,еfi;

3) шошность швож€етва проверяеrrчх гппотtl растет 9кспо-
ненцпаrrьяо с увелпчениеra pasraepнocтr.r веrсторп срелrrях (lrли
длrнн пос.ледоватс,rrьности).

И9 дапной пнт€рпретцlrп сJrqдует, что поетrrлепную sадr.
чу хо*но таlQке трактоватъ кш( Sа.дач)r совrдестнсю рlспоSн€.в&
нrя rraпуJтьса, породпвЕею ненаблюда€шую посJкловательность,
х обнаруженпя охеятов врехенв нвчаrrа этэго иtrпульсЕ в нена.
блrода€rrой послqдоватеJIьнсстя.

Поокольку прrrнятие оптluaатьною статистическою реще!lия
при проверке гипотез сопряr(ено с raaкcrt r9a$eл функuии прав-
доподобr.tя, а процедура ее ratкспralsецпr' является ядроra внчtl_
сJlr.tт€rьного шюрштraа совUестного распознааа!l:llя п обнару)t(е.
ния, в работе обосноваIi аJlюрtlтr понск8 эхсгреraуraа этоfi функ.
цrи. IIря этош снача.ла пoKasaIro (леrдrrа 2 п следствrе 1), чm чак-
сишпзвuня функцпх пр!эдопqдобпя сводптся к цинпшlrsrцlrи вспо-
rrогатепьно цеJевой функlцrrt а saтerl (лечrrв 3 и слепствrrе 2)

раскрЕта двухэтаlIная стр)жтура r.пfорятraа шrнtrrrrsаrци этой
функцпи.

Сgцяость первою 9тапа состоят в реЕенпп однотrп}Iнх
9кегреuальнЕх 9адач сепарабеJIьноП ц€левоfi фу нк_

цllк со специфическriхп огрцtПченпяlll| в впде JIивеf,нцх нс,ра.
венств. Чrсло рQItа€t ъaх эксгреraаJtьнцrс !Qдач равно чшслу 9та.
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лоннцх ]fхп!rлrсов rли чпсJту распозllава€хнх мадсов. Таfi как
TlllToBa,I 9ItегрсraаJIьная 9ццачЕ воsнякаюцая на первоra этцIе,
прlлgrаллrет (:аllостоятеJlьннfi интерес rr raoxeт воsнякнуть в
др:/гхх прt|лох€нпях, в раfuте в качес,гве обобЕlеЕttя докаSшlа те-
ор(жа и сJrедствllе З к Hef,t в коmрнх уст:чlоменц рекурреtaтнце
tDорu},лн дл<яI,етноп опп.rки5аIлlп. Да:rее (оrепствис 4) лоr<аsано,
чт.) при опредсленннI sначснrях парIц[етров кцхдая rS qдногип_
ннх rкстрем8Jlьllых sцдач первою 9тt.ла aJIпoPt{Txa uинпlrllэацllп
(рrcпоrкаванrrя) сводптс, к sадаче| рэIпснrrе котороf, дlно в тсо.
реке. Нжонеш, показаltо, что супlносгъ вl!рою этапа аJIюрllтха
со(тоят в просгоrr внборе хrнпraаrlьною эJIеlrента rls кабора sнa.
ч€lIий ф},якцпrj, которЕе sаапсгг от вслпчrя t словпцх чшrcrху-
цо:], мs.йденню( на первоta этаrте. Чпсло 9лешентов в 9тоtl наборе
соl,пqд&:т с l.ощностьlо lfнorlecтBa эl,шоннlIх иraпуль(юв.

Оценки врэченяоll п еrпюстной сJюхностrr, прхвqдсннЕе в
сJкдствиях Ь€;, дают представлеяпе об фф€хтхвностп как от-
деrtьнъхх этшIо] щюритка1 так и аJIп)рптма рrспоsяававк'' в це-
лоrr. Эти оцеrrкв уст8н8вJItвают вsалхосвяsь raе]tцу пара,r.етрs,
ши репщuоfi sqдачп ll необхqдишьual дrя €е реЕrcняя pccypcarrtl
по паляти и врех€ни иr крохе тою, пока!ывцоъ что посгавJIен-
Hajr в рабоrc Sцдача lкmraнotarraJlbнo раSрециха с 5а,грат!ш'' по
паrятп, лпнейllо завхсrпцrш& от парsшетров.

Вцсокая ффсктпвпостъ (в сшыс;с slтpaт по вреrденп и п!.
хяги) п точностъ (в схнсле вероятностя ошпбхи) прGдrIо)хеняою
аJтгорrтraа подтвср)цдена реSультвташп численноra) l'одЁJlшровь
ви:r. ПрQдставrrяетtя, что EJtrcprтr, нвf,дет свое прххененпе в

рлtнообраSннх прпJюхениrхt свяэаянIrх с обрsботхой tl рiспоsнr.
валriем песrнхlювli9rроваrrннх по Bpelaeвr.l двнннх, в частяостtl в
хq,цицянскоf, I.t т€taничссI(оf, дпалноепlttс, рrдuоJюкаrцп ri гrдро.
ак:/стнхе, прrr ;эsспоэнаваних речевн] сl.iгнаJIов н иsобракевий и
т.r.:.
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