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ВведеrIие

В rзс,рlr а8тохатов rr9вестен заrrечательныfi реsультвт Бюхи
[2] о mх, что ргулярнне яltl,1ки совпqдаrот с яsцкалlr, оrтредеJtяе-
шrrlrи преJlложеt{иrlrи uонryпfческоf, логикrr второго порrцва под-
ходяцеП сигнатурн. Эта тсореха уставовила тэсную свя9ь lto-
рии aатorатов с хат!хат9чесt(оЛ логихоf, п иницилроuаJц дJIин-
ную серяю работ по пр9Iенению raетодов т€орпи автэматoв в ло-
r,rкe ll l.етqдов логtхrl в теорип аят€чатов.

BarrKHHx пвrэх в раsработхе данногtl напрrэJtенпя стаJIа глу-
бокая теорехв MartHoToHB rr Пеfiпертв [4] о тоr, чт0 яrыки,
опрQделяечне предJIо)r(енпяl.х первопо поряд(а - 9то в точнФ
стп рсгулярнце '|беэsйsднне" яsъпсп (т.е. яSыкr, sадаваецЕе об-
общёянццr реt,уJIярнъпaп вырsji(снияrrи бсs схrrвола *). ВпосJtед-
ствиr.r вняснилось, что этот хе KJlacc яsьп<ов sцдаётся форхуллlи
лшяеЛноП Bper.eнHoЛ логикп, l.tграJоцеП освоввую роль в спецяФи-
хаlпш ш в€рuФхкацпи clcтeu с хонсчннх чпсJоу состоrнхй.

P: irTl,t.l Бюхп, Ма,кIIоmнq Пеlперта н ltx xноmчиоlенных
пос-rlедоввтеле покаSалl. больtцую слохвость регулярнвх яSнков,

l Работа вцполнена прш чrстичноf, фrншrсовоfi поддерхке
Министсрства обраsоваяия Россий*ой федераtrrr (граrт по
мшгечвтrrке).
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что прпвело х появлению раsличtlых классвфrкацпf, (илr.r псрар
хпП) этих яэьпсов.

Teoperra MaKIloToHa Пейперта подска:]Евrет ест€ственн!rю
классифхкацriю я!нхов, пндуцrруеи},ю трцдпцllонной для rra.
rеrrвr,rrчс,скоfi логихя псрархиеf, преллоrхенпП по чtlсJIу переraен

Kвallтopoв в прqдварёвноfi Hopxallbнoй Форх€. В pal5oTax [9,5] по-
Ka,5вliol ч,lаl 1,цltlte иерlрхпх (,шrя преллохснlfi подходяtцих схгнr.
.r.y;l), llo сlrшествуl совпцдаrот с популярнЕшr в Teoptlx аэтоiaатов
перархrrяr.п Вхоsовооm rr IПтраубипга. Поэтоuу ].ýученrrе этих
исрврхпй прqдегавJтяст пнтерес х!к дJIя Jюгпхи (точнее, для тео-
pril конечrirtх молеJlей, llоскольry Sдесь рrссlfатрllвa€тся эхвив!.
rrerrгtrocTb форllул на xнo)ltэcтBe Iюнечннх llqделеf, <,.tхугвелстъук}
тцкх теорrй), так х дIя тсорtrrr аэтохатов.

KBr< иsвсtr,яо, уровни xногих аншоюв кваllторяr*х rrерархпfi
в дссrсриптивноll тсоряп xHo:KecTBr тсорrи пLIчисJIспий !i т€орпи
автохатэв о{iлалыот Tat( наsнвr€чнx своf,ствоу ред}жцяк (clr.}
яшриraер, [6,fl).B srчй c,l,ц,l,be ..ц локtl.l,цlrЁЁli ч1,<l ypoBнr KBаll.
TrrJлrl,tx ис;lархий l|(. (r6J|lUutюT свойствох рqлукцип. Jlля докаsr.
тельства 9тоm рФульт8та прпrlсняетсl иsвестttц* в тсорпи ко_
нечннх r.од€л€f, [9] хетол пгр Эренфоfiхтв-Фрессе.

Свойсr,ьч р(лухцrr.l полс9но при пsуч€нllх неt(оторых !rтончё
нхf, нерврхrf,. HBrrpиrrep, rsвестяо [6], ч,l,о e(,Jll,r бr,r хвж;1t,rй уро-
вснь кввнторноЛ lrсрархrи обла,дlвл свойствох рqдrr(цrr, то тп_
пизпрованная булева rrерархпя совпцдвпs бц с mнко иерцlхпеf,
(rлtрчlе,rtенlя or. в [Е]). Кш< по<аsшrо в [10], это не Tar<.

ý l. Опрелеmнпя п вспоlrогательные ре9ультатц

В эmrr паралрфс с{держатся ,споrtьзуеraне в дsJrьне шех
опредеп€нпя| н€!(оторнa lrcllollo1,lllчJrцlLle Pё5y.llr,r,at. ,r, uеобхqдп-
rrц€ св€денпя об хграх Эренфойхтs-Фрессе, Е таIOк€ нужнне рФ
sультатн иs [I2].

Пусть,rl конечнцй алфавпт| r{* - хножество всех конеч-
нцх сrюв ненулевоfi дrrrrнв в аrфtввте /. Язаrrос будеrr на:ывать
любое lKrtMtKrle(:,гBo множссгвl Л+. Пусть € - пустое c:roвo и
/r'= Л+U{€}. Для c:rKru u и l, шц llliщer. 0 ý ul, еслrr u rвJIяется
t|taK,llтxrM rtKrrra lrrl ,г.€. u, = UlUU2 для некоrч)нх Utrи € i'.
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опрЕдЕлвниЕ 1.

1) Пусть ,l,, ili, l', М' 9 А+, Lt С L, fuI' е М, L| U М' = LU М
l L!пм' = 0. Тогдв будеrr говорlть, что I/ п rlf ' - рефцuруюцuе
яsьп<п для /. и М.

2) Говорят, чm Клмс яsьп<ов ý облцдает cBoflcTBox реdухцчч,
еспtl для любнх 

',t 
М € ý суцествуют редуц1.1рующие яSцки

L|,M'eSл,:л.rL|M.
Мн будеra псполь9овать опtaсаtие яз"п.ов с'поr.оIцью прqдлоF

:l(сниfi форrrальноf, логrrки. Если c.rroBo paccraaтpпBaтb как ко-
нечную линеfiно упорядоченнlпо структуру (в подхqдrтцей сигнs.
туре, пкJIlоч отцей уltарtп,rfi предиквт для кalхдоm сяr.вол8 tls
апфавuтв А п бuньрный прQдиквт <), то предлохевчя форчsJtь-
но логикш псрвоtэ порi.ц(s l.orfio пспоrIьSоt цrъ дalя оппсвния
"беззвёsдннх" яsъпсов. (Чтобы охветtrть всс рсгулярнне яsнкнt
нцдо доба,вить прсдло]iсния с монфцичесJ(иlrt переменннхк вто-
рою порялка.)

Kplle rx:tttrtlttcrгo аJФаэита .i{ raы paccraoтpпrr рашrиреннн0
[5,6] апфалrт ,rl х 2У, где у - конечное цнохество переr.евных.
Будем нвзыввть у структурой слово (аl,U1)...(о,,U.) (распlи-
ренного) аrФаsпта l х 2" Tarcoe, что xнохеgгва UtrUzr...rU.
попарно Ее пересекаются п в объединенхи дают и. 

'Dopuy-лц со свобqдннхи персхсннышr в у будут внр8]коть cBoilcTBa
l/-cтpyкTyp. Унаряне преJчкаты Qr| о € .l{, б}rдех rнтерпре-
тrрФвlr.l1. ,t ак: tu Р Qoc ,t,<rt,Jt8 t{ тоJIько тогдвr когда ш содер-
)тпт б)rкву вида (clu)l где 5 € U, Преликвт < булет rrxeTb
обнчннf, сIысJIi t ts n < у тогда tl Tortbкo тогд0, когда
tл = (оr,й)...(сi,Ц)...(с;,U;)...(о,,U,), 1ле ' € Ц, у € Uj,
i < j. Uусть ч = (оl,U1)...(с,,И). Тогда rl Р Зrф тогла и
тоJIько тогдч хоrдв rpllr rrекоторого i, 1 S i S r, справедляво
(o1, LI1) . . . (о;,l| u {с}) ...(а,,U,) Р /. Булевы операJlrlt интер
прет!tруются естественныш обрlsох. Букву (п, 0) аrфаэитаЛ х 2У

мн б}rдсх отФ)tдсстмять с буквой а о.rфавита .r{.

Ec:Ttt ф - предrtо]ксltt{с, т! ,' чожно интерпретировать в
(-,Jlацё ,J,, G 4+, поскольк5r эт0 сJIово хожно рассх8тр}lьа,lъ как
б-структуру. Каlхдое предложение описнвает я9ш(, состояций
rr5 сJIов, которые удошетворrют эmшу прqдJlо]хенrrю. Каждох;l
uноrкесгву форrrул соотвстtтвуст кJIасс язнков, которне llожно
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описsть предлохснпяrr пз эmю мЕохества Мн булеrr истlоль-
эовать одни п те lie t>Gtвtrаtчеllия ,чlя ull()*et:,|,Ba форхул r для
соответствуюцих кпассов яsьп(ов.

Пусть / - яек<lr,эрос прqдлоr(снис, тогдофорхулой С<'< (л, g)
будеrr обоэначать реsультат заrrеЕц в форшуле ф Kir)x,,(n() ltх()цrlФ
вrя 3z(. . .) на Jz(л < , < у Л,..) и t(r,rц(ою вхожденr,rя V.z(...) на
Yз(s < z < v + ..J (при этом rroжeT потребоватъс, сгандiрт-
ная в аяаJIоI,и.lttцх сJIучмх эltlrсяа нсхоторнх свr3аннцх псреrrен_
яых). Эта форrrулв вцрsJхадт m же сво ство, чm и ф, но только
для пOдсlloвq оr,р&lirченцоl,о llо9ицпяl.и а 1.l у.

llycTb K,rracc sl соеIовт и5 я9ыков, Koтoplie можво оllисать
прelчюхенкяхи вшв 3о| . . . Зо},Vс!... Vэ], .. .Q4 .. .Qri.C, 

"деq € {],V}, / * форuулв бса tваgторов. }lерврхrrю яsнков
{ý*}rсл будеу наsыввть хссхmорr.оd, (Мы счктасu xнor(ecTBo
rlrr. ,J,prrrlbньrx чrrсел lV раввнх { l, 2, . . .}.) Очевlлно, чm ý* Uý* S
g ýt+r, где t € Л, ýr = {j+\й| Д е ý*} - двойственныfi KJts.c
;ЦЯ ý1.

Опрепоlrrr rнлlrкцией по * rrHoжecTBo форr.ул спецrrапьноFо
вида хла{:са S},., t l0, r € lY. Прх г g ff хножество фор
rrул специаJIьною вrда класса &,r состоит пS форхул беэ кван-
1.()рQrr, ко,гýрнс нжодятся в дtlsъrонктrвной норrrальноfi формс
беs повто,ренпfi элеraентарных конъюнкций и беэ повторенпй конь
юнктивных членов в эл€r'ентrрннх конъюнкцt{ях. При Ёrr С ЛJ

rpорrула спецl.tаJlьноi,о виrtrt KJlа(x:tt .91,. -- :r,l,<l ;tиsъюнкцuя по-
парllо рrrэJIIlчнцх форrrул вида Зzi14.,.Э4,-Ф, где р J r, { -
форraулs сп€цtаJtьного впда кпаaсв Sд-1,,. Класс Sr,, состоит
п5 Формул| которне эквиваJIсктнц Форrrулаra спецпаJIьllою вида
масса 51,r. (Экпиtrulепl,ность пониха€тся кц( равносильЕость
пl ,-стрlжтурах. flля rфрuул ф rr ф хьт булеч пrсвть ф = ф, есrrи
/ и ф эквrrвалентны.) Jlля кахдою } € JY массц яsнков ý1,,,
r € JV, rро,r,всrчl,Ёуюrцrе хнохесгввll форх5rл ýl,r, lrсчерпнва.
ют х.лвсс ýr. По построению, связаннце перехеннне форхул спе .

цIаJIьноrý вила uttожег.твв.91,, llахолятýя срQди z\, фr. . , z|, i ! h,
JIегко проверпть, что чtfсло форхул стrецtrального вяда пs ýr,, с
фиксttрочввным набороrr свободнцх переrrенннх конечно.

Пусть } } 0 я r 2 l, Россrrотрих рефлексrвнне и тран9t.tтrв_
нце отношения St,, на xHolKecTBc структур [t2].
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ОПРЕДВПВНИВ 2. Пусть у - lfнoxвcтBo переиенпцх| lJ
и t, - r.,-(:,|,pyK,l,ylltl. Fk:rtи r,rз rr ! ,У след)rет u Р ф л.пя лlобоf,

форкулы d е ý*,, со свобqднцrп перехеннЕr.l.r пs у| то будех
ппсвть U Sr,. U.

Отrrетич HeKoToElьIe свойсгва этхх отношенпf, rt характе-
рrэациrо играхи Эреrrr|хlйх,га-Фреlr:е. C)lrиrlteH tlBpltBllT игры
Эрнфойхта-Фрс.сl Cln (rr, u) с & раунлашr. В нвчаlв rгрЕ ll}le-
ются две {yr,...,v-}-cTplrKTypц tJ я u. В пгр участвуют лва
иt,р(хв. Цсль псрвою пгрка - покцlатъ, что этп две струк-
т)rры рдrлпчнц| цсль второю - покёrать, что онr. нсрёшичr-
rrrr, У кахдою rrгрOка есть *г фпIчск, почсчснннх пер€Iеннниr
4,.,.,ri, i = r,..., &, В псрвох рвунлс псрвнfi игрrл< стаэrrт свок
фr,чrхrr zf,...,zjl р S r, нi буквы струхтуры ч. В рsультате
{yr, . . ., !t- }-стр}жтура u превратится в {уl r. . ., y-, ri,. . ., 4 }-
структуру U'. В,п4хй и1,1хlн lt (y.,|le,|, llal х(r,|( l!ериопо игрФ(а стsвит
сзов фuттхх ,|,...r4 в другую струr(туру u. Получастся епIе

однв {уl r. . . 1 yor1 
"i, 

. . ., rЁ }-.jгру*тlра u'. В спелующех рsунд€
нгрокп деfit',твуr,т по т€м rKc прsяrлау, но первнй tlгрок сгsвпт
свох фrл!rс.l yrte во вmрую структуру u'r а BTopofi делает ответ-
ttrrй хсlл ь ttelrByro u'. lt ,r,щt да:rее. В rюнше игры получхra две
струtýурц tIo и rro. Счrтасття, чтo вmроЙ rгрок вниграJI| ссJIи

ruя хаJfiдоf, атокарной форхулн cr tф F с тогда и только тOгдq
когда uo F а. ,Щ,ругrrrп словахп, второй пгрок выпгрнва€т, когда
rt Sо,r tlu rr rru Srr,r и дrrя воех r € N, в любо* конкр€тной игре

у одно(ý пs raгроков ссть внпгрцпlная сграт€гllя,
Хареr<теризацrю отнопrенхй Sl,, в TeprrиBax rrгр ЭренфоПхта-

Фрсссе лаёт отедуюrпая
ЛЕММА L, IIусmь u, u - ц-сmруЕmурьr, & 2 0, r )_|, Тоеdв

,r, <|,r ч eclu ч mо!ьrо ec|ll у спороео vePoKB есmь aD!чарыивш
сmрвmее{z а uBpc Сц.{u,ч),

Согласно этоfi Jtexшe} чтобц докаSать соотнош€нвa и <}/ u

лос,r,а.r,очцо ollrica.!,b ццигрнЕную страт€гraю дIя втэрою пгрока
в игрс cl,,(Uru). Эm обцчно нетрудяо сдепrть, еспr чисJIо

раунлов & в пгрс рапно олноr.у rли лвуu. В этоl ствтье цн
воспоJrьэуехсrl лемчоfi 1 ToJrbKo в оlучае Ё = lt а с помоIцью
сJтqдуюццх лемх 2 п 3 провqдёu rrнд)rкцию по Ё.
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Мы будеш обоsначать хонквтенцlвю двух oloB (и-струхтур)
u х u череэ uU и,lll.l u . U. Еслп rл -- c.rroBo вrФавита Л, raв будеrr

пспольsовать обозЕаченtlе щr - uП-l , чrr гrIе п ) 2, url = ul.

Jlt}MMA 2. tlуmь ч - !хо'r,есmоо nePelatл,t{lia, t ) 0, г 2 1

U lll, ч2, Ut, и, uruz, Ulи - U-спрукmw./. Тоsас ecJu ur <rf Ur

u l,z sь,, U2, mо ut!J2 ýt,, urvz.
Ввсд€u обоsначсния: {0,r) = 1 прх Есех г € ,lV, с(trг) =

= r + (г + l)c(t - l, r) + 1 прtt }, г е ЛI. Jlля фrхсроваIrнвх Ё и r
пs /V воsьrёх rll = r + 2(г + l)с(& - 1, г) + L К = М +с(}- 1, r).
Ввслёх опервчкп F и С нв rrноr(сствс J+ тшt: F(ч) = чI,
G(u, u) = uкuvк.

лЕммд 3, Длl любw u, u G ;l+ чз u Sr-r,, u uефсm
F(u) Sr., G(u, u), eda Ё, r е JY.

Кроче спгнатурн Ео = {<} U {Q.l с € ,{}, шн будеr рас-
сrrатрrRатl, сJелуIоII(!|е сигнатурц: D' = Ео U (9, miп, mа:t},
Е1 = Е9 U {r,miп,mшr}, Ез = Ео U {р, miп, mBlr}, Е9 =
= Ц, U {с,р, rrrin, mчс} и Еа = 8UE5. спхволн 9TIfx сrгнаryр пн-
терпретируются тat(: miп, tltax - первая и посJIqдняя поslfции в
струхтурс; ,r(л) - позиI(пя, непосрqдствснно сrцдуюцая Sa , прп

условrпr чтt, не явлrегеr последнеЛ поsшцпе , и пооrcдняя поsI-
цriя в llpoT ,rвHol иучве; р(а) - поsпциr, llепосрqдственно прqд-
| ! шI;|,t.yK)l tltlя :! прt условяи, что а не ,вляется первоfi поsицией, п
п€рвsл поrrtцхя в протrrвно}l случа€; ý(д, у) - "у непосрGдственно
оGдует sв с'.

леrтю вхдеть, чтэ для лtобоil форхулв одной rs этlх сlгнвтур
лоrкно ваf,тп 9хвпв!лёнтную ей форrrулу в спгвrтуре Ео. Еслrr
Е - HeKorwpal crгHBTypE то ч.р€s ýl(Е) r ýr,,(E) r.ьI будеу
<fхrstlвчвть классв, KoTopIJe опрQдепяrотся так )r(е, KBrt хлвссrд ý*
tt ý1,., ссrtи rrr.с(;rч crr.нa:rypы Ео взrT ъ сягяsц/р)r Е. Классц
ýl (Е') и S1.,(E') будех обозначвть чсрсз ý| и ýln.

Нслрlr,rulо провсрtlтъ, что KBBllTopHьle иерархrt дrя сtlгна.
тур }', D1, )21 ))g п Еа сювпQ[ают. }тo вцтtкmт х! хороцо
иsвсстяо* в Jюгrхе [1ll прчслурн обогаценrя спгнатурн опрФ
деJrпчЕtaп прqдllхатнцraп r фупшrrоrr,лыrнrr сrхволцaпi нцдо
толы(о учссть, чтэ ýr,p опрqдaJtrются друг чорс! другв фор
шулаrrи (rчеl|ь простою вхдэ- Совпцдснхе квшiторнЕх rерархпf,
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объясняетl поч€rrу пs ввqденннх схгнЕтур хЕ будеra paccrraтpn-
|lt l'l, '|'oJl||Ko 

'о 
r Е1

Сr.луюrцее прqдJlо)fенt.rе поt(аsнваЕт| что налпчпе в 9тrх
спгн8турах констцlт miп л mBlr oкasьlвaeт влl.tяяие тýлько на
первыf, уровень хвsнторноП перарххи.

ПРЕIIJIОЖЕНИЕ. Пуспь {<} g Е. ТоеOо ý"(Е) =
= ý"(Е U {miп, mа:l}) прч z } 2.

ДОКД3Аt'ЦllЬС l l}O. llycTb d € S"(EU {min,max}), п ) 2
и переlrепнце з tl у не вхqдят в С. Построrlrr форrrулу y'l эаrrеноf,
всех вхоlкдениfi min и mа:< в tфрuуле ф на перскенвне а п у,
соответстэенно. Тогда

tа]у(vz(-я ( Е д -ry < z) л ф) =|,
Tar<rrr обраsоч, С € S"(r). a

P*ccrorpиrr отноIпекп, Si,r, которне опрqдеJtяются Tat( xet
Kat( отвоIttенllя S},,| но ухе дJIя tс:вccoв S|,.,. Jlпя сягнвтурrl
)]' цохно опрqделпть rгры Сi.,(ц u) Эренфойхта-Фрессе так
*е, кл( 9то бцло сдеJtцlо вьше. Тогда дJrя 9тпх отнопIениfi и
lsrrенённ<;rrr BaptraHTB rгр Эренфойхтв-Фрессе леrrrл{ 1-3 будут
такхэ справqдJIивн.

OcHoBtlHr реsультвтоr эmf, статьп явJIяется
ТЕОРЕМА. lhп лобово аtфаоumа, соdерrсащеео Iс л'exee

dоуз счзооrоа, ,l4rrccm вDlrсоб ýr, ýi, Sr ч ýl, /в € /Y, ,.с
облаdсюm сво8сIпбоа реdухцvv.

Ках lrзвеrтко, кванторнне rrер8рхяr {ýr}rеп п {ýi}rсш
нетрrrвlrаJlьнý [1]: Sr # jr, Si # J|, t е tV. Заlетпх, что это
тах lfe сJIqцу€т ltз на.rпей TeoperrH.

Для rкrхаsаt,е.лы:твв теор€хц Hara понадобптся
ЛЕММД 4, Еусmь k е N, L,M € ýr в dlл rсаrcdоэо г € JY

суцссmсурm сl,оса ц , u., urr ч Е, mбЕче., чmо ц J[., tl,,
,, Sl,, ,,ь, ", SL,, ц, z, 1|,, ц, l+ € r.\M u ц С М\r.
foeJc воссв я.эшrоа ý1, ýl, Jr u ýr не облаОоюm ссоасmооз
padgвguu.

ДОКА3АТЕ,ПЬеГВО. Предполохин, чm сущсегвуют рqду-
l{ирукпl(!|с яsшкr .Е' п lИ' из ý| мя L я М. Тогдв ц С / r
щ G М'. В сшу отнотпснгП ц S1., u,, и Si., tlr, | дJIя доста.
точно больrлях l, u, € Ij О М', пфтиворчие.' Таrспч обраsоч,
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дJrя яsц(Ф LrM С нет рспуцrrруюпlих хно}х(ýтв ns ý|, crre.
,()lta l.eJlllllo, массн ýr r ý[ не облапают свойствох редукцrи.
Дпелогrчво xolйHo покаtвтъi lITo дrIя язцков ,{+\f,, zr+\M е ýr
нст рсдуцrрующих уно)хеств пs .ýi| следоватеJьно, хлассы ýд rrjl не офlцдают свойl:fвоr. рqд}кцпи. a

ý 2. Дохвsвтельство Teopcraн

Пусть,{ = {о,0,...} п с # 6. Paccr.oтpиrr предJIоженпя

ф1 = 3аl3азЗса й 4 ,z 18з Л Qlrt Д Qбаз Д фа5,

ф1 = 1с1 3т23тз z1 1 82 < тз Д QlT1 Д Флз Д QrrB.
Этrr прсдrrохевия Sqдaroт яrьЕ .Lr п .irfr r.rs KrrrccB 51. Воsьхёк
u, = с'}оllс' € 

'l\й, 
u, = c'it0c' € Mr\il, rr, - urц п

- - _l+r

Пспс,льsуя хорш(тсрrзащiю ФтноЕенпй -<!,,. lграхн Эрея-
r}ойх,l,в-Фllеrr:е (rreMrrB 1), веlтrудно проверитъl что

ь ltp u.1 U, Sr,. tд,l g, lr,, lb, g. !r,, ц. (1)

Пtrкпtr<еи, Hrrttprrшep, что u, 3r,, чr,. Рассuотрrх игру С|,,(+, u,).
В начаrк этоfi игрrr ruсtотс, двс О-струхтурн:

ь = ав. , .аЬаh ао. . . с. tл. = со...о бчfr со,,. с 66Ь со. .. о.

Пr"r" our""O ,,,,,rnr* ,lr,,""*',r, p,lr*nro Ф S ; " 
noo"r,o 

"rо*-туру. Псжапlu, что второй игрох raorlcт тах отвqгllть на хqд
пёрвоm хгро!rs, ч,l,о tlолучсЕнцс структурн будут нерr9лпчllraц
(т,е. лпбпя птоuпрная (фрцулs спгваryрIл El булет пстпнна в qд-

ноf, структур mгда п тоJIько тогдq когд8 оно пегrнвв в лруmfi).
l}озьуёч xat(cпuaJlbнoc ,lиcrto It 0 l ! J г, Taltoe, что на кахдоfi
rl9 посJtеднхк l б!жв первой сгр!втурц стопт хот, бн qднs фхЕ(s.
Тогла tt,. = rr'ltc . . . с. rr' С ,{+, к на пос.лсднсf, бр<вс фахтoра ч'

l
ф]{шёк нет. Множество r п€ременннх, кот!рцхи поrrечеttн р фи_
Iпек, испоJIьзоваltнц€ перввш пгрсЕ(оrrt раsобЁч на две группц:
псрвая группа 9тo перехеннLIс, которнхи поraсченн фиЕt(xl
поставленнЕ€ в фактор u', втoрая - все оегальнЕе.
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Для нсrtоторого oloBB ta' с Д+, ta, = u'ta'_oc ; .о_. Еслl rrз вто-

рой стр!п(турн rдr = u'ru'gL. ::9 ул-,",r,о ,P"",,*rj ,', ,,о |Iоlr),чя,rt'.Ч-
I

с.r,рукrура ь, Втэро* rlгрок долхен полностьlо скоппровать ход
пaрвого игрока' чцсленно улsJ.пв фаt(тор ur' rrs втэрою сrюва

В реsульта,rrе пФDrlri.aa дэе нераsJIпчrхЕх у-стр!rхт!rрц.
Дейегвптtльно. PaccxoTprrx атоr.sрную форlrулу S(c,y), гле
аrу € и, прпчёrr r - переуеннrя пs первоЙ группц, у - иs вто_

рfi, fax как во Bтopol cтpyt(Type чёIду фпЕпоrrп, почеченннчIl
псрсlJсннЕlaи псрвой группц, r Фrlш(r,raя, поllечеrlrtцul. пер€raен-
нцrrи второй группн Iчекr1,(:я (:rшlKlJl|J t|lrrH,lrl;rB ш', то ý(зrу)
лохн8 во второй структурс. Форrула ý(а,у) булет ло;rноf, п
в п€рвоП структуре} посхоJIьý/ на посJIqднюlо б!rкву фsхmра ul
ttерчой с,l,рукr,урц фщ!ск нс бцJtо постаэлепо. Дrrя др)rгях вто.
rlrрнцI форшул провrрки очевпднý.

По леrхе 4, хласtн .ýt, .ýi, .il rr .i{ нс облqrlают cвof,cтBox
релухцrп.

ДляIс>lвоsьrrёrr

ф = сr(ф-t,ч,l-')д(rl-'), U| = lаl(l,1-1)G,(r|-',rl-'),
rл} = G1 (u}-l, ul}-l)Gl (ur -l, rrr-l ), 4 = Fl (t |-1)F1 (rr1-1),

гле u} = Ь6, u} = tц0, ro} = Du1,6, Fl(ч) = Л(hj0) и Gl(ш,ч) =
= G(Oй,0u6), r с il.

ПGвхеr. rнд)rкцпе по }, чm
ui li,, ,l, ui si,, ,дl, 4 si,, "}, 4 <L, ф, (2)

для всех L,г € lY. Для } = l это оrсдует яз соотвошениfi (1) с
поlrоцью лсlrrн 2, 3оrrетrr, чm по mП JiKe л€raraе дJIя ч, u € l+,
it,г € IY, ec:lr u Sl,, u, тю 0ч0 Ji,, бu6, слqдоват€льно, rBrrxB 3
остЁтся стtрввqдлпвоfi, ecJrl stuelrtr.r,b F я G нв Р1 r Gr.

П;ll:,r,t, ,пltlelrb Ё>I и соотноЕевtlя (2) спраэелrrrrвн
дIя rеныцпх эначенrf, ,t. По пндlктявноraу прqдпоJtожению

ul-' З*-r,. rr,,}-l, слеповатчьно, в схJIу леr.rtн З, Д(r|-') Si,,
{l,, Сr(ч1-1,rд}-r). По леххе 2, Gl(ф-l,ш}-1)П(rl-') si,.
Sln G, (чЁ-l, r"}-l)Gt (u|-lI ui-l), т.€. ui jl,, ra}, Остчrьнне
соогноtпенпя и! (2) л*аsнваlотся аналогпчно.
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Яsыхп Дд, JИr, Ё > 1, опрелепям так:

t' €'r € tД;l9"0'.J,а с u,сде ч | М1-1,
21 2L

i, € lt1r <+ _ЬЬ _. а"tL}_| Е to, гле u / i1_1.
ah 2l

Покажеш, чтэ Lпrhlr е 51, } > 1, r € /V.
Воsьrёrr

h=14 ,*(Д Qшi л Д d . ф, л-Фf:f(,r,,}+l)л
ъ-|

^,n(A
nc,g(rl <yr <с!+,)л Д .("l . y*."f*,)

2P-r

;=P+l )

Ф- =]"t,..]4(fi Q,"! д Д,! < 4+, л -{fjf(c},c|*,),r
ц-l

jэr

лwl (fi -,р! . у* .,i*,) n 
*Л 

-("i < l .,i-,l)),
где & > 1, р = 2ft, форн}rлц Cr и фr, принадлоIаtцrе tи.ссу
St по построснпю, опt.rснввют яsнки ir и М1. Тапlм обраsомl
hrМь€Sд,Ё>lrr€ff.

Покашеrr, чm ф е .Lr\йr n u| е Дr, & l 2, иlrrtукluей по

&. llpB t = 2, ч| = G(6Зц6',6?tо,6З)f(D2ш,D3), следоввтепьно,

6'ц6' Е ч]. Terc кш( r+ € h\illfl, то 4 е L.. Аналогично,

w? е Lz. Fдrк 6'u6' Е rr?, rо u = zlЬ| z26а ,,.zл, где m € ,lV и

'a 
€ {u,rt ,}. Но тогдs U € Дr r, сjqдоватспьво, Q 7 М2.

llyl:Tb ,гспсрь & > 2. По построенrrю, Dl+ru}-rDt+l -
= 6* цlrzt Е .i, ,r..0}-l40r-l = u}-l. по lrнд},ктпвноцу прqд-
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полоrхснrю u1-1 е i*-r\iUr_lt оlqцов8,t'е.llьно, Й, € Lr-r\Mr_r
и u} С 

'r. 
Анвltоl,лчво, u! е L2. Еош 62} ц}2t Е ч}, то

ч - zlb*цb2k.,,zmt Еде m G ff, z; с {й,Ф,}, 6}-lйrа}-l =

= U}-l И бr-lйл6[-l = rrr}-l- Ло ,,lчlук.l.ицllоцу прqдпоJIоженrю

u1-1, UrI-1 ( L1-1, <,-rre,71tлltгr:,rrr.t lo, фl й, € ir-r и ч € .Lr-r. От-
сюдs, u} g м}.

Аналогичпо xo:xнo покц)ать, что u} е Мr\Дr и ш} е Mr,
Ь ) 2. По лехuе 4, классн ý1, Si, jд и ýi, t ) 2, не облцдают
свойс,l,в<rr рqtý,кцsr. a

З^МЕЧАIIИЕ, Анмог тсорсхн 1 можно докаsать для сJIучsя
k -яsцков, сосmяцих из бео(онечвцх crroB. Для 9тоm шо,хно
ходкфицироввть нЕIде дохл]8тельсгво теореuЕ 2. прI.r 9тоu оtовs
tbr цr tдlr з,, ч!, u}, u! п в|, & > 1, иs нлцего докаsательства
M()r(tl() llltмellи,!,|l tla or-<,зKпra tцоО, u.c', tl1rc', эrс", u|а', u|c',
u! а' п х|в', s фор.улы cr, и фr для опрqдепенпя tl язtжов Д1 я
if1 взять те )хе| что и в докц}атеJIьстве Teoperrн,

В эцд.llк.lчение цв,r,<rр x<rrчrr бы поблагодарrть В.Л. Ce.rrяBaHoBB
Sа прqдостаэлснис литсраl,уIll{ и поrrо[ць в работе.
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