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В хв.тематя,tесхом моделирова}lиu заrrетнне успехtl свя9ц{н,
в псрвую о,aсрсль, с нспрерцвны}ali rrоделяlrа| но в tlослqднIlе
ДеСяТКЛетия, octrбetttttr r| (:]tчзп (: ttl!чltи,t,и.il/l lrr,rчиr,.rrи,r,е.rlr.rtоI тех-
tlllxu, все бол|.tltс ппиuаr{rrе уделяется дllскретннх uоде"rrяш. Bos-
вl.клв потр€бrlость в раtвптиll методов построенпя 8 uсслелов&
нr' дискрстных цqдеJеЛ л lrх llрсOбраsов8нхй с уче,lчrr воsшоlх-
поfi их адтэrrвтrrз8ции. НаиГхлrr.rtrее tt|lýlMlцlltte удсJJяеl,ся sлгебро-
логвческпl, модеJIях l.t чодеJlяll упрввJтяюц1,1х спстсl..

Успехи Teopиr.l aJlnopuтraoв, хатеrrвтическоf, кибернетики и
ТеОРе'rrЧеЦ(Оrtj ХРОr'РаМХrlРОВаНИЯ Ке В ПОСЛQДНЮЮ ОЧеРqДЬ СВЯsа.
llbi (: мг€бро -логпrl€скп!, подходои. 3десь ио:кно оз,ме,i,и,lr. рабо-
тн А.ll,Колхоmровв я В.А.Успенского по внчtсJтrшцц функцпrм
r.l исчисJtениrli А,П.Мальцевв, ЮJl.ЕрIвовп и С.С.Гончвровв по
Tcupxlr цуltрщrl rr конструктrвнt{х xодеjяrri А.А.Ляпуновq,
С.В.Яблонскою l B.M.llryBKoBa по матехатиrrcскоfi кибернети_
хе1 К).П.Янова r А.П.Ерпrова по cxexsr. прогрочri О.Б.Лупановв
lt<' сIarl'е9у lt (,Jкr)lt}locги уп pa,ltJtlrK)l! (и х t:и<:lеrr; А.Е.Тliх<rнова по

р€сулrрнцra ходепяra r хногr€ другпе у нас х sa P!6cxora.
В посл.:днис гt)ды вед)rтся шноючr.lсJrеннне иссJIqдова{ия по

изученпю аJImрrтуоц llцlt ли(црgr.llцшll цоделrнll, алrýритraп-
чеt:ких t:tttйс:гtt мо2lе.rшй. К этоцу напр8вrlенtlю такхе относяТ-
ся работц по баsrra да}lннх, логraчсс.коlrу програrarl}рованию,
экстёртннч схст€uах.
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локвrrьнrде rrетодц в llaтeшaTfllсe r.tспольsуютсll пр8хтrчесхп
во всс* се рахдспа,х. Tarr, глс Bosrroxнo прихененtе локsJIьных ue-
,l,(дOg, oнr. обычно прпвqдят к HoBHra п фф€ктпыrЕI р€IпенrяI.
В аrrгебре особенно xfвecтHьr локaJIыtlJе ,l,eopclп{ А.П.Мшlьцевв.

На вахность свяsеП raеlкду непрерцвннцх ]l дuсхр€тнцrar
uодсляraх неоднсп(ратно уt(ц}ыэаrr Н.Н,Яненr<о.

Вьцслиrr три типа дпсхр€тяых rrодеэrеf,.
Первыfi ocHoBalr на понятиrr пстtнностя и свяэшr с алгtброl х

rвтсмоткчесt(ой логпIФr. таfiоr пqдхqд BoJlrorieнl rror да удаaтся
вIJрц)ять ltнTepccyкrtltre ttlц: <lKrйt:l,tlb rr аrrде преплоlхенl.tй фор-
t аJп.llого яStlкъ tlапрl.rер, уsкою Irсчпслсния прqдихаmв. Тогда
пqдспью данноm xнoJxecтBa прqдлоrксня яэJтястся аппебрцlче-
._,км cllcт€llr, на хотOрол истхннн все 9T ,n rtpqlulo;cнtiя. Для этrrх
raqдеJеП t{нтер€сны вопросы rrrоrrорфпэха, эrrеrrентарноЙ эквива.
л€нтностиi ршреrпllхостr ходсrrей, сrцхсцrtrr lr(дcrc.r,er. Оня прr-
хевr|(гt,(:и 1,?tн).lе,rчlя tхпtliх|ия зад8ч выбора ll раaпоsн!данпя обра.
зов.

ВтороП тип д!iскрстных ходел€ основан на понятии правхль-
ности, В этох нвправлснхи pё5вliвtlclt, не ,|,oJlbкo теорr, Jюгяче-
СХ(п'(' lnrlкU(tl и l'I)иxJl;vtllrl]ll ЛОГIКЧ НО И Эa.raеТНаЯ ЧаaТЬ ТСОРеТИ-
чесхоm програшraпрованпя. 3песь глаэную роль агроют вопросн
посгроения п псслсдовцt{пя crcтlra 9IФnвал€нтннх преобршовs.
вий для хвракrтрхзаIцп осяовнцх понят rrй ra(цеJlп. НtrT,ш х
Iqделях р€ll!вlотся llrчlвчи lкх7гр()еllия и а.вml.8тt|gыlпи спстеr
ct мB(ultnпfx пресбразовавrrй T€praoв, рssJшчннх щаaсов форшулl
оп€раторнцх тсрхов. Ставятся тадt8е аJIюрптraпчосхяе вогросы.

К TpeTberry тrпу oтHeceu raсlEa..rrllчсскrс llqделl, основан-
,l|te llli tкrнятtfи t(вчеств& Первоrачвrrьво кsчество прqд!Б-
цlaи rrGсJкцQвал(хь с ruraJlяxcтpпe. В наслояrцсс врс,raя ва.хноa
Uесю Sанпraшот Sцдачя посгроснпя ta tl|!ицеяснl|я у<rrЕ:'ltсй KBl+
етва дл, цеjсл l,.r-ртrфик,ttlх, t упршUtсrtия качс.сгrюr, програII-
нцх срqдстъ вв 9таIIа,х lfx хlisненяою цпма. AxTyUtbHьI вопросн
ьвбора HoreHKrturypH лскаsатrлсП качсспвq оцс.tlкtt нqдеrшоgг'Il
rr ффехтивностп, цqделировшпя процессов (yl.rltqr(Kl и ltстпро-
вапllя.
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1. Метопвхв опрслс.rтенrя пстrняостtf форшул
на хонечвцх дереых

П<r,l1 tu t ебраи,lесхоI raqдсJrью, ках обнчно, rrH будеt понихать
!JrЕбрцaчаФФ/ю сricTluy чноriество 9леraеЕтоD с SцдцtнЕL на
Heta опср!цt{ячх l.t отнФенхяrar} tl обоsявчать как А =< Ato ),
где 

' - r.ноr(eстю| а а - сигнsтурв. В вадrеrr сJý/чаa беS огрв.
няченхя общнос,tч l.oxяo считать, чтo схгявтурЕ а()иечнв. r.l с(r-

дЁрrmт лrшь прелrrхiтtrrrс сrrвrлн, Класс форr.)tл огрrдtпч!.iвь
егся (фрuулаr.и уэfiою ясчtiсленпя пр€ликаmв над сигнвтурой d
(с равенсгвоrr).

Теорlеf, псрвоm поряд(] Тh(*il) мгtбраrrчссхой cвcтeuъr
А -1 Ato > нёrцваaтс, lrнохзсгво всФ( sarкH}.Tъrx форrrllл у}
кою псчtlсrlенпя грqдrквтов crгHaтypн о, llcTжHHьIx нв ,{. Для
TrJ(rrx 1tсорrf, прсдставляют llнTcРec вопросtr рцrреIцпшости и ра.
венегвr.

3десь ttрчUlаr,чеr,ся tr€рёJlоr(еttrс r.rлсй trsBccTHoю llетода ко-
нечннх чrсгичных иstruорttuэrов Ю,Л.Ерlповв [2], пспольsован-
ноrc иu для получсння крят€рпя элеrrсн:r,арн<rй 9цчявалентноегп
rrопелей, flll язlлк к(лlечtlнх деревьев для опрqделени, пстltнности
rфршул (clr. твх,ltе [3-6]).

Части,rннх язоrrорфиэraоra из ходеJIr,.4 сягнвтурш о в шо-
ле.rrь 8 сяl,ньr,урц о fiцtов€l всякое июцорфное отобршхёrпе р
ll(цlfодеJlн С 3 А в а. Ес.лr 8 - конечнrrя r.orFJrb тю 9 Hasoвeш
конечныx частlfчньш rsоraорфпsraоra. Череs 69 (область опрпе.
ленrrя 9 ) будеи обоsявчать основное хнохество С rоделя С, а
череs р9 (оФrвсть sнвченrя 9) - rнохество 9(С).

ПРЕПЛОЖЕНИЕ |2|.Дее rcOел А ч В счеrоmуры с эrелев-
fпорхо aхоvоaцеьmхы mовOв t! mоaьr,о mоеdа, rовdа суцесfпсуеm
mвrсл tlocledoaBmeJDr.ocm} ýо 3 ýr Э,.. Э ý" Э ýo.r.1 J ... хе-

'tусmыg аюоадесmв (rолвчlw) raaсmuчrta, ьэоаорфчзлов ьз А о
В,, чrпо 0lr lюбово п С u| 11обоео 9 € ý"+r х lюбь.z а С ./t 8 0 € В
суцеслллсуюm.у, ) € й mаrrзе, чmо g g ?t) u с е ф, б е р}.

lryl.eu ttextr.t,opof, фшФрп!rцпп этпх uпоIfеств часмчкцх
хюlrорфrзrrов с продоJI*енхяra, иs raнохсегв ý6 пмучпх кояеч-
нце дaрсвья дJIя определеrrпя истинноегri Форхул. Нарядl с под-
trqдоr. Ю.Л.Ерtповв [3] ин A.T.HypTasrHB [0], точно тц(же поJту-
ча.куFся крптерпп эlrcraектарноr эквпваJЕвтвосlт и речр.llrrчо_
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cll.l tr(}uкoJlbt(y нв,lлI прсобраsоацlrя основЕв!к)тся в хояечноlJ
птопе на рв!рsботлrноr. А.Л.ТвЛr.шr('l.нх [Е] uетQде перскt{дaи.

Пустъ лrrя каrцою п € и, послqдрватсJIьностъ lфr,.,l9rь,
cоc-l,oltlt, rr9 чссr{ bmxнrý форlrул (т.с, бесrванlюрньж и содер!ка.
ц$lх не бол€е одвою предпаlтноm cпшlKrrtt) <:иt,trBl,ylnJ с (rт пере-
lrёltllltlx 8l, . . . ,r'п. Ясно, чтt фунхцхя ,(r) = ,(п, ,) рекурсggна

Ввелех форuулrr ,{}(zrr.,.rс") <+
' 

(в)

ý rГ('), "о" 9' 9t

gh = -9, m€2'("),
F,<:rtи otr...r0; - :rJtel.eнTш Л, m пстпнн8 в тtчностя однц

l.ls (фрllул,|,}(с1,...,6), 0 ( m < 2r(o).
llocTpolrx trнд/хтrвно схстеrlу вrtохенных поuеченнцх дере-

вьев 1}, = Т" (ril). оrcкента.хп деревьев явJlяlотся 9jIereHTы а,
ребр8 лоr.еченц форrrулахи 'L, 

1 S I l n. Обпиf, фиктпвннй
rtopeHb, лежацrrf, на уровп.0, обоrначиu Ф, То ф {О},

Пlrстъ построеlrо Гrr-l. С хахlrой верtЕпнofi ой-l.i уроЁня
(п - t) - посltеднею в To-r - свяrсч ребраta, сво коrarшскт
вершпв {с,.;}, rrрqlс-r,ацлякrп{tl' все 9Jrcхентн J{ по qдно|aу. Будеr.
l.}t:],lllrt,1,1! ,l,алой кочrчЕхт подrрвнеra. ЕсJtr 6" - ýrЕra€нт 9поm
ковоm подуровня n u Ф, 01,...,6о - tФрневаfi Ествь, rc р€бро,
входяцее в 0,r, поцеча!I т!п едпнств.пноЛ форчуJюЛ А}, чm
J F/{}(6l,...,D,).

Fl:rlи BHer:t, для деревь€в функчшю .f(c) = 
Потеч с', /(О) =

- о, ,го пqд)rровсяь sлсr.снтt D ссть /-l(0),
Пол rsохорфrзrrоrr поLaеченннх деревьев будеI понrцrть u!Ф

raорфrsra деревь€в прI qдпнаr(оsцх четка* яа соотве{сгвtttощrlх
ребрах. Дur rrзочорфшsча главнъ!х пqддерсвьсв ?i потрбуеrr
допоJIняIЕпьно сладук)цие усповliя: rх корнп доJIхяц прrнцд-
лехать orпior.y пqдуровнр (/(") = /(у)), а рбра, велlщrrе в этrr
Kopнtlr - qдrЕаково поч€ченц.

П5rсть лерево Р" получено яs То оrчцlrочrсй rrр<lчеп5ryой. Сна.
tIaJIa пз хаr(доrt ш!aса rr!оtaорфннх гл!вннх пqддерсвьев с кор
няrи на посrlеJlllеra уровне (эти деревья - элехеятн подровня
помеднею уровкя, но с учетоll вIодяЕIпх в нrх ребер) о<r,аяляеrr
по одноr{у. llолучсннос лерQво обоsн8чrr fi. 3атек иs квцдФ
го кладса lr5опорфннх главЕцх поддеревьев с корняraя на уров-
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не (п - 1) оставJIяех по олноху r llоllучадr, Щ-l и ,г.л. Дерево
Р" =Т},.

Ясно, что lis-9a проt.lзволв внбора предстaвrтеJаf, дер€вьев
Р. хо;кст бЕть бесt(oнечно хного, но все онп lэоr.орфны Karr
пошеченные дервья. Kpore ,lrrlчi вс€ Р,, rюнечньт п пr( рssиеры
r.а]хорrруютс, пошолящсf, рсrtурсианой функчией p(z) = р(п, о).
Но вовсэ нс всяк(tс поrrсчснно€ деревоl хзошорфнос Р", будет
таковцпr дш*е еслп все форtaулн-uеfi(u д', лъ рсбрах булут
истпнllнlltr на ,леx.втах лерсва- Буlрrr таххс ншнвать деревья
Р,. дерсвьяrrr тrrпа Pn.

Чсрсs ff" обоrныrlr дсрево, поrцпсннос яs Р,, sareHoй
хохкретнцх 9rtcr.ell1\)в ,| в верrпхнах l форrула:t ]{ спхвола.
rrr рцtличнцх персuсннlJх. Дсрвья fi" испольslrются пuссто Р,,
D ()tучаях, кцriа lкl}кеJrЕтельно рraшllрение схгнатурн , rчеtlrJlв
9лсr.снтов л.

Пусть ,tl п 8 - алrэбраr,lчесfiпе с епсIц qдноЛ сraгнатурц.
llРЕДIIОЖЕНИЕ 1. Th(l) = Th(8) (vlu А елсsенпарrо

cxBtlauctotпяa В) mоеdа t пъольtсо mовOо, rоеdа 0л аобово п е ч
поJ.че,.r.D]? dарааьл К"(,{) u К"(В) чзоrорfrш.

ПРЕlUlОЖЕНПЕ 2, Th(l) ро;rрGачхс mоеdо v mоьrо
поеOв, roаOa суцеслъвуеm эфýеsmuохвz процеdурв посmроехv,
по печ dерева К^(.Д).

Перf,леш к докшатQпьству прGдлоr(анпfi lx2.
По хахдоЛ форх5rле чохно ффеrtпrвно постропть 9квивs.

JlсЁ,r,rr),ю ей cDoprlr.rry в прсн€хсrrой прпвqдевноl корхальноfi <фр
хе ф = Qrдr.,.QaTap(дrl...trB)l l7te rrtl;хввнmрная 9 есть
дrtrlюнкrшlя tl.J(oтlpнr Лi (arr. . ., з" ). Поэтоrу будеra счпт8ть,
что форr.улЕ rз Тh("{) пlrеют тш(ой ввд.

Впелсu пслrятие liстинностп sаххнутюй форrrулц ф на поuе-
чеяноr. дереве. Облас"гь деf,ствпя квыrторв Q1 - перввfi уровень
лерва (поr;ryовснь корня /-l(O)), Есля sаФшхсriрован 9леrrент
0r первоl,(, ll(цуровня, то область деfiствяя второг0 квцlтора
92 - /-l(}1), подlровень второю уровня, чья эJrеi.ептt{ сосдttне,
нн рс.браrrи с i1 и т.д. lIапрпхер, 3 -- tфрrrулв rстлннв на дереве,
еслп срGдr концевцх форtaуJt tlep€lrb найле,r,ся r,аr<ая А}., qто сФ,

держится в р в квчестве диsъювхт& Пли форrrулв Vлily(zt| V.l!)

I16



r{СГ],rННа На ДеРеВе fi2, СОШ HS КШirДОt1o 9JrеШСНТа ПеРВОt\О УР.}ВНЯ
вцходлт ребро с хеп(оfi i| ml А|,

Очевидно, ч,l,(t и(:гиllll(r(-_гь rфршулн 9 ltn .Д рацносильна ис-
тзlнности Ф нв То. Персхrlд<о трIвll8JIьно докеr}rвsЁтся равно-
сшъность псгинностп ф нв ?}, п Pnl пооольку при построенrп
а отбраднвsлrсь поддеревьrD Hsr.rlrrц|rtttre <цrr<rrу rrs осгlвдIпх-
ся. ,Ilостаmчнооь прqдrюхениf; 1и 2 доtоsцlа.

Досаsаlе,льство необхqдяraостr 91,gx uрсдлоr(eнпl спед/ет пS

форuульносгп дерсвьев К". Более точllо} каIдоцу поIеченноцу
деревуi к|aеющеr.дl rr уровнеfl, {хrрrулы яа ребрах впла ;{ п пе
(:(rtep)ir!l{ery иsоrrорфннх поддервьев (Tar<rrx леревь€в хояечное
чпсло и их Moxlro перебратъ ффективно), одноSн8чно сгавптся
в соотв€т!твпе gаraкнутая (фрlrула сигнатуры , таt(ая, что olta
исгпнraа на J mгда п ,IuJlbKo :r,оr,лq коt,лъ соотЕ?гствуrощее
лtрвtl еr:гь tr(о (J).

Опипrеu построенис {K)puyltl; Ф, у,гвер:rtдаюцеf,, чтю даlвое
ле.рево еI:тъ К". Пltс-ть 9,rel.eнTt{ дерсва обоsн8ченн Еt,..,rдr.
Внецняя хванторная пр1rст}вха nraeieт вид 3а1 ...s1. Первнrr
RонъюнктпвянlJ членоlr явлrется tк)нъюllкцrя всех форrул i|,
столцlllх на вс€х ребра,х дерева. Этв часть <фрuулн }rгвер)цда.
ет правпJlьность глаэннх пqддсрсвьсв с всрЕинаJaи на уровне n,
1,.е. :rJet elrl.(rlt |l.)cJleJ(llelю уровнr. Поддерево с вершиной ,{а !Фов.
ке , нёrовех правильннш, еспll все €tý под.rFреaья правильнц п
оно .:Dдсрхит все воз!aохнн€ для н€ю правrrльнне поддервья (с
точносгью до llsои9рфrзrlа, конечно). Этп опралсленrrе повтoряеf
|toc,t,poeниe дерева Ро, поэmrrу праэпJIьные дервья l есть Ро.

Сltrлуюrrце конъюнrгrвнце чJIенý tфршулн Ф будут yTBeplK-
дать правильtlость дсревьсв с вершхнаr.и на уровне (п - t).
Пусть л,... есть всG эJt r.нтц уровня (п - 1). Дlя хажд+
ю пз нr{х HаllrlJ,eu свою форt{ул}r, утвер)цдаюц}.lо Фо правlJIь
пость. Пlrcть яs з вцхомт р€6рr со следующlr.п форlrулrш
нв рсбрж: z{(...,эrч1),... rr!(...,л, а), где,!r...r& - все
злех€нтн .f-'(g), в sa нноtч,rlняеrr сfiрнвьlо.!тя справ8 наJIЕво

/(а),/(/(")) я ,t,.lt. Т<rгда угв€рцдснtfе о правrльности s будет
пr.сть вид: Vy(zrf [.., а, у) v. .. v r{(.. .,л, у)).

Бorree rэчво, !aтвср;денrе о правпльносгп состоrт xs двух
частсf,: праввльносгь пqддерGвьев х поJrнотв относ{lэльяо прr.
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вкльllцх подJцерёьев. Пtrсlrcднrя форчул8 утв€рrцдает поJIноту
lKrutepeнa t: шерlttиноf, а на уровне (п - 1), о прsашIьность ею
пqддеревь€в (элаrret'тов уровня п) бнлв sаппсчlа ранее.

Telвpb в rrr.тлrоf, частя Форчулц Ф утверlцда:ття прiвпль
ностъ подцсреЕьев с BepEIиHsrrи на уровне (n - 1), тах что ore-
дуючltira шцlra raoIHo буде,r,sчrrиссr,ь цФlllо,rу о.гносt{тепьно 9тих
lк,rute1x:lilnTi. Ояа будет ухе VЭ-форlrулоП: нцдо напlrс!,тъ, что
любое лрlrcое пqддерево, кроше уже к!.ек,тqихся, непрввttльно. А
шц уtrс эаппсаJrи праýпльносгь дпя эmm уроьвя :lV-форr.улоfi.
Поэmuу uoltK<; gкаsеть про дмьнсЛЕсс постро€ние форrrулы Ф

"и та,х дап€е".
В lшлlочснrе докцrательствв прqдлохснr' 1 п 2 о,l,uе,lт.lх,

что форшуlrt,lуrr Ро сrtltичаr:,гся от Ф для К" лrIпь oтcyтcTвr.tera
ппсtrпiих xBiHTopoB сущестЕоваltпr. Еrце н)rхпо Bxccтэ симвФ.
лов псременвнх иs Кл пqдстаэrть иxcвa элехентов систсны .{,
соста.вляюцrх д€рсво Ро, с учсток и5оморфяsна 9тих деревьав.

опРЕДЕ.пвнПЕ 1. Подсrстешв"{ сlrстехы Е нвзываптся эле-
rrентарной подсястешоЛi ecJl].t дJIя любоЛ формулц 9(cr,...,c")
спгнатуры , со свободннrarr lleРeraёllllнrari дlr,..rдп п дJIя лю-
бlJr I€r.ентов Clr... r сп хз.( Фор!a}rлs p(crr...,а.) пстпнна на
J zюгдв п толы(о тогдq когда она rегuнн8 нв 8.

IIРЕдJIожЕниЕ 3. Еr,r'ч А - поdсчсmсlо 8, mо счсmеrс
А лоltеmсz g!е!сramархоа ,Lоасuсrпаarrt сvсfпе$l В tъоsdв ч
mольlсо tпоldа, ;оlOв rcв*dое 0ерево Ра(А| aalcetnca ёереооl
р"(8).

ДОКА3Аt'ШlЬС'l'l}O. }lэ опрспоlенпя l t{ в9 Форчульностr
дерсьев Р" срrsу сJtе,|цrет н€обхqдхrrость прqдлопенхя 3. Докь
Jr(eM дrс,гаточностъ. Пусть в 9(о1,...rо,) rraeeтc, } cвяSвllllнx
псрсхенrцх. Пtb-l,pclrru лерво P"+r (.'l) тш(, чmбц одно lrs хор
tteBHx BeTBcfi rкеJI8 вхд О, alr.,,roa. Тогда:r:rr 21е.рво бlrдет и
деревох Р".ь1(8) по ycJloBrto прqдrюrснш, 3. Тrх кахrrсгпнность
r}орпулы на сrеr€Iс равносильво llетиннФсти но дсрсвьrх Р, тФ
l l реrцоr(снпс З докrsано.

ПРЦlШОЖЕНИft 4, Лпбоf, чэолорýъэl а ; А -s В переао.
dчm dcpcao mчпа P"(l) о 0ерсоо muпв Рл(В|

ДОКА3А'l'Ц'lЬСТВО. Пrоморфиrм о пнлуltlf p)reт иsоr.ор
фlrsrr дерсвьсв Тr1 и a?]n, гдс дерво c?i" поrryчено tlз То за.rrеной
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хыiдого Ёхожденlя 9лсхснmв о € ./{ на flа. Более тою| д€рево
аЪ eJTb дерево тппа tЪ(8). Поэтоrrу rroxHo провqдять llo(:Tpoe-
ние деревьев Р" ("{) п В(В) парвltлсrtrrо 7чll Tn п al].. В rтюге
raн поrtучих лервья Р,, я сР., пэоrорфные по построенtrю.

ОПРПДЦIЕНПЕ 2. J|epeBrt f), lкutучеltн<в 9s T"(l) проЦе-
лурой улалснuя rr:rrrrrорфннх пqддерсвьев| Ito осгiэJtяя прп уDолa,

быть roxeт, и5 хахдого хла4са пзошорфннх пqддеревьев более
(цного, нцtыва€тся полнЕra дJTя .{. Полн<х ,laePeвo raожет бнть
получ€но п9 Рo-rlереса добааленrrеl, правr;tьяцх подлеревьев.

Эхвиввrrсятность rсr,иtlrl<rс-rи r|r<rрлул lta J л нв поrноra дереве
,,lокs,:i},Iвr€тся цl!.r!огrчяо Рв-дерёвьяч. Очеви,|1яо, чтo Рrr-дерёво
явJIяется полнЕra х чm ],!S конечноm поJIноm деревs фф€I(тцвно
пsв:rехаэтся Р,.-дерево.

IIРЕЦJIОЖЕНИD 6, Ве.ч А - поdсuсmеsс В, mо вслrое
Po-depcco ttз А tожхо попо.r.urпо 0о Ро-Oсрсва в В.

ДОКАЗАТПЛЬСТВО. Пусгъ Д - Ро-лерво яэ .l. Погрухая
ею в ý sarreTKx, чm Bcre форхулrr нв cI\c ветвях остаJI!!сь trсгlrн-
ннrrп. Поэтоrу в нех не поrвпJtrсь пsоraорФнце пqддеревьr, Tat(
ч,ltt elý мохяо пополнптъ новцчtl эtlехснтrцш 8.

пРЕlшожвIШЕ 8. Дlt lюбоео спчл,орфчзла а z А -+ В ц
lюбоео tt суцеспоурm mоrчс rоrсчrDaс поlttьrc tlерtвw r,о(,,Д) u
t}!"(8), чmо aI6("{) = lV"(8).

ДОКАЗАТЕ,ПЬСrВО. Воsьчеч a'fl (l) в хвlестзе 1}, (8) для
постросния Рп-дерева Нв первоч Еале удаJIенп, lr!оtaорфнЕх
пqддер€вьев в сТ" (.r) бдlлев сltедиlъ, чтобн в прообраsе Та(.{)
оставJIяеraцх gJIeraeHToB бнло достато{но дJIя пмучелвя поrtнФ
m дерсвд. Вчбереч, напрrr.ср, в Т. (.,|) l ot} (J) шеобхопllхые
)Jlcцciitты на посJIqднех уровне к добавкr. в cý(i) обраsв ьн-
деJtеннцх эJtexeяToв из fi (.,{), в в fi(l) лобавпr. по одноц)t lls
прообрвюв внлеJенншх gJIечентов иs сЩ("{). Чпс:rо вцде.ленннх
gJIечентов на первом lцаr€ по срsвнсняю с процqдуроЛ построенtiя
Л, -леревьсз ке боле€ чеra удвоrтЕr, Двлее rдеи по liнд)rкцrrrr, н€
sабнвая о тоu, что тип кзоцорфхзrrа поддер€ва очсрqдною уров-
пя опрqделя€тЕя не всеuп полqеревьяшr, а 1,о.aько нсиSоraорфнк-
uп подllеревьяиr. Поэтtшу коJlичесгво тппов пSочорфDrSха будет
остltватъс, всегдв кон€ilннl, ll l.ъa поJIучиra в птOrc конечнне пoJt-
яве дерсвья оr,,. (,1) = i/"(8).
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опРццЕпЕнПЕ 3. Прrзведенrеr дв)rх конечяЕх дер€вьев
;яullttrx 1r;хлrttеf, HBэr>Berr дврво тоfi )re глlrбrнЕr состо!Ецее rr пвр
9JIехептов хсходнltх деревьевr попуrlепнrlrх по спqцlrющеr.у прави_
rrtrl. Корснь ость пiрь Kopвd. Ес.лп элеrrент (оr}) yrxe построён,
то еrо сýаовь'| llол),чвtотся объqдrнсняеra попарно сннове* о rs
пGрвою дсрсэа с снновьяlrlr 0 иs Еторого.

ПРЕДЛОЖВНПВ 7. Проьзвеdвжtе Ро -0ереоьев сuсmед А t
В 0аеm лоlхов 0ервоо прzлоео прочзвеdежм А х В.

ДОКДЗАТЕПЬСТВО, Рчд<;t,авrrх нужные форхулн на вет-
Blx D проrrзведеншя деревь€в i("{) п М(8). OHrr оtlреде:rяются
тоJIько элек.нташп DBAxB, Предполохпх, не qдноra иэ нurнпх
подуровяеfi D носватает д,ля полнотн элеr.снта (с,0). Но eolll rrш
воэьrсu в соответств!rюцлх под!rровнях Д("а) l М(8) 9Jtецентц
с и 4 хgоцорфtrце с l } ll L("{) и М(В) соо,гветственно, то пвра
(с,ф rrюrrорфнапвр (с,i) в;(х8, протrворсчпе. Taкnr обраrоrr,
Еижнпс поду1хпrнrr в D полнн. Дшrее идеr по кнýlкцпr с учстох
sаrrечшlпй о хонечностн и5 пр"лllл}rrпсю лохцrатепьства.

СJlЕДСТВИЕ [2l. Прллое npotBoedeнue p,Kt peuutblt lodeled
рвреч|ло.

2. Чrстr.rчкЕе rrsоrорфrsу}r н8 линеflннх порядхs,r(

Paccrrorpкш отдепьно сJtучаЛ, коглЕ изучмтr:я не вся т€Ф
рия Тh("(), а се огрл{пченпе 9аrlкнутнчr фор!rулаr.r,r беs квыl-
торов всеобщностrr (3 теория иолеJrи l). Как к вьпlе, llolx-
но с|lитоть, что 3-форхула яхсет впд ]gу,.,(Л3. V r{i...),
т.е. бсскsыtlерная чrсгь есть дпэъюнкцяя конъюнкцrf, иýх-
ных форrrул. Но форкула таrсоtэ впда 9хвtп?чlеrl,t,|tа r(иsllюнхцпи
(]лу,,.Л}) v (]ау.,.;[) V.,, , Поэтсrrу проверка пеtинности
прhээольпой }форlrулн сводtlтся к провGрке uстунносfl.r фор
HyJl цид8 Зау,,,АЪ,

()l l]'}Ul}lJl ВН И l) 4. Нвэовеrr п-унпвсрсsJтьннч сtювох uодс-
лr Л - (4с) тахоП Kopтcri otrc2r...,ol 9JreHeHтroE rrs Д, что
в неm июxофно вкJIлдЕв!Ется любая послqдовrтсJtьноgь пs п
sлекенmэ шноrк€4твl l,

Очевtцно, ч,!.<, унпвсрсаJIькые сrюва всесда суц€ств!,ют
л что rrдtреtпtrlость :l-тсорrtп ходеml l эхвкв&пентна суцсст-
вованию аllmритxъ даюцеm по хаlfдочу п € U нскотюрое
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п-унrЕерсаJrьное слово. В то хе вреraя Haxraeнbцaя длппа
n yнtфcРcrullllllJx cJloв KBt( ф}rнкцtlя от п Iохет сrrуrrть опре-
леJIенпсх crto; нocтx рв!рсtпххоl 3 теории.

Теперь прспrтагавтся следуюцая п(rcтвновкв sQдвчr. Irнеется
два кояечннх rlяяейно уtttrрядоченннх шяоJ]еств8 or < . . . < ct r
01 ( .., ( 6-, элехентя коюрнх поOaсченн букваrи (по оляоf,)
Hcкoтoporý aJlфaвr.rTa ý, Трсбуется на,f,тп rat(сяшarrbнrl чrсfrч-
шнй иэоrrорФпэrr 9 9тпх поraсчеяннх лllнеf;ннх поllя,lцкоо (с и 9о
поra€ченн одRо буквоf, пs ý). Эта tryI8чi естеств€нно cвяsalla с
предцдуцпrrlr построенrяlх. Кролс тоm, она налоIпнает зqда,
ч), о лоIцх rr коJrолца)t из обrrасгl плоских графов и rqдачу вос-
<:l,ановJlснr.tя стсртоfi инr!орrrацrп, Ее хо)fiно отн€сгrr к sцдачах
рsспоSнаваrrli обраýов.

lrеtклlи,r,rl,, rlл.ry, KltH цtllKlttl cfilrбtttи,1,1, :rty Sцд8чу яа сгУЧа&
проrзвольпоm чllсJrд лlнеЛннх порiд<oв. Но и обобщенпе, r
рещенlrе поJIуч8Jотся довоJlьно легко| ecJII воспоJIьgоватьс, поня-
тиеra унr.lверсsJtьноrэ с.rIoвa- llерефорлуляру€ra sцдачу так.

Даrrъд поrrеченные ливсйrrrJе |rt{)яrtк!l. Требуеrrя наЛти rrrви-
r.n.rп,пое yrtnвcpcмliнoc cJloвo! т.е. твr<ой поraеченпЕ лrнеlныf,
порялоt Р цrrнпшапьноЛ шoдlнocтtl, в rtoTopHf, дшlнн€ по!aечен-
нве tlорrlлхJ rsоllорфно Еклqднвшотся.

Fklln оm:rдествrrятъ пошеченнýе лllнеfiнЕе поря.ци со оrовв.
хr в аrфавитс ý, aocтaвJteнHtrм]l ]ls xa.Tox па }гсrентах, то цоtкяо
получхть !tр!вненяя в свобqдноf, полугруппе со свобqднцuи обра.
stlкrщхrп rs ý для поrсrrв Р:

Р = эоолвt.., вrсд = зrq6lу1 ...6-tb =.,., (r)

прrчеra окаsцваЁпсr, что репIенlл э,|,(Я схсте!aн всегда суЕ(есгау-
loт lf ruнrx!.ПbньIra РеЕ€НrЯЦ СООГВ€ТеГВУЮТ rallВllЦаJlЬНЦё lнl|-
В€РСМЬНЫС СЛОВL

Pac.crrtlrlrиrr rtpиJlorlelrle атой rqдрrrr х прц(тrчGсtФf, Stдаче.

3. ЗцдыIв пдентпфrкацt|tr пеоJtогяческrх рлrр€!ов

В rt<rrt<rгrrrr п9весгна sцдвчв кдентlфиквцяи (сопосгвшrенrrя)
пеологпческrх рдtреsов. Раsреs рассuвтрпва€тся Karc послGдов!.
тfльноегь тппов одкородноети порол (осадочннх, пеохrrrпч€скпх
и т.п.), а эцд8ча идентпФlrкаlцп pal]pcsoв заrglючsется в тrкоrr
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соllоставJIенпи qдlотппнцх эJIеr.ентов рlSнцх рцtреSовt lФT,Opoe
соотвaЕтвусг pctJllbнory прхоrl(rlсll и к, l l!()Jюl,и че,сх rx тел на дан-
пой т€ррrторrп [4,

Ва.хностъ данпоf, Sцдiчr обусJrовпенв Tcrar что баsоf, теор€ти_
ческllх посгросяtaЛ в rзо:югяr ямястся фrlsпчесrюе простраllсгво
пеологrrчесхraх тэл. Еrэ стрlrктурs r опрqцеJlя€,lýя реsультаmra
реrпенп, 9адвчх пдентrфrкцUlх.

пр"лrrохен вовъaf, ходельнЕf, пqдхоrr к реrценrю 9пtюf, 5qда.
чп, rкlltучсttrtr,tй rrнl{rpou совшеегно с Э.Г.Бернгврлтоu tЦ. В IЦ
пqдробно рассхотрен оrуча$ лв5lх рцlреrов lf HeФ(oJrbкo фрsгrrен-
та,рно - обциf, сJtучаЛ. Дqдиrr полное lrýIо)хенпе,

PaspsH являюттярцtноIсстннraп реаJlrsш$rraх сдпною про-
цесса (r(,r,rtкol|aк(rllrшttr.rя Р. Обцчко счrтшотr что осад(он!fiоплo
нrс носпло усто чквъd харц(т€р. Это прqдпоrrоlксняс поSвоJIя-
ejl, с{хрмуляроввть sqдцу ядентпфпхц$я дrя коuпrвксс paspe,
sов {i6} кц( sцдrчу вндепенп, сrспсl, слоев (шсrда.rп,ншх шlаrrо
гов пеожrгячссхlх пласT юв) с raiкcxraartbвьrra чпслоrr cJto€B, что
praнocrulblro ltос-гр()еяr.ю по paspelara {r{i} процессв Р кж r.ини-
xaJtbнotэ )пrпверсапъноm сJЮВr ДлЯ.{.rt}.

опРFЛпПF)НИЕ 5. Кортсх 1cj' , о}', . , . , oi" ) 9JIсцqlтов хS

Дt в хотороI все хошпонентц qдЕотrпнн, в d1 1 i21 . . ., io - раsrrrч-
вц, llцюЕсI споеlr дтхнц п, п > 0. В ка.lхдоrr c.rroe прrс?тепвует
ве боrrее (цноm 9леr,еята яS Jrюбою .,{j.

.Цля хоррсктностя постр(lснrrя cl(:пBrr сл<rев Qдноfi непересеrrае-
lосгл cJroeв н?lосгlтоtaно. Н€обrоцttraо пgбегsть схтуаlвЛ тяпа:

{(cr,6z), (Dr,и), (оз,сr)} (непересеlкаюцчеся сJIоr н8 рц}ре9ах
| = tala71 С = tqez u В = tйЬl. хоlррне вевозхохно опll_
сать никц(иш осqлочн}fr. проц€ссоц} тах кц( яепъs, опр€деJlпть,
x!t(o* сJюП обраSоваJtся рц{ь!цс,

ОПРЕЛВrlЕН}lЕ 6. Вулех юворптьl что с:rой а распоJIохсн
Hl|xe сJtоя Р, члп,tця всех ; Taxrxt чm dn.,{i = {с}, Bnrj = {6}
иrreerrc<6Bji.

Ввсденное отяоцrеяr.tе ПнпrIе' в8 Uно)хесгве Bcеll сrоев не
являетс, ltоряr{д(rl.r llo оно о.lраiа€т нцце прqдставJrенrе о про_

цессе осqдlФнахопленBя.
()l l PF4/I}1'IIF)HI,1E 7. Пус.ть Т - некотэрая cкcllua споев с

Sцданннr. н8 ве* линейнцri поряд(оu <7 . Систэшу ? HasoBerr
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KoppeкTнof,t ecJII,t иs сr <т Р оtqдует, что е нпхе В (аrf е Т),
и каlхдьй эJIешент рвsреюв At, . . ,, Л, принадrrехит в точностu
одноr.у спою иэ ?.

Рассrrвтрпвая 9адачу идентифшкаlчrli дJIя двух рцlрсзовr rrц
вsяJrи в качесгве крптlерпя внбора рзульпrрующеf, спgr€шы crlo-
ев шакспrальноgь по жоIцtlоgгп (чпслу шоев). На оryча,fi пропз-
вФJIьного чпсJIа раsрезов 9тот крпT.ёрrй не rrохет бцть rвтсша,
тически rtepеHelзe}t, т,tц( хак на группе рýреSов слоп rrог5rт бнть
рапшой лJтпшы. С другой gюронц хепатепьно, чтобrr хрrrтериfi
для группн давал дrtя двух cKBaJKIlH то жG сашое сопоегавJIенис.

Пусть Jl = {X$,...,X}rrXozr...rJri,} ,- доп)rсгпrое р€пIсr
ние урааненrrя (1), т.е. беs сакосокраrцаюпчrхся буrв.

Е}зпп Рл = tрфz...,lц, то, как п в сJIуча€ r =2, сшспека cJK}-
ев Ъ сqдерхflт t otoeB, кацднй пз tloтopнx связан с одноfi из
брtв д оrовв .ft oTHoIпeHиer, -п. Слоfi буrвн pj аоеюпт пз тех
прелстпвuтеJIеfi Дrr...r.lir, которне нахqдятся в отноIпенип -i с
р; (сокраща,lощихся с pj при подегановre решенriя fi в 1равненпя
(1)). Лrнейншfi порядок (r пнд}rцпруfiся еgпеегвеннцш распо-
ло)шенпеu бухв prpz . . .д.

]ZГВЕРЖJlЕНИЕ !. Сцсmс,lr,а uоео Та, поро*dеrrав dоtу-
сmlсльlл реul,еrvеt.Е, lсоррвrmrс.

ДОКЛЗl\T ЦЬСТВО. Каждая б}rква любоrrэ zl; соrrраrцаgтся
в точносги с одноfi пs Гryкв рrрз. ..Plr пз чепо сJтqдý/ет вторая
чsсть усrтовия коррё;rтпос.тrr. Первая чаgгь вц?екает rrs своfiств
сокршцения бркв в свобqдной подгруппе буквы сюкращsюття
,tt)Jtt,дo ц ,luн l!орraдкеl в которох oHrr бнлп Sаппсанц как в cJroBe
.lfu, так п в слове Рд.

I4ГВЕРЖЦ}JlrПl] 2. Цусrпь Т - rорреrвfпrва сuсmаrа.
Тоеdа сушееfпвуеm 0опусmчлое pevz'er'ue R ураоrеwм (1), mвrcое,
чmо Т = ?д.

ДОКАЗАТВПЬСТВО. Внберlr ш€тtil prr . . .rpt ш]я кашою
сJIоя пs ? (хвхдьrfi слоfi солерхш,I, ,гQJlько (цlинаково пошеченные
:яlеrrеl1,1,ы) и ,rаrr:мtr,l.рич слово Р = pt...p1. Утверхдаец, чm Р
является унпвсрсапьннu сповош дrrя rl1, . . . , А, !r Tell саlaцш су-
цествует реЕенне Л такое, чm Р = Рп. ОтоолвбулетсJIедовать
lr Т=7]р.
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и!ошорфное вл(tхенliе 9| fu -+ Р для проrsвольtrого j
осуществJIrется так. Пуегь а е Лi зl леfil.r1, }t Фое Тс с Т.
llycтb ?Ъ сротве:гс.твует 61rxBB р, в Р. Тогдв опрqде.ляех 9(с) =
= рa. Пооtоrrьку в хахдоx сrюе не боrrое опноf, бухвн о rэ ,,[,
,1,o р опрqдеJrcно хrк оmбрrtЕпrа корр.хl,но. Tat< каr pasHBrr
спояu поставJIенц в соогвеrcтвпс раsнце вхо)пденrя бухв в Р, то
9 вSаtirнфдноSначно. Оgrалrr,сь llокцЕlъ| ч,t! иs с < б в ,4
(,Jlr.Jve,|,{ < ,r.i lле р(а) = рс, p(i) - р-. }то cpasy сJIqд}rет пз
оrrрqделенпf,.

ТЕОРЕМА. Реценvе Е урооrсrчл (1) с дчвrдсrьяоit drBrorl
РR порохаасп xopPerlollyro crrcmety воео Тя с JоrсUJsоaьrыa

зr.оr.ехuс4 cy*.lB ý(Гд) = E(i - l)Ц, ade Ni - чvсло cloeo
i=2

лоцносmч i.
ДОКАЗАТППЬСТВО. Рассчотрrх боле€ общую Sцдsчу.

Пусть rч иrееu систечу лпне нЕх поряжов Дlr..., А.. Систе-
lой c,lKrcB ff = |Мlr...rМь} Шв zl = U,li Ha9oвera ПРоr9ВОЛьнОе

р8ýбиени€ Д на непустые подшно}fе(1,1.ч ,|,.е. uM. = ,lt, М;ОМ" =
=Опрuj{р.

Простнrr (лохаllьннrr) преобрssованпем М наsовем перенос
oлliоt tJ :rJlexcнl,a lr9 одвого rrs crroeB М1 в друrой с.поЛ М", еслrr
1trrbxo по()Iе 9тоIэ преобраsовадия снова rl()J|у.lеr.l,ся схсl\er8
gtocB. Для 9тоrр cJrof, ,JU, не долхен бЕть одло9леlrептннч. При
просmu прФбрssованиt.t чrспо cJrocв не хеняется.

HasoBerr лце сrrс-lЁrц акхs L= {.Lrr...,tr) и М = {i/t,.,.
...rМ1} эквrввлеятвншп, ссJIп от qдной к друюfi r.oxнo проrтr.l
t(онсчннr чlсJlоu простьaх преобраsоэаlrвй.

лЕммА. Эrачаслеrmшр сvсmезt. cloeo П v L tлеюm
pcoxD}a суlдtl ý(ir) = ý(r),

ДОКАЗАТВПЬСТВО. При просmu преобраsоваяlи перенос
эJ!€xснта в пэ ltii, содерхrцerэ i элеrептов, i > 1, в il/r, со,
дерхццею { 9лечентов, прив(rJtх,|, к l.rзlмененllю харш(ltристик
JV; (уrсныпастс: на 1), JV;-1 (1rвслпчrваетсl ва l), JVr(-l) ш

fir+r(+l). Эm проrrt:хсциl, 8S-Sa тoю, чm Mj псреходrт и9 рц}
ряда i-с:rоев в раsряд (i - l)-orocB, а М" перхолвт rrз {-слоев в
(g + r )-с:lои. Другrrе поквsаrtrrх Лrr в cyrrue ý не ta9шеняrcя. ПФ
этоху ý(Д) = ...(i - t)(Ц-r + t) + (jV. - l) +... + {(JV, - 1)+
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+(g+ 1)(Л{ + 1) = S(M) +(i- 1) - i+ (-с) + (с + 1) = ý(i/), где
Ц-rr. . ., Лc+r -- ПОХаsВТеЛl Д.ПЯ М.

Ifрололжпrr лохаSrтепьсг€о TeopgraH. 3arreTиrr, что сlспешц
оюеа дrrя ,{rr...r.i{, с одt{яшювцra чrслоr. споев 9rФrBaJteHTHы.
Поэтоrrу ях cyraraц ý раввн. Е:дr хе raн уra€ныпа€r, чпсrrо
cJtocв на qдинхцу, а это xo)fяo qдепать! пер€вося послqднпП
элешент иs H(Ko,rvporu <;rtоя ,rlf,j в другоf, М, с { эJт€raентrrдil
t:yurra.9 увёJtичl1,(:, ша l, пос<оlrысtrrслц,асraце с i = l ll j = 0
отсутсгвуютr а сJIагаешне (-q) + ({ t 1) даlот уве,llпченпе на l.

Осталось эаrrgтить, что дJtя сrстеuн Тл число c:rocв спвпqда.
cT ,с лlu.lной решеняя Л.

В итогt хы установrли соответствltя уelк,ду унrrверсаJlьныцrr
словаllи| реIтrеttияr.l ypaTrtlerlиf, в свободrrоf, полугр)rппс ll хор
ректнЕшl сlrстешаIп слоев.
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