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УIlИВПК)АЛЬПАЯ IIУМЕРАЦИЯ ВЫЧИСЛИМЫХ
БуJll)tsых AJII,!]БP с выдЕ,пЕпным идЕАломl

Н.Т.Когабеяв

Одпоfi пэ осковнцх проГlлеu ltри ]{з!пЕнпп хэнкрепlцх клаa,
соя консгрlrктrtвнr raqдeJren являстся проблсив въaборs непболее
aсстествепной, внчrслиuо нуraерцшп дIя данною м!сс8. Ко_
нечноt отвст на Taxofi ЕеопрaлсJrенннй вопрос во rнotlrr saвtlcltт
от внlrтренней еr?ухт}?н рассна,трпваf хоm класса' от природн
шолелсй из данною хJIасса lr от тюю KoHTet(cTE в хоTароп рас-
craaтpкBagп:rl сеl:l,еl?гlкl|iно(угь} тоf, пли пноf, нушерыlиrr, Одкь
яl) есJIп нцдеJIхть сехейство всё( выtlrелlfмьтх нумерaцпfi данgоф
Kl|acca дополнпт€льной струхтурой в вrде прqдпоряд(а сводичо-
<:l,и| ,lrr €c-lr?cтBeнHo обратпться ta неибольЕеf, нlшершrяи. Суве-
cTBoBBrrrre тахоfl н8пбольЕеП относхтельно прсдпоряд(а сводичо_
стr вцчrс,лиrrоfi н)мерцlяll rrрЕао.дит к пон*тяю главноЛ вцчrс-
Jlиrfой иучёрцlпи.

li настояцей р9боте пs)в отс, ковструктивнне (вшчпоlr-
u r re) булсвн алrrэбрЕ с вьцеJЕннцш идеаJIош. В дшtьнеf,шех та.
кrе sлrtбрн будех яа!цвать r-а.лгебраrrи.

В r:г?ýгьс troKasBllor что в хл!сое коксгруктrвнкх 
'-sJlrcбр 

су-
Iltc.(:TByeT унпверсаJIьная внчпсJIпraая нltllерыlпя} т.€. с!пц€ству.
gt, вцчIспrшэJх поспедоввтепьноегъ хонсt?)Бтtlвяцх r-апrcбр,
явJIяющаrся главноfi в дшrяоll хлассе.

lРrr{i<уга ltHtKrrttteнa llpl чlaтичноf, поддеF!пс граrrта "Унк-
всрсхтстн РоссииD Мrвис:тэрства обраýовц{rя FD It ЗIt-3it,F99
и ФЦП "Пнтегрвtlпя".
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Рассrатрrваlотся r-аrтэфн в спгнаryр с ё (v, At С, 0l l, 
'),l,де r - tuхвол 1rнsрною прQдпхвтч вцд€ляюцсю rдсrл булевоf,

аJIDебрн.
Основнце свQдснu, по теорхr алюрliтraов, рскурсяЕнцх фунх-

ur и теорки нухершlrП сод€рхатся в [1,2!. С rrегопаrrr и повя-
1'riяuп 1таряп кэнструхтхвнЕх rrодеJсfi l,охно по!нlt(оl!итьс, в
[3r{]. Вся нсобх<циlцr янt|лrрrrвцlя по тсорr, счстннх буrввнх
rr.lrtr:бp rrожет бнть найлсна в ft]. Работа в эначитtльной стспсни
оllпраrтся на х.j]год поро)rдающхх дсрсвьсв дrtя булевшх апrrcбр,
иsrrохснннf, в Р, ý r,7, ý 3.3; б, ý 3].

Пусгь lE - HcxoToprrЛ хласс хонgгр)rхтr|внъaх rrодсrrcf, сrrгна.
,l,ypH D. Пос;rеловатсльность констр)Есгявннх rrqдеJrсf, пэ KJtlc-
са Е (rЧо, и), (i(r, rr), .. ., (r!lo, уо), . . . нцrнваgтся сDlчuсJч_
доdt, ecJri 9тlt l.оделп pallt|(rмeptlo KoHсTP!rKTKBHI{, т.е. rндек-
r:l, pcкypcjlBllьrx фунхчпfi, опрqдепяюцхх основнце оперsцпu, а
1,пк)це ин,дексц характерпстичесrпх фунхчкl raнохеегв Horaepoв
основнцх пFЕдrхаTрв вцчlсllrю,гся дrlя uодaлr (,}l", ч") рсхур
(:иllнl{uп функцrflaп по Horaepy n.

Tlycтb с = {(,М",иа)|п е N} и f = {(J/",ь)|п е N} -
дье поспедоватtJIьности конструктrrвнцх uодеrrсI иs K;raccB ts.
Посrrqдоватс.rrьносrъ а своOvmсl к посшдоватсльяостlr Р, соrп
с)дц€сrвует рФ$rрсивная фунхuпя / такая, |1,1,o !<>делп (iЧ", rr"} r
(/lt ,), лl("l) рсryрхвно яsоrrорфнн.

Булеrr rоворrrть, что посJlqдоввтальносгь о оýфевmvохо соо-
dшвс.л х посrrqдоватеrtьносгя Р, er:rtr сlrществуют рекурспвяве
функциl .l и g тжяе, чm дtя любою п фуrпсчяя 9r(б) опрqделяет
ptll,yprBBв иэоuор{шsrr roBcTplr*TrвHofi ходеJrr {}{в, уп) нв ш}
д€Jrь (l/r(n), рr(u)), т.е. отобра,женпе ф(u"(m)) ё r11"1(r1"1(m))
,Фррсхтяо опрqдЁJtсно в lвJtlстся Isошорфtaэцоr. Д1" па .t/r11"1.

lloc.rrqдoBaTe:lbHocTb с коясгр}.хтrвннх IqдеJ!сf, шасса f нь
sЕ!чстсл yЁuocrcclbxodt в классс Et есJIrr внпоJrнrtотся сJrqцуюцIе
у(,ловUr:

l) последоватс:ъносгь с внчпсrrrilaч
2) пооlеловате:rьпость о - гл!вн!я в мrссе tr, т.е, любs,l

вцчвсJtlraая поспGдоввтельность Р кояструхтипннх хqдсrrсfi п!
хrtцr:е Е сводчтся к с.
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3афиксrруе!. оtчtуlоцхе общепрпнятне обоSньчепrя:

ё - sHaK, оsначающrrf, сравно по опрqдеr!еняр},
do;n() - (бJtаgль о}rр€деJt€ния ф!вкцппt
rсаg() - область знечеЕиП функциlr|
9n - частriчно-ра(урсrвна, ф}.кщия HotacpB n,
W" - раItурсивно-пGречхслпr.ое rнoxecтBo ноaсра п

( 17" = dom(g"), п нцtЕвается р.п.чrdе*сол uкохества lYo),
}У; ё {, е Wo | в < 

', 
р"(д) сходtlтся не бол€е чеr. за 

'п lагов},
.I - сlJIьно вЕчrслпlая нуIерацхя хонечннх наборов пs; N

(т(") = {h ( fu (... < &r} <+ 7=2b 1....r.2}.1,
8р - булевь вJtrcбра, построснна,, по лереву D [,t, ý1.7;

5, ý3].

Опрсдоlиr на N слqдJtюцrrс фуЕкцлr r попхноlrсства [4, ý1.7;
5; ý3]:

П(п)Ё2а+2, 
'(п) 

Ё2п+t,
Il(п)_0,сслпп=0,

[э] - 
11спая часть з,

S(n) +
п - l, ес.rrr n чстнос,п > 0,
п+1, еслп n Еечетное,п > 0,
0, еоlи n=0,

[(0) -0, П(п + l) = i(II(п + 1)) }1,
II(з,0) = э, Il(c,n+t) =Н(Я(л,п)),

а(")
дJуё П |Il(c,n)-y| =0.п=о

оlIРЕДЕлЕпиЕ l. Пусть D - бхнарное дерево. пqдrrно.
xtlcTBo fi ý D наslлваэтся udecrbrc* о D, ееlтя ввпоJtн,lются
слqд)rcдцс условrя;

а) vz((пlO&п€К&ý(z)€К) + Н(п) е fr),
б) YmYп((m с КtспеD&п <m) +пбД;.
()l l РlЦНIЕIlПЕ Х. Пусть (D, 9) - поро!(даюцве дер€во дJи

булсвой аrп!брн а, К _С D, К - rдеаrrьное в D. Свя:хсх с

'r(r) 
= [+],ccrt n> 0tгде
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raноrесгЕоу К слqдуюц.е пqдl.ноrкестъо алrrбрн Е

'к 
Ё{ V е(о) lH С Л(, Е - коllсчно }.

,Сн

IrРЦДJIОЖВНrЕ 1. lТусmь (D,9) - пороаr.Оааqсс dсреоо
0ая буесоб о,l,еебры В, К Е D, К - udешхос а D. Тоэdв зхо-
iсссmсо IK опрсdелехо rоррё]зmxiо ! асrлсmса uавuоL булевоll
ааебрьь В.

ЛОКАЗАlВЬСТВО. Докал<сх r(орр€t(тttость опрqдЁJtGнп,
/д. IlycTb а е В п а= ! 9(с) дJlя н€хоторою ховечною

эЕЕ

'J 
g 

'(. 
IIо леrrrе 1.7.1 EI суцёствt/ет lI' - кцrонrчесцое

llр€дсгааJrение дlrя о. Пэ опрqдсJtсIlпя r{дgаJьного пqдхнОIеСТВе
п t{! докаsатеJIьства леr.чц 1.7.1 [4] оlелует, ч,t\) l|о-преrнеr.у
}I' ý К. Пусть тспсрь G - проиsвольнос конaчнос подxнохсgгво
I) таrtое, ч.го с э V g(y). Та* хш( V 9(у) _ V р(с),

у€@ у€@ r€E'
то lrй:tt<r.lllrкy lr' - хвноншческое предсгавленrе, SааJIюча€u, что
YyeG Зх € II'(y la). В стлу rдоаrrьностr fi, отчодвс.llQдует,
чтoG ý fi. Коррсктностъ докаsаlrа

Jlоrrхеч, что rK ,вляеttя IдеаJrоц в 8. Очсвrдно 0l С Iд6,
тшt ках О ý К. Еслп \r/ р(с), V p(yl е IK, то тшоiе.€r' YеО
я(:,lо, ч,l1, эrсrсriт ( V е(")) V ( V еfu)) € rK, Пусть тэпсрьtcr' е€(l

V е(r) е IK, G g D, G - конечно п !.€Ё у€@

Тогла ! е0) S V 9(л), гле G' я }l' "
U€d' t€a,

квtfонпчсскIrе предст!вленхх. Как бшло 9a,хсчено въшеt по-
прежнеraу Н' g К. Для кшrоничееtпх предст!вJrепиЛ в такоu
сгrпlае поJtуча€r.: Yy е G' 3а С Il' (у l д). Слqдgввтзrrьно,
G' g К, I sначит V е(у) = V е(у) е ft4, Tы<ttx обрssоlr,

J€o у€о'
Iб - r.rрал в 8. l

е(у) 3 V е(д)..€Е
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Пспольэуя rrетод порохдцо!цх деревь€в| дGаIIеra
ПРЕJШОЖЕНПЕ 2, Пуспь К, L - peвypclroxo-1lcpcr.uc4u.me

дrоrсесmас mвlсtе, чfllо аыаоJхf,рmсfr ус.aоаlл.,
1) D ЁКUй -0ереоо,КПL=Фi
Z|lноllсесmсо К асr, еmс, чdсоаrоlr о D.

Toe.da с-уцссmоуюпl lлохсrлруrсrпuоt,цrацм v I -uеебры 8д,д r.}
* (8дlllg) ч dcc чссmччrо-р скурсvаNфе фушзtlчч u u u molзt e,
чrпо

в) Vn(n € D ,r+ и(ч(п)) = .l"),

6) Vп(r(п) = ! .{;),
j€r(D(п))

rър'orе!, cc.lt у up - 0ое хоlссmруftmuсчrвчлltl сашлaсп€рrraчсJек.
,aьцч сrо8сmrсaL, mо у ч р рсrурсчбво аrauссaевmraDa.

ДОКА3АТВПЬСТВО. Раr:сlrотриш Я,(D) - rlяоrаство всех
конечнцх пqдшноIесгвD. ПоаюлькуО peкypcrrBнo .пер€rluсrtичо,
,r,o tt taнolxegl,Bo HoIepoB ,rrеllсятэв пS R(D) в сtfльно вцчliслх-
хоfi нlrrrершllr ? конечнцх наборов пs N булеr рG*урсIвrr(F
llеречпспишыt . Поасолшсу R(D) не пуе,то (Ф € R(D) r О по
луча4rг нсrФторЕП .y-Horrep), m существует релсуроrвпrл фунr<цчя
u, перечrсп*юrцл| все нокер8 эrt€rентов ш x}(D), Опрепеrrч ну-
r.ераrцю ид(п) ё U .( всех элешентов ш Ед.

;с{,("))
Тц< xBrc по любоrrу кжечноrу пqдхнохесгву fI ý D хон-

струкцrя ltосгроелхя для [.| А; квltонtrчеосою прqдgrз,вJЕния Ir.
jCrI

ltrr .EJ в сиrtу лсrrrн 1,7.1 [,|] эrрфсктlrвнч 8хц|онIчесхие прqдстsв"
ленп, дJtя объ€длнеllrяr лер€сечелхя rl дополненпя та,юпе хогут
бцть яаf,дснц 9ффсктr.вно пв 6rsc ковструхцхI лсш.н 1.7.4 [4],
ltвl{rlкtчаёn, что с}rцесгвуют pеr(ypctiвHцe функцrп tvrtxrtc Tu
t$iч что д.пr лобнх r, у € N

yo(tv (а, ч)) = уD (s) v уо(у),

ул(.fl(а, у)) = vp(B) h vp(g|,
vоUс(эD = 6(ир(r)),

а тщtJirе lнor(ecтBo т,а * {(л,у) | ио (а) = r,o(y)}
'Гtrхrr обраsоl., lВоrчоl - конgt?t/rгквная булева аJtrcбрs

в стандартноll сrгнач/ре (V,Л,Сr0,1). Рrссчотрпх в алЕtбрс
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Е1i п(дuкоrtество IK Ё {ио(п) l T(u(")) 9 К}. Тогдq по
предJюженпю 1! rK явлrется пдеалоц в булевоI шrэбр 8дr.
llша,жех, чtэ хнохаство чjl(rg) раtурсrrвно.

Поосольry ff, & ркурсrrвно-перечrсJrиIц, то с)rцсствуют
m|п € N тахлеl что К=lY-, й=l7". Опрqделпк фунхчrrю

р(с) * pt(a € W| uлч х е W!),

fаr< Kalc |Y- OW":O| WлUWл = D r предихат {(s, rц Ё) | э €
6 }t{ } petypr,rrBcн, oаfiлюч!Еrl| чIэ р - чsсглчно-р€хурсивнUr
фУнкuия и dоm(р) - D. Полохих

ll еФво€иi('),
0, п,,.l,и af lVj("),.Y(я) +
нс опр€Jlр"гсноr Uначе

1'огда / - чttсlтчнФ-редуpr:rвнм фунхцпr, dom(J) = Р r,
очсвпдно, (Х(с) = 1{+s€ К),т.с. .Y*JK lD,гдрJк-
хaрrкт€рrстячссйая функцхя rrно)tссгвl К.

}luссх: т € y;l(IK) ++ уо(з) € IK r(ч(g)) ý
g к .+=} vi € ?(O(r)Xi € к) {+ vi с {ч(а))(д(с) = t).

Поsтоху, в спJry рехурспвности фупкl$п u, ффaктflвноств
ваrохдснL по ?-Horaepy llноriесгва всо( eIý составJlяlоцlfх, а
Tlк)le поскоJIьку J ча:l,rrчно-рекур(:ивна rr rсп9(ч) = 1-1(R(D)),
заклlочаёu, что и;l (Iд6) p€t(ypctlвHo.

Слtловвтельно, ес:rп обоснвчпть 8д6,д Ё (8д,I;6), то
lB:f.,b, чоl - хонегруктввнал 

'-sJrЕбреЬхно опрqделпть l!tt(:l,ично-Jх.куpx:иllную фунхшrю и,
йlп(ч) = D, талую, что Yn(n € D + иа(ч(п)) = r"1.

Пусть тсперь ч g р - две KoнcтplжTxвtlsвllllя со свойствь
rr "в" r "6". Олрqцgtrrlr функцrrю g следушщ.rх обраsох:
лля п rrrr береrr rrrrorec+Bo с 1-Horrepora u(n), а по меuектаx
j с {ч(п)) нвl(олrк р-нохера элецентов А с поr.ощью функцrr
ч. llостроrв ночер rчlr об,t,с,l1иневuя вссх угих 9лaшсккrв, чц по-
лучrra sпачснпе g(п). Нструлно вttдеть, что у - pg,| т,е, у п р
pcrc)rpcnвHo аквпваlrcнтян. l

ЗАМВЧ^НИЕ l. 3arrct,rrrr, чTч ц lrpcrl;toлtellrrr 2, пндеrсн
реrryроiвнцх функllий u, /у, /д, /6l, час,гпчно-рсryрспвнвх функ,
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цяП цД, a,ltкxe rнлексý характерпегrчесп:rх фунхцrr rrнo,
lrеегв т,D t.l ч;'(Iк) рrвно|.ерао эффGrrтfiвнllr. обраsош эавп-
сят от р.п.rнд€йсов хнохеств fi, Е, т.е. от натураJIьнцх чп -

селmr n. cl
ПРЕЦЛОЖЕНПЕ 3. IIусtпь (8,I) - Еохсlпруrсmuсцrврув-

ава I ,олвебра, u - сё sолсmруппuацrоUчr, Тоеdа сучесmсуоm
рсrурсчово-п.?счt,rс'r'ч*лlле а*о2aсесmва К, L mсЕuс, чmо o0rвol-
,вюmсI уФоO{а:

l) D Ё KU' - 0ереао, К fi Ъ = Ot
2) lхоuсосmао К аоллсmса uёсuьъrя* о D,

u rоr.сmруrgrпчбшло I ,uеебрьl ((r, 
'), 

у) v |(Врrlg|rчр) реrур-
еuоrо wolopýtш,

ЛОКАЗА1'ВlЬСТВО. Bosbrrcx в качсствс персчrсJrcнп,
эrteueшlrtн иs 8 пrrgtеловд:tльность 0о С и(0), Dr ё y(t),
}з Ё у(2),... х т.д. х по 1loper.c 1.7.1 [а] построr!. перGirп-
слкхое лерво D п часгt|чно-рекурсtaввую функцt ю ,;l твrсле, что
(Л, е) - мороIдrюцае дсрсво дtя В, гле 9 а| ч/.

Опрqделrrц rrHoxecTBB К и i отслуюпяr обрrsоra:

Кё {п еа|и/(п) с r}, rt {n е D|vl@) | I|,
Посколысу / чаr:гrrчно-рекlрспвна, dоm(l| = D,п

rrllo]i€cTвo и-t(I) рскуривноr заJс.пюча€lf| чm rHoxecTBB К, f,
рск)ryсивRо .пaречпслrrчьr. Kporre этэтэ, ясно что D - К U L|
хпL-о.

Очевпдно, в сrлу (пlр(уt(!lенrя мхожеств К и Д, идеал I
аIтвбрн 8 совплдаат с raноr есгволa

{ V,ltOt" - хо|tечпо, я g к},
- i€ra

llrlxBxcr, чTо fi lдеаrtьно в D. ДсЛствитсrrьlrо, corr
n l0, в с К, s(п) е К, то р(п)ч.p(s(п)) е I, но lр(п)че(r(п)) =
= 9(а(в)). ФIчlоьвtт.,llьно, 

'r(B) 
€ 

'(. 
Ес.лr же z € Dl m € Kt

а ,ъ :! fц то 9(п) < 9(m) е I. Следоввтт,ltьно, р(п) е I. Отrq.да
заключа4ц! что п € К. Taxrrr обраsоч, К - taдсальное в 

'.Воспмьsоэаэlцtlъ функtlиrr.ш ь u ! ,tl, yD, посryюrI р€кур
сrшую Фунщхю g r пsоцорФшsr. Ф( U ar) тД V y.f(ф булсв<lf,

i€я ,еЕ
алrебрн tд нs булеву a.llr€бру 8 так, что фчр = vg.
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Похвхеrr, что ф сохрцпет пдеаJt:

Ф(rк) = {Ф( U Л)lЯ - хонечно,Н g К} =iеп
= { V иr(O|Н - юпсчно,Ё ý К} = I.d€r,

Taxпrr обраsоr, ф - шsоr.орФшsr. (Вдl,Iд) lla
(Brl). Прешrохенпе дФ(л}шlо. a

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Заrатrц что поскольку в прсшюхснrr 3
отобрsпенлс у являетслконсгруктtaвиrrаrlиеJ (8, r), то taнorrect.|la
т" ё {(с, у)|у(а) = "(у)}, rч-l(лt) раtурсrвнц u сliЕlссгвуют
рсrурспвнЕе Фунхцпu tч|tл..tс такпс, что дrt, любнх аrу € N

y(.fv(д,y)) = ч(з) V и(у),

у(.fл(а, у)) = ч(з) Д z(у),

и(/6(о)) - С({s)).
lIетрудно прсrцдпть 9а всеIп рЕссужденrlrr.х в доtФsатеJtь

стве прqlчl()хеllrя 3 rr 1rбедиться в Torr, что р.п.rндQt(сн построеlь
нЕх рскурспвно-псречtlсJtпxIJх xlloxecTB fi, й, D, а таххс Iндскс
рсryрсявно функчпtl 9t опрqдсrяюцсf, pcctypcTBHbrf, rrrоraорфrrн
ф, раэнохсрно фtDоствэннх обраэох sавхсят от сJlqдlюЕшх нr.
ц/рlrlьнъп чяссп:

в) rядаtсов рскурспвнЕх фунхцяf, .fyr.fлr.fс,
б) инлаtсов х!рш(тtрхсгхчссt(пх фунхцrr pcKypcttвHЁx !aнФ

lrесгв ?у ш v-l(t). о
ЛЕММА 1. IIуспь I) - dервво, Kt Дgr, D=KUL'

КаLзФ, Поdlло*ссmао К ,.$сmс, udccrbшbll с D йоеOа [
mоlьrо tnoeda, rовdа dч lюбо mроilrч .rрцчв п, 

'(п), 
Л(п) € D

вылолrarеmап gсaоаuе:

(пек<.+(й(п)ек&Е(п) € к)). (r)

ДОКД3АlЕ,ПЬСТВО. Ес.лв цноrIссгво fi lдеальво в D, m
очевrдно .rutя rrюбнх n, E(n), П(z) € D внпоrтнлется условпе (r),

Пусть тсперь дrя любья п, J(п) , E(n) е D вrrполнено условrс
(+), лоtапеrr что К - rдеальное в D.

Еоrи n / 0, п € К, ý(п) е К, то, посхоJtьку дIя тройхп
верппн Ir(п), п, ý(п) € D внполнено ус.rовяе (*), srключ..lr, что
Jr(B) е К, Что ш трбоваlrось.

l46



Пусть T ertepb п с D| п С К, lп ! п. Иrrдrхцrrd по раsпостr
высот i(m) - i(B) в лерве D лохахеr.t что m € К.

Fk,.lrr,l lз(m) - Ir(n) =0, т! очевr.дяо п=пС К,
Пусть [(m) - i(") > 0. Сmдоватglьно, Il(m) l n. По

пндукцrп НQп) е К. Крче эmю, тро ха }J(m), m, ý(m) е D
уJ(rцrgr,чаряg!, уоrовию (*). Gледоваlэ:rьво, m е К. Что и
,гребоншось. l

ПРF.JUIОЖЕНИЕ 4, Суцссmвуюm pexgpcllcxblа зfухrrlчч
а, Р,6 mахvе, чmо рвrвурсллвно-n'ереr.чсзtaдве lxожесmоа
Х ё }Iqlаl,Д l Ир1,.1, D ё И("), ede п € N, облаOарm
сrефюulurч cбoalcrrtaolu.,

l) D - 0срсао, D а К |J L, К {1 L = О,
2) lrоlсеспьво К gBllletncц цJаrrrошl* а D,
JtОКАЗАIВЬqГВО. Пусть с ; N2 + N - ханторовоtая

Hlnaepaltll,l пар ввтураJtънцх чпсеJI, ,l - прохsвольное HaтypaJb
НОе ЧКСПО r П = с(поrпr). Pa<rrrorprш дtя каJGдопо & G {0r1}
,хtкуr,(:иllн(r-llерсч]лсJlrшое l.яоrfсстэо }ynr r ею сглlдrртнуrо м-
проr(сIlraащlю кФlсчннlal

Ф =wf;, g }уfu g ...€W'.L ý..., IYnr = [,l Wlr,
'€0

lrрхчеr. по nt r Ё чоIно ффеrстrrвво вцчпслIlъ t!оппч€сгво 9ле_
rrснтпв в rвопестъе Wf,a , в TaKle pci9вTb вос 9тп 9лсшсвтц.

Вулеrr по шагаш строuть хшaчнце цнохafгва D', trC, Il, гле

'€иr.Щш]Щ По,пrлвеrr l30 = gО 
= Lo = 6,

Пусть Dr,Frй' уrс постоснц Dl = К U а,
.lсr п =О,

обоrвачrх xr+l iд п/'+l ч W|!|,2|+| + Xr+l \ D., Для
кЕli(доm z G Zl+| опрqдеJtиu r(э) * zdп{Ё | z е lltу{1l,

/с С {0,1}}, Проверясп qrtц€сгв)lет JL пар8 эJrечеЕтýв х,g € З|+',
;Urя кот!рцх вЕпоJIнено qдно rs дв!rх слqýrюtш|х yc.rroBrf,:

а)r_у=0,
б) t, >, ) 0, у = S(з) п сlпrrеr:гвуеlгхоцllеDая Beptвrrна с в

ларсве Dt такаr, что Д(с) - з, П(с) - у я внпоJIняетrя условпе:
(а е IC +=+ (r(с) = 0 & r(у) _ о)).
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. . _&:дr 
T ъ,кrх t r у не (тIцсств}.€т| то поJIагrсl лс+l + ld,

,r+t Ё,., D.+r -r D..
F}:tlя существуlот 8, у, удфJt€творяюцrе уоlовпю "вr, .r.,o

r ё т(с) = т(у). В }Toш сrучаё полsга€х:

{
Ki+l ё {0},сслr.lr-0,

О, сс.rrя r - l,

r t.}l .-r

,l,,+! ё {0}.
Еслr же 0 l Z'+l | а с!Еlествуют,rу} удовлегворяюцl.tе усJIо_

вrrю '6", то внбереu срацrr вссх 1,8кrx пар перу (о,у) с наr.шень
llIиц sва}l€нпёц а. Пустъ 11 * r(с), r2 Ё r(y). Пturrrr-aclr:

r 
'({ 

U {",у}, есrr ,! = 0D ,2 = 0,

'C+t 
ё { rC u {s}, €cJtx ,t = 0, ,2 = 1,

[ К', еош ,! Е t! .2 = l,

I l,', клп ,1 = 0t ,2 = 0|

l+tЁ{ йrU{у}, сспll ,l=0l ,2=ll
I l U 1с,у1, Gспп ,t = 11 rз = !,

l+l+rCu{э,y}.
П<x:rle чеlrr перёaqдхra х сJrедуюцецt Е!гу,
Поrrохrlш к Ё U ic, .L+ U.t', Dr. UIr.i€0 l€., 

'€9Лспо видстъ, что дu лlФоFо t D' - лерсво, Dt - tё V r}
в К| пL' = о. отсюда с.педует, чm D - дерЁво, D - KUL ll
клL=о,

По построснпю дrя rпобо* тро*ки элехентов а, l(c), П(а) € D
вцпоJrнястся ус.лоаlrс (*). Отсюда по леIrlе l gакJlючaсшt ч,fо
к-пдсаJrьно€вD.

По<хольry DР g Dl _С .. , е tr 9 .,, - егроrlо вцчислпuл,l
r,он(гl()l|tllч llосJедовtтlJIьностъ хDнечнцх llноr!есгв, stключа€м,
ч.ю D рехурспвно .пapnrrtrcJтt|xo. По тсrr хс прпчпн!r, п€речпо -
yrl мнохества К п f,.

t
Ф, еr.rrя r =0,
{0},еrлrr=1,
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Наконец, sцrемч, что rнст?укцrli luн перечrоrенrя D, К, f,
;lBtlKlrepHo ффктrrвнцra обраsоra 9а8rся'г ог псr(одяцх хяоЕесгв
WrrorWпt, т,е, от н8т!rрlt,tьною чпспа n = С(ПоrПr).

Поэтrоrr5l сlrпестзlrют pcxyporBHHe фуяхцrr а, р, f, таххе, что
дtядцfiопо п€ N К = Wo(n;t 1,=Wp$|l D = И31"1. r

ПРЕlШОЖВНПЕ t, _Пусmь 1 - с(п6,п1) t рсrзурсuсхо -

п.рсчuс.tjtDrс r;хоrr'есmоб r + W"", L + W"| облвdаюп ссо!-
спсаIu:

1)DёtruZ - Оервсо, Тпt=О,
2) a,loitlcecmoo Т лв.ъаymс,r чс)с(мохDa* а D.
!оэdв R = И.("ll i = Wpp1, D = П/661, еdв а,Р,Б -

рar,урс|лсlr'ше фуххцuu, orаpBie:,eHtble а прзfuохсrrчч {.
ДОКА3АТВЬСТВО. Пlrсть К : W"("), L - Wp61,

D = 1751"1. Tr,rt rе ках r в хонегруtщtlк предлох€нчя { обоsпачura

череr .Nd, i!, Dr х]оtечнцс пqдIно'I€ствsi постро€няне,( хоt цу
щага 

'.Ilycтb, с fi. Слqдовате,льноt суцествует tп!г 
' 
+ l тrхоl, что

э G К+| \ ld. С.лчповатс.llьноl в сlfлу t(oнcryyxrцr 0 = г(.z) tr* miп{I|л € }YjiI,I € {0,1}}. (lllелрgатт:l5Еg, t е Wц =ft.
Такяr обрisоц дfiвsшо ff ý Т. ДHBrro"rrro докаsцв!ртýrr rrю
Ls L.

3rlaстrш, что xs дФ(rsшlною, в сtfлу своПствв l, оIQдует, что
с,с:rя z € l)' = к| tJ Ll, н, G т uлy. : е Е то z е К плп z е L'
q)отвстсIвсвно.

Пtrlсть тепсрь r G t Пнrtукllrrей tKr пt;<lп,tl lr(z) в дервс D
докахЕu, что, С К.

l0. F,с:ll /r(z) = 0, 1р , = 0. С:JrcдоватtJtьно, qrцествуст 
'такоП, что , € Wjll \ Iylo. PaccrroTpпш шаг 

' 
+ l. Нs gтor.

EaI! BcpEIrHa, = 0 € N'+l + }yll' U }vj|l l 0 ( D', таххак
Л _С Х'. Поэтоrrу о е 2'+| = Xr+l \D' r г(0) Ё mdn{l|; с
С |4f', I € {0,t}} = Ol в с|.лу (зо ствr 1. СrrQдоввrвльяо,
(I)llJlalпo хояс.трухцхп яs tдsпе С * l, z = 0 попадёт в .trC*!.
Слеловатз:rьно, : € .tr(.

20. lly,:Tb n(:) > 0, слqдоватсльно : > 0. Так ках l GD, то
суцеству.г с € DTernoe, что Il(:) = с, л Ё !(с), у Ё Л(с),
0 < з < у. Можно счптать, = а, ý(з) = у (оrуче* з .- у,
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ý(:) = л рцrxвт?liваaтся аваrrогтчно). Пусть g С Wпл,
в С Wlr,

Пусль далее Ё1,. . . r0" - все верчrявц rэ EUE = D твхле, что
Ц0l) S А(r) - 1д.пя всех d Sр. В часгllостх, с € {0rl...r0r}.
По прQдпоrrоlrснrю пндухцпш 0r,...,6n е KUL = D. Наf,деrr
н!пr.свьЕхf, tпаг h таrФйl чm etl,:.l6, € Dr.r5 € И&+1,
у с туft*,.

Еcrrп с вз явlrяется хонцсвоl всprцrноП леревs Dro, то ,, у €
€ do. Сrлеловfт€льпо, кaх бцJю lrшсчQно Bt Erc, , С trdО, r.t

Sнаlчпт 5 € к,
Рслlr хе с - хонц€вая верtппнв D'o, * рrяоlотрlrм

с1 ( ... ( сс = с - вое концевьIе верщпнц лерсва_Д}rО твкпе,
чтo с. S с, i(а;) = tl(a) - 1, Л(с;) е D, 

'(с;) 
е D лпя всеI

d ý 9. В ча;rносгп, с € {drr...rcr}. Дшес прпr.ениtJ пвý/rцию
по !наченпю чиспа 9.

1Ф. Еслr { = t, то, в сллу внбора 
'о, 

а является нsдr.еньшсй
хонцевоЛ верпrпноfi D'o Tr.r<ofi, что П(с) S h(") - 1, R(с) €
€ а 

'(о) 
€ D PaccrroTprlr rпаг t0 + 1. На эr,ол lцrд\е BеPEI.HIJ

',у € X!'+t \ do, 
'(с) = rя, Е(с) = у, r(с) = 0, т(у) =

= mr а T8lс)le в crJTy условr, 2 r лшrrц 1 внпоrrняеття:
(а с lrto +=+ (r(л) = 0 & r(у) = 0)). Прrrчех, кж xьI s!l|етt лtl,
о булет хsшlеuьцrе Taxofi взршrноЛ, Слqдов8т€льноt согпаaно
конеrруrщпr нв Еале 

'о 
+ 1, а € lco+l, r sнвчпт д € К.

200. IIус.тъ g > 1. По втюроху прсвпоrrохенпю хндlвrrrr ff(с;),

',(о,) 
е rU L = D дtя воg,( i S с- 1. НаЛдеу нцrхеныпи

Iпвг t1 f tб тв,rюЛ1 что tr(с;),Л(с;) €.dr дrtя всзr d l9- 1r
8GИL+l,y€w;i;lt.

Еслil с нс явлЙтзя хонцевой всршпной Drt, zэ аrу С Dr'.
CлlyцrtrttT.rtbH<r, хrх бl,uю,lIечспо Bt*Eq, € trFl, r sначлт л € fi.

Flc:rr rc б - воl|цсвlл Bapttlrн8 D", Ф, в сплу внбора to х
tlr о явJlrl€jl,ся tlвиr.елыпей хонцевоI BeprпrrHo Dtl таr<о , ч:lэ
i(с) ý i(.э) - 1, а(с) е D, &(о) € D. Рассхотршц Еаг tr + 1.

На этоrr вале в€р!цпнц с,у€ xrl+r \D", t(о)=а, Л(с)=у,
т(с) = 0, z(c) = rъ аташе в схпу уоювпя 2 п лсIr.ы l внпол-
няется: (с € trCl <+ (г(с) _= О & r(у) = 0)). Прuчеч, хах хн
зашстllJIи, с будат напraаныпсf, Tarofl всршuно . Слеловатaльно}
согласllо t(овструкrцп на Еаг€ tt + l, , € 

'rl+r} 
r 9вачrт, с К.

I50



!'акrr обраsоrr, доtаsаlrо F g К, АнвrIогlчно доtosнваетсrl
чтоЕg Д. Слqдоваrт.rrьнq К =Е, L=Tn D =D. ПрсдJrо!енrе
доt(аssно. a

ОПРШIЕПЕНИЕ 3. Пусть п - прошsвоJtьнос HaтypaJlbнoe чп-
с:rю. Рuк:хс,.rриrr rвожестъа К ё Wn6lrl * l7p1"1, D ё И1"1,
гле а,Р,6 - рсr(урсявн}Jе функцлк, опрqдсJtсвнцс Е прGдJtФiс-
ниu 4. По прGдrIож€вию 4, D - дерево, J( - шдеаrьвос в D
l!.l;trrнolrec,гBot КUЪ- Ц КПL - О. Далес по прGдJIоI+
нию 2 суrtlе.слвуеl, кOн(:|,руt(.ftaвпsаrцaя уо мя l-utlфpц Вк,ь =
= (Ве, Jз). Обоэнцчшr: J" r* (ао, /к) = (816lr,; , Iw.1o1),

u" ё уо = *6(о), Таrсяr обраsоl, оuрqцсlЕна uосrlQдова.

TeJtbнocгь (.'to, rt), (.,|lrи), ,.. , (.,{о, у"), ... хонстр!БтrвнкI
r -вrrrэбр.

ТПОРЕМА. Послеdоосmельвоспь {(,{",ч")|п € N} лаrясmсл
9хvоерсшхоВ в lc.lllcce lсохсmруrmuвtlвlс I -чзебр.

ДОКДЗАТЕПЬСГВО. Согласrlо предJIо:Iеяхю ? х ,вцеча-
яикt l инлехсн pcrrypctlвHнx фунхrrrrй t|,t[,t\, прqдст!вJtrIс
пlлх опсрцlхп в I ^алгефе (J", и"), l тш(Iе ивдGксц хrрц(терr-
стrrчсскlfх фунхчrf, рех),рgllцнЕх rlнохесгв ар" = {(ary)|z"(a) =
= r"(у)} п ч;l(Ij.), равноrерно ффссmпвllну oбpasor. внчпоtя_
кrтfя по р.п.uнлехсаr raно)fосгв la.61 t Wp6lt т.с, по l|ндсrсцa
о(п) я В(п), Ko,Krpltrc в свою очередь фФехтrlвно вцчrоtrюIЕя по
Horaepy,r. Сrкловате:lьно, (;{о, u,.) - ввчrс:rrшь

Пусть ((С", J"),15), n с N, - вцчвсппшая поспqдоватепь
rroc-r,b Koмcl,pyK,r*BHHx r-аrrгабр. Длr любою п С N, в сrлу прд-
лохенчя В| :rа.UечаJlкя 2, л в снлу вцraислпl.осг]l поспедоватеJIь
ности ((С., J"), ь), в с N, сtrцествlпот pext/pctfвHнe функlrхl
i1, lr2, Irз, ! TBr<иer что gg(а) определrет рекурсrвннП пsоlaорфшш
(Вк,r, ул) на ((С-, J"), д}, гле fi Ё }Yrl(,), tr * }У6,1"1,
D ё Wд.1"1.

flа.лее, еоrи полохrть /(в) ё с(Пt(п), hu (n))t то по прqдJюже-
нпю б К = W"111"11, L = lYр111"у, D = tYa(r{")). Сrrqдоватоrьно,
пlIеет l.еqFо

lBK,b,uol = ((Ед, Iд),ие) =

= ((Ew6111o;; ,Iwс(/(п)) ), ryr(/(n,, ) , (.rlиl, 
"rt"l),
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Твrсrш обраsоrr, ((C"rJ"),tr,,) ффоtттrвно сводrrтся х (l", и")
посрадсгвоI р€курсrвпнх фухкtlrf, ./ rr g. Теоречв лшаsшь l
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