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В.Г. Пузарешrо

R uоногра!шш [1] Ю.Л.Ершовнrr введенн понятtrя А-нушерв -

циfi не КРU-цодеrтях, а таJохе llрIll(уlяTт:л бвsrlвце сзоЛствч cJly.
жапr4е He.l l обосповцltrеra ввqденнцI понrтпП. В дщноI ра.
боте обсуждыотс.я вопросы лtlстршбутпвностr полуреtдеток обоё
rl(ёнкнх Hyracpыlr* и прхводится прl|rер нsспедств€вно хонечнъхк
нцдстроехl в хоторцх ьнllо,l|няеl,ся прх естесгвеннцх ограниченп-
ях TeoperrB ФрrпбергЕ а степеJrп форraульннх l|ноriесгв rlr.еют
cтp)rKтypy степенеf, арифчатхчс*пх uHo:кcсTB. Прrr рассшре-
нпи наследственно ковечgнх нцдстроех BcetlB будеr прqдпоJlа,
гёть 8онечность спгватур. Терrяноltогхя статыl согласоваllа с
тсржпнологпсйi двнноf, в работах [1,2].

ý1. Об А-яуцерщхrх п сводицостях

OпPB/l|,:JlEH}l}) l. llycтb А - кРU*одеJrь. Частlrчное
от,обраr!енtfе у l А -+ ý HBsoBcr A-Byrcporlueit llorcctnca S,
еglr dy € Е(А), ри = ý.

ОПРЕПЕПВНИВ 2. А-нушсрчrrrю у шно)rествl ý будсr.
ноýнввть всюOу опреOелехlлоd, еш, бу = А.

опРппtпвпиЕ 3. Пусгь ч ll р - А-нуrrерrчrх. Будеч
юворпть, что у ссоdчmсл r л (r оliоsнвчвr,ь хах z l р), ес,лl.t

l Работв вцполн€на прrr пqддерrп<e ФЦП "}lнтсгреrrяя"
(проехт 27а), при фикансовоf, поддерххс гранта ВDФП
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ру с рр N с)rщсегв!rет бинарнЕl Е-прqдrквт л T!ftof,, что dл =
= fу r V(0o,6l) с л(uбе = фr),

опРЕ'!ццIЕниЕ 4. А-н!rчераrци у и л аrашбс4еr.mrь.
(и 

= р), eorrr у<рп р<v.
Очсвlдно, отноцrенtaс сводrrlости на rнохествс JVд(ý)

д-Hyrreparrrrй пqдlrно!хеств цHolrecTBa S яlulgfJ,ся |tрqдяоряJIком.
Чсреs Lд(ý) обоsкачrrц uнorlccтBo jVд(S)/.. Наввqденной cTp5rK-
T)rpe отношснис сводlllrости rндуllt|рует отно!пение частичною
по,рядса (ею булсш обоsнцчапъ t.r,K хq кш( ll огноtпсяпе свqдяr.о_
стя: l).

ПРШШОЖЕIIИЕ 1. Lл(ý) ё (Дл(ý), <) - luспрu69tтuс-
lая оерrrý, пьурещаmхс,

ДОКЛЗАТВПЬСТВО. То, чтo Lл(S) является в€рхнеfi полу-
prrrc:xof,, покаsцlо в raоЕограФшr [l], причеrr черхнеЛ гранью [l,g]
п [ч1] rrrч,хеT ,с:я 

[чб g и1], гле

чq 6l иl(а) Ё
ио(rо), еслr т = (до,0), эо € dиi
yt(дo), еош 5 = (а6, 1)rа9 € биt;
не опрqдел€но, в протпвноr, сп)rча€.

J[oKBxer, что Lд(ý) дястрrrбуттвна Пусть tzgrцrи € JVr(S)
тц(овц, ,i,r'<; у ( уо Фуr. PaccuoTpnrr Ьпрqдrкат.Е п9 опрqдеJrе-
ния 3 о сводlrrос1,1. Тоrда прсдххатIJ & + {(с, 6)|(о, (D, 0)) е
с i} в Е1 + {(с, })|(с, (D, 1)) е Е} осупсствllяю,t, (:ttQдrшостlil

ю * yl 6,1% к ио и иl ё z| dE1 к yt cooTrettтBcнHo. А-нрrсраuия
л свqштся t( у посрсдствоt{ прqдхката {(с, о)|с е бJl}, d - 0, 1,

в прсдяхвт Т iД {(с, (с,0))|о е 6&} U {(о, (о, 1))|оС бЛr} сводит
у кдоФрl.a

Чсрсs JV|(ý) обоsнвчхr. шноr(ество всюду опредепеннцх
А, вуrерадrЛ MBolrecrBBý, в черs Д!(ý) - rнохезтво Лi (ý)/r.

'lпя 
даяноП струкцpн пце€т rrесю BIIEJ}OI, llрелндрц€tт реgуль-

тат&
l l РВrulОЖЕНИВ 2. Ll(S) Ё (r'л(S),<) - duсmрtбуmuс-

xlrx оёрахr.1 поaурсчеlпха.

ДОКА3АТЕПЬСТВО Поквtкем спачsJtЕ что L'д(ý) являе,rчя
верхней rlclrlltpelrrc,l,Kcй. l lycTb уо,.4 С jYi(ý). 3афшrcпруеrr
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Heкo,1opнf, элешент ,о € S. Тогдs А-вуr.ерацпя

иq 6' иt (а) ё
и(эо), ес.ли 5-(с6,0);
yl(80), сгJrr д-(а6,l);
.о1 Флс , | ЛФЛ

облад!ёт сJqдуюциraи cB<rf,cтBarrя: ио ( и Ф'уr, ц 3 uо а' ц,
vо s l!, vl 1 д* уоа'щ 3 р, т.е, [уо Ф'yl] есть верхняя грвнь

[иl и [r,].
Покаlхех, что L'л(S) дlrстрпбутtlввц Пусть и и, yl е jYi(ý)

таховн, что u ý u7 6' u1. Тогда с5rщсствует бrtнsрЕвП

'/r-прqдяк8т 
Е ls опрqдеrrенrrя 3, Обоsпачич череs Ф(:9,а1)

}J форrулу такую, что .П = ФА[а9, cl]. Нс огрвrrкчиввя общlостч,
lrot(Ho сtlптатъ, что pj? ý l Ф.Д, Дсf,ствr'тельно, 9афихсируех
с € l такоll чm 4(с) - ,0, Тогдв Е-Форr.ула

(3сr((сr = (с2,0)) V(o1 =(сz,1)))Д Ф(э6,а1))V 1азVаr € ТС(с1)
((rз # (rr,0))л (rз # (о2,1))^ Ф(rо,rs) Д(rt = (с,0)))

облqдs€т gтlira свойствои.
l lo принцrrпу Е-рефлехсrи qrпествует fu-форхулв Ф' тrхая,

чlrl Ф(16rз1) =Kpu :l9aiff(ro,,1, з2). Посаlхеч, чrю дrrя А-ну -

rrepaurfi

л(r) Ё
вцполняют!я усповпя и9 опрелеJrехrя дпстрябtЕ]lвно полуре-
llleтKиr ввченно, ро а' pt = у r л S ydl j = 0l1. 3афшксgру-
er. lrроп5r,ольнце шсцентьт 0',{r{ тахrrе, что и(6') = }t(4) =
= Yl(4) =.о. тогд8 tllreJt'fiBT

l
r тД {(с,6)| V ЗUЗс(Ф'(с, (с, j), u) д (0 = ((с, с, u), d)))}

j-J

осуrцествrrяет сводшшость у к h Ф' pt,
Так:ке легко убqдиться в Tolr, что прсдlrхатЕ

& ё {(с,0}|Зч!Iс(((с = (u,0, с)) Д Ф'(ч, (t, i), c))V
V3d((c = (ч, d с)) Д 'Ф'(ч, (d ф, с) А Ф = 4)))v

vYu с TC(c)Vc е Tc(a)Vd с тс(с)((с l (u, d с)) л (Ь = {))},

z;(6), ес:lи л = (о,6, с), А Р Ф'(о, (D, i), с);
aо, В ЛРОТХВНОra СЛУЧае;

155



Oi * {(а,6)|1u3c(((o = (D, ч, с)) Д Ф'(6, (u, d), c))v
V:Id((o - (ч,с,ф) Д'Ф'(ч,(с,i),ф Д (6 Е r)))v

Wч е ?С(о)Vс е TC(c)Vd е ТС(о)((с f (u, d, с)) П (} = D))}

ОСУЦеСТВJIЯЮТ СВОДaraОСТЬ И Х yi u у соотвеllтвенно, где
i=0,1. r

Если prr.cxBTprBaтb вr.есго всюду опрqделснннх А-нухерцuй
rrнoxeclвt ý всюлу опрqдеJIеннЕс А-н5rrrершци пqдrrнохес!в
rнохесгва ý, rэ соотвстввуюцдя верхняrl llФIypeolej|r<a будет
лrстрибутrвноf, в Tox х TэJrbKo в тorr случra, хогдr ý одноэлс-
la.lHI'Ho.

Свачаrrа ввqдеra понятия, Nасаlоцlлеся общеfi Teopпr.t

mr-{тепенcП в проп!вольноП КРU-lrодслr А.
ОIIРЕЦЕПЕНПЕ 5, Пусгь О # В,С с А. Булеr юво-

рl{тъ, что В tпЕ-саоduлпсl к С (В S,a5 С), еrлrr с!rдЕству-
ет D-прелrrкат Л S д2 Taxol, что бл = л r дrrя любоп парц
(оо, or) е Ц(оо е В) е (cr е С)) .

З^МЕЧАНИЕ 1. В квчсстве предlrкат8 mЕ-сводпчосэl Д
raorxнo ршсralтршвlть прсrlпкtт с пр€Iнпra уоlовшец на парц
r,ш<оЛ, что бЛ - А-предrrкет, сqде.рr(rIц В.

Непосредственно иs опредеJlеяпя сJIел)rетi что В J-д С +
ё х, s xot где

,. . f t, ccJrпr€Ci
хо(а) Ё{оj 

"*""ёr\С -
хьрц(терпетflчо,fхs, ф}rнкцпя чнокествв С в КРU-rrодеrrlr А.

Раrсхот?енке только собствснных подr.но:хесгв в опрqдеJrе,
ниr mЕ--сводпхоегп игрOет сущесгвецную poJlb llp|a доказатепь
стве прQдлохения 3.

ОПРППППЕНПВ 6. Пусть ВrС 9 А, Будех юворlть, что
Н ТD-сооdvmсп к С (а Sтэ С), еоrп суцествуtот двуrrестнце
>)-опбрвтчрIд fg я Fr .r.Br(яe, что (ct 

'\С) 
€ 6.Д r j = 0, l,

В = rb(C,r\C), r\B = Pl(C,i\C).
ОПРЕlIВПВНИВ 7. Пусть ЦС Е А. Будсu rэворrть,

что 8 являет.ся ЕС-прсdчrоmоr (В С 
'С(А)), 

еспх суIцеству-
€1,двуtrсстItнf, Е-опсратор F тахоf,, что (С, ;l\С) € d.4
R * Р(С, z(\C).
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F}сгестэоtнцrr обра9оr. охреде"ltяются понятпя mЕ-(ТЕ-)эх-
аrваJrеятносгх, mЕ (7Я -)r:r,erreHr х lrорлдtв 3 нв
rпD-(ТЕ-) степснях, пнJIуцхровшrною прадпорядtоч S-> (STp).
В опрqдеrrснrях, прliвGдепнъrх Hяrlq г € {mЕ,ТЕ}.

опРцдЕпВнПЕ t. пусть Вrс s А. Будеч rcворптъ, что
8 г-эквива.пентяо С (В 

=, С), еоlr В S, С u С <, В.
ОПРВЛВПЕНПЕ 9, Пусть В ý l. г--стспснью uно!есгв8

нвrовеr Ь =ф(^B) ё {У g А|Е =, В|.
ОllРЦЦЦ'rЕК}tЕ 10. llycfb В,С ý .Д. 'fol.tB

4(c)s4(B) ý(сз,в).
I|l'v,UIожЕниЕ 3. rlfяоаrссmс о п2-спепехо Ь(А) *

ё (b(A)t S) npouraarcroil КРU-аоOuч Ь обраауап iluсtпрuбу-
muobylo осра$рх) поaурсчеmrу.

ЛОКАЗАТВПЬСТВО. Дцяое !2тв€р)fденпе jrвляется оlед_
cJBrer, прелнл/цею
r: Li({o,1}). r

В дальнеЛпш будеr. ,столь5оватъ оСх,rstrцченяя Ь(iи) х
Iц,(*1) мя в€рхнrх поJо/р€rпет* i-(tIF(,U{)) mЕ-сrcпеней и
&.(llР(Л.{)) 7Е -с,тлспснсfi соотвстсгЕнно наспqдегвснно хопеч-
ноЛ напстро кr HF(.}l).

ЛЕММА L, Цусmь 1' 2 оъреOutlлвl бuевцв лс*ф
IIF(O) ч N, с r1,8 g НF(О). ТовOв выпоацюmса слсOуоцuе
ус!оаlл:

в) ((r lp а) <+ (T'(r) Sт r'(B)))i
б) 1'(,{) =-5 А;
в) ((r s-D в) е (T,(r) S- т,(в))).
Прпвслеrr беs дохаsвтtlъстэв рсlrультsтg авторч посвяцея-

ннс дакной тсхатиlе [2l.
ОПРЕЛВПF)tIПЕ'l l. Теорrю Т наsовеч рсауrярrоil, еслI онs

рЁ.зрешхUi rl l.спельно погн}
опРццЕпЕниЕ 12. теорпю т Hasoвer. просmоц еслlr она

регулярнч цoJlнa, U.'кат€mрхчва r nrae€T PaSPeпIrIoe унохесгво
полннх (фрr.ул.

ЛЕММД 2 |2|. Еусtпь М - аоOеаь просtпоа пеорvlс Т u

Q - прочзоольхое форауьлос поdlлоlсссmоо IlF(И). ToBdc

прqдrохенrя п соотяdценпя Ь(А) aJ
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Q =,.я Qg dад вехоmороео поdало:r"еспас Qg ý НF(€l)
(g НF(М)) поео ,се lцвесв в vерарrtuв, чfrlо { lлоr.ееmво Q,

ЛЕММА Х|2] llусmь *1 - зоdель лросmоl' mеорult v АrВ |g IIF(м) mа]сvе, чmо 
' 

G Е8(нF(МD, в Е нF(О). Toed} cyule-
спвуап поdлнож.есmоо Ао g НF(О), dg =пд .А.

ОПРDIIДПDНПЕ 13. llycTb А КРU.rrqде.ль и Ь е 
'-(А)(Ь € Ь(А)), Будеrr говорrrть, ч.lч Ь - r'ёрсчцсluкм (опреduч-

.*сл ) пЯ-(ТЯ-)степснь, сслr с)rщсствует Е,. -подr.Ео)хество (фор-
r.ульнос пqдuнохество) ае Ь.

пРr'rшожЕниЕ а [2] (об плаurc). Пусmь М - лоёель
npocrnoit mcoprlt u Нry@ry) - lвоаrесm во Bcet
1l)D-(m)J)cmenexctt, соdерuс_вцuz поdдюоlсесmвв НF(6)
(Е НF(rlf)). rоеdа НГ'j|(НftП) яоrлеmса udeBaoa полуреuсm-
xu ТЕ-(mЕ- )сmепенеl8 dопусrпчлоzо лкоэrссmос НF(,}l).

ТЕОРЕМ^ 1 [2]. Цусmь М - tоOмь ьросmоt mеорчu.
ТоеOв аыпоlхлюmса uеёуоцttс ycrolllll:

а,) есmесmосххос alo*aяll'e хвлпурлцьraьu, чttсса в rвслсd-
сmвеххо Еонечr|уtо юаdсmроlху НF(.iИ) (nocpedcmBoI оmоэк.
)есtпвlеlчg Nап.ур.rlьхь., ччсее с opdvпolaau лаdсmроllrч) uOу-
tlultge-m ьзолорфчзl ле*dу поlуреuеmхв.uч Lf; (L$) рехурсuохо
перрr{uсrады.з m-(Т-)сmепехеа u Ъ|"(М| (L$(M) ) переч8с.iJ-
*r.и rпЕ -('/')) .-)сm епелеll dопусmчлоео r;хоr.есmвв НГ(",И);

t5| есmесmвеrлое оtоlсеNuс KomypcaDrDlз чvсеl о юаслсd.
сmо?r.rо rоrеg,l!ю lcdcmpodry НF( М) uхdуцvруеm wолорфчзl
леlсdу полуyчtспrаlч L'л (В) врuфаепччссвts тп-(Т-)слллс-
rcя'ar u L|-(-l"l)(I}1(M ) ) опрсluллоlа rlE- (TD- )сmепелсВ Оопу-
сfпuаоz o rllor- ссlпо в НF(;И) ;

в) есmесmоеввос B.oJ,cerue хаmурolьхt*, чu,сел q xacled-
сmrсrr.о Еоrачr.ую rоdсzrроilrу НF(.rИ) urdyuupyclп lLзоаорфwr
J.rtorcecr?|ro m-(Т-)сmепехеl| llo tdец H$(Hf5E) rll,оже-
сtпаа пI-(IЕ-)спслLеNе{' ласлсOыпоапло rоrачr.оit xcdcmpoitru
rr},(.л.,t ) .

ý2, О внчяслимнх А-нучсрщlrях

ОПРDДЕПЕItИЕ 14. Пусть ý g 
'(А). 

А-нунерачпю и
хнохества ý rtacoueм бвgчf,;urrоd, если предrrкат {(с,D)|0 с
е у(о), а С dу} Е-опрелелиrr.
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ОПРЕЦЕПЕНИЕ 1б. Сеrеfiство ý g Е(А) Hasoвex бDrr.вc4tl-
J.ы+ есJIк ý обла,д!€т вычrслпrоП А-нухерыrиеl.

Пs существовлrlя унив€рсаJIьЕоm )) прлrката в КРU-ходе ,

лях с определен8ыrrrt огранпченllяl.и сrтедует внчяслrlrосгь се-

лейсr,ва вgех Dподlrножеств. Так же, квк п в обнчноfi теорrrя
fiуracрацхr, вцчIспrtaнс нумерацпя сснсf,ства ý обраslrют rrдеал
всрнеfi поrrурпстt(л вс€х нуlервцr,rй uолссuейсfв с€uсйств8 S,

опРВлЕпDнt{Е 16, Пусть и - А-нуrсрвция, Мяожсство
т" ё {(с,6) е (6и)2|и(с) = и(6)} H;soBcx нуuераlrонноf, эквпвь
лснтностью.

ОПРЕДЕПЕНИЕ 17. А-нух.ршrпю у Easoвclr раsреrппr.ойt
еслl ry" П (6и)З rr (6у)' \ п" - Е-прслякатн.

ОПРЕДЕПЕНПЕ 18. A-lryrrepalllrю у xнolKecтBa S HasoBcrr
qднозначнойl eс.rlп |v-I(r)| = 1 ;1.1tll люГюtю з € S.

Ьвс.стно, что в тсорпп нуrrершднfi любм рrsрdппraая HyIe-
рация беФ(онечноrý мно)*ества9квивалентна нехотФоfi одно9вач-
ноfi. в общеrr случаЁ llrlл лol|yc. ,raraвx r.нохесгв 9тэ утверrцение
ll(| имcl:,|, rrec,ca- TaKlll обраsоra| боле€ ест€стэенныx 

'вJIяетс,и5ученпе раtрсппr.нх А-нухерадхй, но*слк qдно!Еачнцх.
Напоунпх теорешу Фрlrлбергв [З, с. t+8].

ТЕОРЕМА 2. Сушссrлвусm ойозхвчхм оьlчuсlллllЕ ,.уаерв-
tlux селебсtпов все, percypcu1]lo перечuсalльaо sхоrсесmв,

llиже дохаsывадтся аrrsrlог gтоfi ,rrорсrrt дrrя надrtедствевно
кансчннх нцдсгроек нqд ходепяl|rl спецllаJIьною кпrсс8.

ПЕОРЕМА 3. Цусmь *l | Т - zoOab просmоll пеорLL Т
,rовt:чraоd {:Bi r.ltmypы. Тоеdо суцесmоуеm уврецллм ашчt сrtr-
.зая lf F(-iИ) -rу.l ероц'l' ссtеl!спво E(HF(}i)),

JiOKA3A'I'ц'IЬC'fBO, Прежде, чех переf,тп непосрqдствен-
но х докаrатсJIьстьу, привсл..rJ несх(мько рсlультЁтов ,атора, rс-
Ilольgуеraнх в дохц}атеJIьстве.

ПРШШОЖDНИD б |Z'!, Дса соdеlч *1 *оtлечхоt7 сuехаmурь.
о слсOуюцче усlо очя аЕоvвсr'ехлпюьa:

а) зоdеrь Jvt ло'r'алыlrа нохсmрусmuбч:r[русui
15) прочасоrьвоа чвсmое Ецрlда1 -поdl*оlсссlпоо лс!аеmса

} -паtl:коrсесmооr llF(O).
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Пустъ ?. - А -прелrкатt лтя roтopolý вýполняегся соотнФ
l,;i]]TITE

(c,d-Ic(a),g) €Ъ ё (с =.Y(И)k,,...,g"B)),
гlк б ч с являются опрqдQпхraцrara нуraарвrцяrrи т€рцов ta п
ПF(r.l) с<юr,веrчъснво (при эmu, нуraерция т€рraов ,Brlreтc, од-
яоsншвоЛ r отоrrt d:,гвJrяется с Hyxapattxcf, пa!(оl!рою подцно
хества IIЛ(t l)).

ОПРШlЕПЕltИt} 19. llycTb t ll g - две rовечнrле функ_
цпхr опрqлеrеяннс tta начальЕцх сегI€ятаr( HaTlDaJtbHъlx чпсеJI.
Опред9лгц оперцIrю rоr.хdrваясquа concat(/, g) <,.l|.луюцtlц об-

рЁýохl

<юпсаt(/,9)(n) ё
/(n), ecJtr п€6r;
s(r6), сслr п = 6/ 1Ё,Ё е 69;

вс опредlJ!енч в пpoтllBнora сJц7ча€.

Пспольsул шсmд Е-раtурqrи, лежо !rегщlовптъ, что уга опе-

рццliя
ния:

Будеr rспольsовать сrrqýrюцхс обозначь

-асгll ,o|rlt...tr--r € Ml то iЁ {(jrri)|i < m};
- еспri g - конечная фунtцпя с облs.тью опрелеJения 69, не

сtцержвrrр 0, то r(9) r+ {(i - 1, g(i)); е 69} (пе,r,рулно убелrrться
в mta, чm оперцuя z Е-опрепеlтrrrа).

ТtsОРЕМА 4 |2l, Еуспь HF(r,l) - лвслсёсmасхtсо rохеч-
ксr rcdcmpoitrc прошооltюоit лоdсlл М = (йс}. ТовOа поd-
lxorcecfnco Л g IiF(M) onpeaeaLro 'l'ехоmорa8 Е-форlуо8
Ф(ао,rа,..,,ь-t) с пвралеmрog;ч ,or..,rr,lr-t С М в mод [
mоaьrсо в mоz сlуrlrе, хоеOа сушесmоуеrп сьtчttслчлм послеdова-
mсзьrосmо zl! zёduеоыз хоавроо 1-форлу сшrсmурDr
о mirхвц чmо А = {о|3п3g(?L(о, п, g) Д 3п((п С .*) Л
Л (,И F 9-[,I.оо".q,lr1,!1l)))}. lTpu эmо:r су|ц.сmауеm эффсr-

mrlолм процефра псрсзоOа оm D-fор*зиtl (аьlччсltязоll nocrc-
doacrnclbrocmu) ; xcromopot! aoarauc.auao0 послеёоовmельхосtttч
(Е-форауе).

Тсореша 5 являсr,с:я с:rrсяобраsноf, хrрltктсрпSацлсй простнх
т!орпй в тсрчrнах насJIqдственно tФнечннх кWlсгросх нцд ходе-
ляrп Tarclrx теорrrй,
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ТЕОРЕМА б [2]. Д9спь Т - поllвл ч-паrпаsорччвс, mсо-

рuл, Тоеёа аlзсчсоaенmrш сrсdуюr4че усr'облLr:
l) псорчя Т - разречttlлв v dla проttзооаtхоil loderu

!v1 | Т, проъзоольraоео oD}чucJumcab Noeo ссле сmоа осеа тluлов
{р"|п е и} mеорuч Т преdvвоп

{(n,c)|oe ML реoи;ьэуслп muп p'(r6,.,.,rr-l)}

Еllр,л", -о npcdcrurr,
2| 0ll rc;опороl! лоOсltt *1 | Т ь tletcoпopoeo сьlчuсrlло.о

сеr'е8споа осез mu;поо {р"|п С о} mсорtч Т преduхвtп

{(n, с)|с е Ml рсol;чэуеm mчп ро(э6, . . , , о1-1)}

lцр,лпl - о преdеrrrrr,

3) mсорчл Т рвречvла u drr прочзооrьrоео вьlчvсr'ллоео
с{еdсmва осе5 mvl.ов {p,|n С r.r} meoptttt Т ч проuзооlьлоl8
lodelt h7 $ Т прсdввсm

тлr Ё {(п, m, г)|]а е Л/"а((о = tс(о))л
а(И Рр"(о))) а.rл с= с-ld(m)}

Ецрlr,l -опрсdсrчr;
4) еушвсmауеm oбoeBttlcttttl о' cller.alпypb. о Ёоr.€t воu чUсaод

Ёоr.сmвrm сOr. . . t й-| ! nol\M |iор.!лб 9о(доr. . . t an-t ) mсrrс,
чmо Tl(T: ТП(ru {rо(и,.,.,с"-r)})) - прослпад mеорчс.

зАмвчАниЕ 2. Нв слrоr дёrc, предихат тл пs послqд-
ней ,rэодхчн опрQде:тяет 'кодирвк5Р тппоь, р€мrэуюдЕlraся в на.
сJIqцственно xoнerlнgfi t{фз:.гройкс. HF(jVt), элеrrеfiтеlrп пекотюро-
m лвумеслного А-прQдrката нв N. К тоrцr iKe, пспоJlьstzя соотнG
шIенпе

|tь,п,а) f qla <+ Yg е (па + 1) х ар(о)'Г"(с, rn,g)v

v39(O(c, m, g) Д Vr е S-]po G СопFоrп, (('tr F (р r+'d ро))л
Л(r,r' F p[[Tr."trl]))),

где а = с-l6(m), rИ'| /- обогаrпсние ,.qдепп .}l, sак:rючаеrr,
что ?л,{ явлrст€я А-прсдякатох.

Согласно прqдrrохенпю 4, дtя построенrrя Taxof, А-в5lrершul
достат!эilно построtlть раsреЕпчую вычхсJIпr.ук, д-нуrrершцlю
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сеuейства 5 Е пqдмноlrествl trмеюцIих в квчестве элеrlентюв
1,oJl},t(o элеxентн с нспустнr.и носитеIяrlrt ("р(о) # 6), Деfi-
с,гвlтgльно| пусть уо - нуuерацпя Фрlлберга п yr - рёlреIIrп-
швя вычr(:Jlиuая А-нучерашrя сеuействв ý. Тогда А{уllgрцI9д
и((п,s)) + т(ю(п)) U иl(а) иелоrrм, где 1 - Е-опрепелхмал
бпекчия хсжлlr N r НF(Ф).

зa}nlrcrrpyer в..которце гёделе:lц нушерцшп форцул
{Ф"|п е Яо} и {rp.|n е Лд} сигнатур с, п с' длtя Het(oтopнx ре-
курспвннх r.HofrccтB & tr .8r .r.aKrx, что lfu ] .Er п Фо = 9,",
е.(2lи ,l € &. BBqtex в рассr.отрение одноэначное внчяслпxое
сехеfiство вссх типов {р"|п е ro \ {0}} теорпr ?, для которою вн-
Il(цнено сJIqдуюцес сооткоцIснt{е; п <rlr -} РУФ") ý ЛУФ-). В
cooTBeTcTBt{r с TeoPcraa,xи 5 и 4, опредеэtим вrtчrtgrяuую посJIедо-
ьвтельностъ,{1о,r),,й по Ьфорцуле

(Тг"(п, concot((o, o)i 0) л ((r(0),. . ., а(6' - l))
р€rJrхsует в ,И тпп pr) Д (rp(c) l О)) V

v((Ё =0) дГrд(п,(0,с))д fr;(п,(о,с))д (rp(") # Oll. (1)

В нцпе констр!кцt.rri булут участвоввть только Tar e пsрЕ
(п, ft), лля которнх вýпоJIненц сJIелующхе ycJtoвlrl

1) Pt содерi*rт наtaхеньшI.fi с lYrчllо(:тl,ю до перестцrовкп пе-
perrcнHbтx Hor.ep полвоП ]-форrулц плп fr = 0 (что соответстъуеjг
Toly, что (фрцулв Ф,, беs пвршrетров);

2) пооrеловатч:rьнось Лlп.t),п опрqделяет HerrycToe Е-под-
raножесгво.

Эти двв ус:rовrrя псрсlIксJIrун, поgl.оraу xtloxccтBo пар (а, Ё)
с Taxиlr]l своf,стваl.п перечrсJlиlfо, что поSволяет в даJrьнейtцех
llреJlIIолвгвть вцпоrп{пUость условrП l п 2 (в!rлноt что сухе-
нrrе llреJtикагч опрqделгехое форшулоfi (1), вв кнохество пар,

удовлетворяюцllх yKEsaHHrJM услов]lяra, явля€j'(:я yHllBePcaJIbt{HI
прппкаточ). Пусть J((nr&)rm,d) - персчпсrвнlе элеuентов
zt1.,r1,- l М l Fоrп + Forn - операторl которцfi кФсдоf, форr.у-
ле 9 стаsпт в соответегвие 3-форчулу с яаиu€ньЕllr ноцероra,
2'-эквrвшrентвую 9 {rreтpylHo убеди,t,ься в Tolf, что этоку операr
11,ру (:0о1,1iе,к:тgует часгпчная вцчпслиuая функurя). Опсралшя
(9, г) r+ 9', которм паре, состоящей иs форхулн и пересгаlrовкл|
сгадпт в соотвсltтвrе форхулу, у коФрой пер€uеннце переегав-
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лсны в соответствllп с перестановrой, та.кже вцчпс.ппrrа. Обо,
знаiIпж через ý- лнrrжесгво все)( перествt{овсr(l оставляюцltх на
uест€ d(m). 9тв последователLнсстt, сrльно вцчпс.лr.lчв. IIо пе-

речисJIеняю / построях вспохогательнос псрсчпсление с другоf,
llцcrкrloa&.lt lbнocтlf ! опрqдеJIяющей 1ю )fiе rrнФlrество, слеJцlюtцяп
обраsош:

ря((п,r).rпр) = M("V_ 9i(",o,-,o)),

Pr(t,rl,m,j+t) = i/(pg((",r),-.0 v 

"V_ 
r71{**},-,о).

Даrrнос псрчпс:rснпе облr.даaт сладliющихrl своf,стваuк:
а) пос.rrедоватс,львости l1o,,r11,- п l1.1,rr1,- с пaрlrJетря.rrr

(оо, or,. . ., c,.-r) l (с[, с'1,. . ., с|,_, ), ра,пrrslrющ,яrrtr в .A.'l rтпrr
рh u Phz cooтBejll:гl{.llн(, tl|lр(9tёrяют Qдно и то ,ке цно)кеегво
тOгда п тoлько тогдЕ когда для тцпа pl, ремиrукlцеmся ь JИ
нв кортехе (с0| cr,. . ., o,.-r, clr. . . , о|_r) выполнено соотно!пенr€

р.(со,..., b,+,-r) F (plimg(r,,, Ё,1, -,0li':b2Jft-)l *
l

ё (9ьс((о,, ь), -, 0 ) ;'i'1-iJflr)|
l

для любоr0 ,ni
б) Т l- 9111";,1,-,;) + 9c((,r,r),,n,;+r)i
в) ntlr:lte,l1c,Bвtr,.rlt,Htx:,tx A1o,11,- и {g((п, Ё), m, i)|i € rл}, рас-

сцвT рllва€l.l,tс с однllмп I. Teral. хе пвра.raетрвrar, опрqдепrют qдно
п т0 ,(е шно)tr€к:гRо.

(Злесъ r в дальнеilцеrr sвплсь |е(m)| будет ознвчвть r.оц-
Hocтt, п(х|иl,еJ|я ry(6(rп)) ), Те :хе рsaсу)r(денля прпвqдят нsс к
с.rrелукlцсй rтсurе.

J|EMMA 4. Дr'1 lрбо8 oш,aBcJt Jot послеdооаmельхосmв
Bl,u*),..l опреdеllюцеll нехоmорое оьaччсJUJое седе8сmоо
Е-поdlложесmо с усrооtлIч l л, 2 хв ncpor очй |пrk|, суше-
аmвуеm перечuсз.сrvс (оозлоlсtзо, 0руео8) оьlчuеlчlо'J nocledo-
оаmеrьюосmч В|о,D,л, обавdаюшее сооd!сmас,lц'в'-Фв'.
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Ся(хlсl,руrrруеч послqдоват"JIьносгь яi",rl(m,i) конечннх
фунхtrrl со слqд)rюцluп своf,стваrrи:

I) О # gt",ц S я|,.,*1 9 ... ý ugt",rl = g(n,})l где

l!91"дl(rz,;) = limg((n, fr), m, i), еош 91;,,,r11,,,1),пl,ф не то,rце-
tta

ствснно лоI(наi
д) lloolQдoBaTзrrbHocTT

Bb*l.- + а{rj.9t",11(m, i)) u U{!lс1'(зg = с9)}

п

Ч",ц,-(+ tgL,rl(ъ Ь)|Ь =
= mBx{d|gt"*1(m, j) [}}) U {За6'(лб = оо)}

С (ЦН].Ilt ll 1€УП 
'(e 

ПаРЦa€ТРаl.П, Р€8JlrsУЮЩrratf ТrП Pl, ОПРеД€.

лrют одно tt 1ю )a!е l'кохество.
В построенпи булсм ti,t,rrж;{ск:tъJlя,гь п!рц вида (n, t) с нехо

1ýpнra фхксхроваlrннш п€речriсJlеtlие.rr (KcrrTrpoe сlrществt/ег в си-
лу перечвслrrrостя rrно)хеgгвв пsр| удовлетъоряюцlrх усJtовпяц l
rr 2. Подвгаэrr gr-l rrустышr для bc.l t. Предпоrrожиrr, чrъ

дJIя всех r' 5 r бункчrп яft!",/ ,**", Бсрех проиsвольнск

r = c(l, t) 2 0. вудеrl рцчrrчвть несхолько сJtучаёв.
СrtучдЛ l. Еслrr Ё = 0, тр перечхсJrяеrf графrк Г, фунхцrtl

д lto ,l\lx liop, пока не появштс, четверкв впдв (l,m,jrф шrя
некоторою ноrерв d !F<фрrулв, не ярlяюцеfiсr лохноf, в ?.
ll<ulагаем Гrо = {{m,O,Ф}. Остsльнне функцtiш н€ I4sкеня€ц.

Случлй 2. Еслп 
' 

> 0| то делsеrr пIагов в вычllслениях
функчrrв g(I,mri) дrя всех c(m,d) ( а (булеч хспо,lть9овать обо-
энвч€нхе 0r (I, m, d)). Полоlкях

ci-'(m, j), corn 9!-l(m, j) }
9(l, m, j), еслп j = mш{Ыg,(I, m, й) l

Т | gio + 3ао'(эо * зо), (j э 0)v
VТ [ р5о .+ 9ri-l(-,i-I)}i
d = malc{i6|g!-l(m, Ь) }} + t(maxO = -t1;

не опкделева, в протявкоl| сJlучiэ.

с!(п, i) -
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Нетрулно проверrтьi чTэ функцхи gl удовлетворяют свой-
cтBal, uгП и 'д'. Твкlч сlGраэох, lмеет ttесго слQд}rющая

ЛЕММ^ 5. Еич g(J,mri) -- B€per.ucJsr.ue oblr.ucJlrJoil по-
сlеOооаmсsлосmч Аt,л, олреёеlлtоще хеЕоmорое сеl,сасmоо
rепусmсr, Ll-поdrхожесmо, 'сaеюшц, Q вацесmое а.аlr,ея;mоо
fпоrово ?aезеNmDr с racпycmbr.rau rocumcJrJll, уOоолсtпоораюшее
сqоdсmаа;r |'aD-"BT l mо суцссrrьоусm craaoЁo оDrччсraчaо, пос4с-
t)оаоrаезьrосrпь g!(rцi) rоrсчхьв 1jухrцu8, уdоолеmоорzюцм
ccodcmrca 'г' u DдD,

Че-реs ýр; бlrлеrr обоsначать цHorKccTBo всех перестанов()к
Tr дJп xтrтoprrtx Т r 9Ъ ф 9h, гдс 9&r(rg,rll...,5r-l) €
€рд(з9,з1,...,со-r) - t,кrrtная форr.улs т€ориr.r Т(о'rевялно, это
ннохество обраsует подгруппу группк ý(п)). Такие перестtlов
кr булек rLчывать пересmаховrаl'u, созраrлюtцчлч h-8 mьп па-

раlсmров , Будеr rэворrrть, что посJIqдоввтельность D,- (D!,-)
по.учсr.сrls посJIедовrrlч.rlьн<х:r,я Сr,- (С!,-| с полощьtо |лсрвсmо.

,.oa,cl] l, еслli D,,л = lilpi = .if,(9i;), J" € с,,-} (Dl,_ = Ulei =

= M(ei),i, € ф,-})лля т'= concBt(a161rn;1l T)l где,х * то,й,де-

c,l,H(lнHtt,li на Х фунхчия, В этоrr оlучае, будем испольэовать эа.
пlо,: D,,- = (С,л.)' (а!,- = (Cr-)'). Удобннr. будст прхпять
сJlqдlrюцее соглашенпе; еспи по(,JlеJ(оваttJlьностъ ф,- (Cl-) u"
rrxс.с]г парш.етFюв, то Dr,- (.D!,-) получсяа с поraоцью псрест!.
н(rвхп r только в точ сJDrчас, хогда lr - О (а тш<хе Spo - О) я
С,,л - D,,л (С!- =D!-),

Для проиsвоrьной послеловате.пьностп C(n.l),,n (Cl",}),_)
обоsнвtlиl, череs ýl(C1o,r1,-)(Sr(Ci".rl.-)) неllбольЕую подгруп-
пу ý группн ýр1, мя хоторо* внполнено (C1",r1,-)" -
= C1o,r1,- (({"д1,-)' - C|o,r1,-) дJrя всех я G ý, m (очевrrд-

Hor что lножеегво ý с TaKrrr сво ствоa д€fi(тlru,оеJьно 
'.шяе,t-ся полгруппоfi). flаrlшая подгруппь о6rrадаaт слqдующ|ци

сrкйстваtп.
лDммл 6.
i) IIусmо ý S ýpr - 1ро|цrоо.ьrс, поdеруппа BpyBnbl ýр1 .

ТоеOа суцеслrвуеm оDtчuс.iJaс, послсdоааmельrосrпь
Cp,r1,-(Ct",r1,-) mс,ссЕ, gmо Sr(C(n,r),,'') = ý (.Яl(Сt",о,-) - S);
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ii) Sйgг(Sр1 ) = {ý'lS' S ýр1} - curbro аь]r.чсJuдал nocJe-
doocmerbrocmb.

JlоклзлтЕ.пьство.
i) Рассrотриrr uножестъо о = {i о т|r е S} шя парц.етров

!0rtl,...,,1-1, реl !иSуюttцх т!rп р* в цодели .,L{. Тогда вычиоlп-
цая послqдоват€Jlьяd:гь, опрсдеJrяюDIlя l.Horl(ecтBo, состояЕlее иS
елt.lнствснного элсxента с, удовJIетворяет усповпю,

ii) lIвпоuних, что оперsцпя степенrr 2(r) Е-опреде:rкхв в на.
следственно конечной нцдстроfiхе. Тогдв ý' J ýрд С} (ý' €
е .ýй9г(Sр1) = {ý € P(sРl)|(s t' О) А VTo € ýVTl €
€ ý((rg о 'l € S) д (("о)-' с ý))}), что rr требовалось дока,
9пть. a

Прrвепеrr сJrqдующцй неслохкнй теоретико -цqдепьньrfi ре-
Sультат.

ЛЕММД 7, Цусmь 
"{ ts Т -- лоdель поr'хо8 ч-хсmееорччr.о8

mеорuчТ uplt 9п -- поалые ýорlульl mеорччТ. Тоеdв dм rесу-
шесmбеr.r.D]а обоевцvrч7 (,4, 6o,. . ., 0"-r ) F ? U {rl(cor. . ., c"-r )}
(ci 7 а(Т), i = 0,...,n - l), (,{,4,...,dr-l) F TU {е-(4,...
.. ,Cr_r)}, (J; | а(Т), i = 0,..., Ё -L) uефющvс ус.ос|л эхоlu'-

амеrmхы:
i) lюбое lло,жеспво, опреOеlчлое с (,Д1661. . ., Dо-1) , опреOс-

!лло u. (,{,4,. . . , dr-r);
ii) суr4ссmоуюm часmчч'.ь]с фухlсtaчч /з, /1,, . ., fi-1, onpede-

rч-*ые а J, d*л rоmорьш}; =t(й,...,dr-r), i= 0,...,n-l.
flля каrкдого кояечною rнoxecтBa Il ý |J| определих хно-

жество В' ё {6|(,{, о)"6р Р 3!з69(л9) Л е(D),р С Д(а,с е В)},
гле L(co, с е В) - расrчиренlrе язьп<а цоде.rтп J константаtar для
меllевтов llHo)IecTBB В. В этоrr t:лlуча€, xнo)iecтBo Il' HBsoBerr зс-
4a.rlorallc* шHorfecTвa В, Согласно Teoperre Рtяль-Нарлзевскоtэ и

препнлупеf, л€кrrеl вцпоJIненв сJIедуюцая
ЛЕММА Е. llусmь l F 'f - доdеrь no.снolt а Ёаmсеорчr.r.о0

meopvtt Т, Товdа dл lрбоео rохечьоео r'хо.rссспLва В g lll
бDaпо.tвевЁ} слеOуюч$rc ll сlов лл :

i) В' rоrечво,,
ii) (В')'=В;
iii) Blg&+8i gBl.
MHolKccTBo В HasoBex зодrarуmьчt если Il = В'.
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Вернеrrся к докаlательсгву теореuц. Пусть С - консч-
lloe Mll(tжe(y|,Bo. Тtrп рд(с9rаlr,..,gп-!) наsовеш ml!под !,хо-
жесmва С| клп Д '(", = 5j) С pr и тпп pl содер-

.<r<п
хи,г полную 1-rфрмулу 9l(Jо,тд,...,зо_t) с нвrrменьпrиrr но_

мером| для хоmрой ;И Р 9(16, з1, . . . , z"-l )[.у] прп некото-
роu вSвttхно одноSначнох оэначrвл{пи 1 ; {э9,с1,...,эо-1} -+
-l С. Тиц р} вa-5овем JоJ.r.rуmDцa, если р* ,мrется тllпоц за.
raкнутопо ltHoJKecTBa. По тиltу Pl llрок}воJlьноm rrножества В
Moxtltr эффсхт!rвно ваЛти тl.tп pl, laццкаfiия В' хнохества В.
Следуюrцее утверrqtение поsволяет свест, все двrrьнейшrе рас.
суж,денпя х рассхо,l,рсняк) ,loJtbкo gal.xнJrтцx тlfпов.

JllrMMA 9. Пуеrпь fu в Il1 - эсrrвуmше lхож,есmвв, Тоеdц
бьtпо4ве,{ы сtефю щvе уе!о с l!, :

в) селсасmвв х|ожесmс, опреOеlчzыt а (rL{, с)абво ч
(.tИ, фабв,, совпвааюm в mо, ! mоJ;ьrво в mоr. сlучве, toeda
Во=&;

б) г,еле сmоо ,'{'oжecrпB, опреdеlч,'ьw в (М|сrссво, аоlЕсm-
сл поdсе*е8спзооа се!е8сmев 4$o*ecffuc, опреdеlчльа о
(;И, Фаев,, о mод в mо46,со в tfuojl сrучве, Boeda В9 ý В1.

Обоsначях чсреs Zд ссмqйс,r,сr] мно)rссгвl сэстоящих пs всех
конечнЕх функцrй z с областью olt;teJ[eJlёllия ýz ý N и областью
sнаlениfi р2 g SuЬgr(Sц), дJIя которнх выпо,ttнеяо Фсд)поцее

сrlотнotценr.re: V(ln, ý) € 
"Чnd, 

ý) е z(((S = ý') -+ (m =

=,п')) Л((ýlфЛ(S'lý) V(S = ý'))). Из оltре,це-rtенrrя Zд

вядно, что {(z, k\|z е 21l яьаяется А-преппкатом.
ОпрФlе,rrим с:емей<:,гlrо }I/t мно)хеств всех рлtноSначннх коясч-

Hux функцrrй u с обл8aтью опрсле,ленrя Еrд С N и областью sнь
ченх pt С Р(,{*), уловлетворяющей уоювиlo Upt = Дr, где
Д1 MrlO)Ke(:TBo всe;х тшпов q(c6, с1, . . . , g-+"-r ), п S m, реaпи-
ряюцих тпп р*(ао,...,c,n -1), дtя которцх q'(ag,э1,..., л1-1) ё

.+ {(!lg9(9, э-, s-+,,. .., r-b-,))3r|'j^''"ln € g} - зашкнуr.t,rй

1llп с ноцером, чевыпам Ь, uлп q' = Т. Аналогrrчно, {(ш,})|
vl € l7r } А-опреде:lим.

Будеrr rспольsояать обовначенrrе Ift для сешейства множеств,
содерхащих все конечныс r|lуrrхllии Ir с trГr:tасl,ью определеlrrя
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dh ý N и оФIsgгью sначенпй рhgР(Dt) лля Од = {g(ао,зr,.,.
...,дz.-r)|pr(дo,crr...lдn-r) U pt(ro,rr,...,r"-r)i1{< " С

9 c,(((co,cr,...,c1-1, о|,о'1,...,с|_,) решrr9ует g) +
.) ({co,cr,...,a,"-l} # {oi,, oi,. . . , ci-, }))}, шя которцх вцпоJI ,

нено y<:rroвиc ((m, # mr) -+ (i(ml)П i(mr) = О)). Тшс же, Kart
х прqдцдуцпе сешеПствЕ, 21a.HtKre t:ех€Пство А-определпхо, т,е,
t(А, Ё)Ul € fft} А-опрелелих.

ЛЕММА l0. Суарсmоуеm dDrчuсauJ.сll послеdоовmельносmь
а1", д1,-, оtьрсёеlаюtцса сarеdсmоо асаs r.епусmьa, Е-поdrво-
2кесfпо, сасmояшv, лцt аaеаеx'lпоо с rепусmы*u tloclttпelя*t, llt
rоmороВ аоlпо.rсr.0l uсOуоцttе ycloltllr:

i\ сучссmвусm аоlччсrчrссл 9Еуяrчrr*.fп ((п', /с)) = ýr(B(.,,rl,-);
ii) drr ;oarcdoao Е -поOlлоэlсесmвв А суцеслпоуеm eivlctъoctl-

вос i mдrоеr чпо хехопорвд послсdоовtпслькосmо D1o6,rl,ro С

gfiчrсчроосвrоtr ювбороа псршеmров Д4 = {on, о1,..., сnn-1}1

рtвllк,уюцщ muп рь, оlреdеlасm D-ъоd4;ложесmсо А1
iii) суцссmсусгв вьlчttсlчсм фуttх(ил g,, ((n', &)), 0lл tcotпopod

{ € ,т((п', Ь)) в mоа v mоr'ьво в tъоr сr'учве, ;оеdа q' = р1
u B1o,.r1,,n, рвссrаmрuоасrсr с napiЦernPalu (со, or,. . . , o"-r)
u (с!,с!,...,с|_r) morrrrcu, r.mo {cot cr,. . . , с"-r} # {o6,oi,...
. .., o1-1} ч (oo1ct 1. . .1co-rr 4, ci,. .., c|_r) реuлкrуеm йuп q,
опреdеlаеm оdrо t tпо же l'ьохсспъво.

ЛОКА3ДТВПЬqГВО. Пусть gt,,11(m, d) - ccrrelcTBo хонсч-
Hr,, х фунхциf,, удовлетворяюцее условlrю лечхн 6, построеяное по
пaрсчll()lЁникl некоrороП ьцчпслrrrоЛ поспqдоввтельносп|, ollpe.
деляющеfi прqдrкат, увиtrер<:а.rtt,пt,tй дJlя всеr( непуствх Е-под-
мпо)iaегв, сосюяцвх 19 9JIcl.eBToB с неп}rегыraи нооiтепяrau, а
lc пробсгает только Horaepв,alaкHyтtrx типов, Оппшеш конс,гр)ж-
цпю построенrя rlcltoшouBrз:tbH<rf, фунtщrп p{ni)(r, rr, h, m, j), лля
ксl,rrrрой будут внполненч слqюlющЁе усJIовпяi

l) л,лrr lrюбых п, k, z С 36 ч е Wp g h е Н* вцполнишосfь
условrя Vmj с rlz(р(ri.рl"дl (z, ta, }, z5, i)) / О) влечет эа соб<,й

сJlqýrющl.е cooтllotlcнrr;
ýl(р(.\d,ц",11(:, to, n, m, i)) U {]до'(до = г9)}) - npg,

V,no е dz ýr (р(li.л(й.r) (r, t , i, rno, d))) = ,(rпо);
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2) rulя кыклоЛ парш (z, /з) (l - Horrep ssr.хнутою тr.rпа) су-
ЕIеL,гвую'г h с Zц lю е Hr g wо a wb твкпе, что Bl,гIxcпI,i,

!.не послqдоьвте.тьносли рХ./((п, fr), m, d) u {ilдо'(ао = а6)} U

Up(li.pp,;;(:6, tчо, h6,ln, j)), рассr.8трпва€Iýе с однпrп l Texlr
жс пapa,raёTparrrit реsJrиsуюциrar тrrп Ё, опредеltяют (цно и то )хе

trl{()rк€cтBo, еслк ланно€ xнo:rсecTвo нс опрGдеJtпrrо форrrулоf, бсэ
п рrхетров xJrя с llараtlеT ,радlпl ремпsуюцхrк заrrкнутнй Tиrt с
Hollcpoxt хеньrпич *1

3) шrя любнх tl,k,z Q Zц ш € }7r, /r € IIr, ,rro € бш l
i < ru rфрrrулв р u1o,*1(zr rll ь mol i) (Со,. . . I slа(rпо)I-1, ё) Не ЭКВЯ-

вliJlен,гнв (угносrТеJtьно q(g /) qорЧУЛе 9P1o,r1(:, rl, lr, r2o, 0 
(rо, . . .

...,c;61-o11-rrd), l:oвrccтHof, с тliпох g'(c) для { € 
'l(rro) 

(тrп
g'опред€лен вьтше (crr, опрсл.ле,rrс Ид на с. 167); если А(яъ) на
опрqдслсно, полага.ll Ь(mо) = 6);

4) дIя любнх ttrkrz € Zб ч е Иt rr С IIr, п0 € бu зr

j < о ф,рхула gц",rl(z, ш, h, mg, i) (rо,. . .,5|Ё(,ао)|-1, ё) не эхви-

ваJIентна oтHoctfтeJtbнo g(ё, d) нгкаr<оf, форrrуле, coBxecTTrof, с ти-
пол g'(d) лrrл q € u(rrh) (тяп g' опрделен вьше (crr. опрGдеJI"нхе
}Tt); если rr(rno) не опредёtено| полагаеI ul(z5) = 6);

6) лля любr*х пrhrz € Zц ч е Wb lr € Hr х г €
е Dr \ (Uph) посJrеrювательносгь li,ц,,rl(z, tl,Ir, m,l'), pacсrrb
трхвlaхаJI с паршr.ётраt х (со,ar,...1cn5_r) l (о[,с'1,,.,,с|._r)
тцсlшп, что (сg, о1, . .,, с6.-1, о[, с'1,. . ., с|r_,) реаJtизует тlrп r,
оllрчlеJlя€,I, qдно Il m хе шножесгво.

Булаrr сгроrrть rпонечнве фунхцкr rto,r1,.,,,,b(-, i) так, что

rtn,r1,.,.,,b ý Иl",r1,.,-,l ý r|,,r1,.,',,r ý ... С UЛi",r),,,,',л =

= \ m, i, pl",ц(z, w, п" rn, i). в п(Nrгро..вrи lt(rt кор,пФкоx ((пrЁ),z,
lu, h) бу.пеrr подрцlуraевать Horaep в HetФTopora фrл(сrрованноra
п€рсчхсJlеllии беs tt<rBrupeBBй.

Ila каясдон шале вrдв c(ttl) шЕ будеч добавлять эJI€rrентн
тоJIько в грвфвк фунхщr л. П<.яtвr,вех p["1al,,,.,,^ = О мя
вст.* ((п,Ё),z,чl,h). Предположrrr, что фунхuиrr иt'",д,l,r,., ..
дапы дJtя с{t',(|п',ll|,!,ч', п')) < c(i, ((п, }),l, ч,Il)), Персfi-
,tcм к опредеrенrrю лt".*t,,,.,,ь, Воsьхех нахr.еныпую Tponxy
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(mr,ir,gr) € Г9(",r), которую не рас.матFпвали tla предьц!пцllх
rllагrrх, н8 которых строIlл8сь функцtlя lm, i.лl"дl(z,,л, lr, m, i)).
Будеu раsлrrчать н€е(опько сJIуча.ев.

СлУчАй 1. Лi.лiiil,,,.,^(-r, i)) = О и внполнено хотя бы
oJtllo riз оlсцуюцяI условr :

д) m, е бz u z(m1| # {, € ýpr |т |- pij G} 9g,,l' =
= c<,ncat(a;eg1-,11 , Т)h

Б) m, / бz п Opz Е {" е .rрд |1' }- чi! +> 9",,l =: concat(c;61n,l1r r)}i
В) сучествует форr.улЕ прrнqдлох цал тппу g'(c!rdr.,.

. . ., 4.-r), 9квявалентная в теорrп q(co, clr..., cr1-1, 4t 4t.. .

..,rJo"_r) форr.ул€ 9с,(эо,lr,.. , , л,|в(,,вl)|-1, ф, ct,...,co,-r) ДlЯ
q € tr,(mt)i

Г) lnr е бIr r с)rществует тяп { € h(ml), дJIя кот€роIр

g(co, cr,. . ,, cn|-r,4,4, , . .,4.-, ) |- 9rl (rо, 
'r,. 

. ., r|tЁ(йl)|-l,
.o,cr,,.,rcor-r) +} 99t (rо, 

'! |. . . , rlq-r1l-r, d,4,. . .,4.-, );

Л) существует тпп q е D| \ (upr,), дrr" которm

g(col cl,. . ., c,.r-r, 4, 4, . . ., 4. _, ) V g $ (r,о, al r,,, I r|.r(,п l)|-l,
фr cr l. .. r cBr-r) +) pgl (доt att,. . t '1сц-л1l-r,4,4,. 

. . ,4._, )i

В эточ с,rrучас нпчею не дела€х, т.е. дJt, всех l полагасrr
p'l = й-'.

Случлй 2. rj.лt]]r,.,.,^(lnr, ;)) l О lr выполкеко хотя бы

qдно из у(rlоl|rй A-fl <,.lrучвr 1. 'fогдв поrюхяш лЬ,r),.,.u(rп, io) +

ё и|ii1,.,,,(m,й - t) п

Гяi",.1.,.- + t'ri;'.,,.,. U {(-, io, pio,r),.,,(m, io))}

,ия Ь = 1 + ma:r{;|p|;l.r,,._(-, i) +}.

СлуЧлй 3, Нu сrrуча,f, 1, вп сrrучаЛ 2 не ихеют шесr,ь
llоrrагаеш и|,.*1,,,.,,"(m, io) = 9r rr
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L'i"..,...-." + г"ii],1.-,-.* u {{оъ й,gr)}

лля j0 = l + mш{dpii1.1,,,',,a(-, j) $.
'Гакlrr oбpasorr, процесс постро€нrя сечеfiства функцлй л(,,.*)

оlrисшr. Пз посгро€нl.t, видDlо, что 9тs фунхцпя деfiствитзльно
облцtlаст свойстваrrr.t 1-б, Теперь sахетиral ч'rэ усJIовlrе

,{(z, ro, h, п, &) = Vrrb € бz Uбtд U dtl(p(X.p1",11 (z, ш, lr, m6, i)) l О)

перечlспraraо. Зжлюча€ll отсюлч ч,по вычпспtfмая послqдова.
,t e;,r,rrt,.:Tb {B11o,,,,o,b),r).,n(= li.цодl (z, ш, i, m, i))|,{(я, ul, i, п, /с)}

уловJtстворяет )rсJrовrю л.lrxЕ с функцпяцr /,r(((z, z, ,r, h), })) =
=Лрz н gо(||п, z, ш, h), е)) = Dr \ (Upa). .

JIEMMA 11. Суtцесmоуеm с!!ьrло вь.чvсl|лвI послеOоос"
.nL.|лььосmь }m, iчt1.,.,,o,rlдl(m, j) rовечвьrэ фухпцв6, а.а вопо-

рой бьsпоl,rеяы сrеdуюl4че усlовлrл:
а) О # ut(",,,,,l1.r1 Е u|1o,,,,,b1.*) g ,..g Uut1o.,,,,l1,r1 =

= l,({'",.,u,t),rr, Bde lim ulln,1,.,,bl,rl(rz, i) = ý Ц",r},.,,,ь(m, J),

lt
еdе р - ýуххцча ttз flохозаmсльсmса преdвdуцей леlu; l0;

6) dм lюбоео t | 0 поuеOоавmеlьl,осmч вЬ,,}),- Ё
ё (ri.ut",,*1(rn, j)) U {3эо'(аб = зо)} u Gt",,r1,-(ё
+ {ч|",дl(п,iо)ljо = mах{ j|ui,.,,r,(m,;) {}}) U {3с6'(с0 = лg)}

t1 0drata.Iч l! lле|t же пврarrе.пlроru, реоlвуюшлLвч m[п рh, опре-

)еlzюm оdюо { fпо ,се аIожесmво, прччеl 0lя nocledoBlmelbtlo-
сmu Bt",,r),- суцесmвуСm ПаРс audc (п", }) mахм, чmо послеdо-
ввmс.r,ьхосmь B1"",r1,.a ц, .aйg.Dt 10 опрсOсмсm mо эЕе а$охе-
сmсо| чmо u 8t",,r1,-i

в) drл rюбtlz mб с бrд U dz U бtl (ri.u[1,,,,.,bl,rl(r?b ,il # О).

ДОКАЗАТЕПЬСТВО повторяет докдlЕftцьсl,во JЕимы 
' 

с
естес.твенноfi r.одпФпкшц€fi на Iпалах c(OrJ). r

l lерейдеrr к построенuю искоraоп внчttслпrоfi пос.lrедователь-
нопти, Mrr булен хстользовать в докаsатfльстве хокстр)rкцхю
rзoperrH 3 [3, гл.IY,ý 7] с кеlсоторой uодrrфккачией, ,Цля кодпроаь
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нпя будеr. пряr.енять парЕ вща (п, *), где Ё - нохер sашкнутс.lrю
тчпв rлr t=0.

в дыrноf, констрlrкциtt в квче,стве 'прrблrr:*енrl '' послqдовь
I,<."rtьностЯ Blu. иs леяrrЫ 10 буд€Т яспоJIьзоваться опр€дел€нllо€
в rrрчrъцуче лехrrе сецеf,ство Gr.,". нв хыrдон Еаге мн бу-
дсu cTporrTb функчии i((п, Ё), m, j), /о((о, r)) ll 9п((п, *}) тш, что

Ц",ll,- - p(rj.A((n, Ё), m, j)) U {]rо'(rо - rо)} - внч}lсJIlхаJI
последоватсльность, опрqдсJIяюrццN llрqдrхат .8, унпвсрсальнtrй
lurя_ ссчеf,ства S\{O, в 1(/п((п, Ь1)) = Sr(It",o,-)i фувкIrия жс
с,,(((", })) ,Ul, посJrедоватепьностrr II1,.,t1,- rr.eeт тот llle сltнсл,
чm п ф!пкция g((a', t)) лля функчrп Bla,,r1,- rrs лехцн l0. Тш<-
хе будет сгрокться rспохогательflая фуякцaя /(a,r). Да.нная
функцtlя пцеет тoт хе сuнсл в Ha,Bef, констрlrкцяиr что и соот-
Ber сrъукrrцшr фувкtл{, в доха9ат€льстъе теорrн 8 [3, с.l4Е]. &.lrя
/(l,t) опредеJено п /(l,t) = 5(= {no, Ь)), m будех говорпть, что
па,ра а . посасёооапель чис:tв l в rоIент t. Если c=/(Jrt- 1),
а /(a, t) н€ опрqдепеFо, m будем юворять, что х освобоlсOвеmсв
от J в rroreHT Ё. Соотноlшенr.tе (п9| &о) = , = /(l, 0 сqдерliвтспьно
(rзllвчtfjг, что в хохеgт f хн 'хотrч' двлее так строять функцхю
lr(л, rn, d), чтобн послqдоватtльностя flr,- и В1,- опрqде:rялr сrл-

но п т0 )ie lrнохрство. Тольхо "некоторые|' препгttтвпя когут
вас sаaтавпть в дэльнсfiшеr о'rхаsвться от 9mю наш€ренпя п в
HeK,.r,t,opцfi чохент освофдпть t от a. Пврн, не явJIяюцяеся в
чоraент t поспсловат?Jrяrrr, будеra нвýнввть саобоdlоrлr в хоrент
t. Ilаr<онец, будех mBoprrTb, чlю в чомснт t обозреааеttъса нжер
J, i l(t), гдс l0) - левая обр8тная к стаlrдвртноil KarrTopoBooй
нуr.ерацпи пар. llJ сэойств 9той функцхir отqдустl что кахдцf,
lrrrrep l - Iб обоSреваaтся в беGонечное чпсJIо raoracнToв t.

Прочесс построснпя функцпfi h',, li, с'о п / таяов, чтю зги
функцlrr будуг удовлстворять слqд)rкrщ{ra требовл|иях.

l) В кахдцf, шохснт t проrlsвольная пвра, хо)х€т бцть
посJIqдоват€JIеI не боlтеэ олноm чrсла I. Ec:ttl пврв, в шolleнT
t оевобохдs€тся! тэ в шolteкT t п во все след!tюцпе raoшcHTъI а
(,,(.,гаgIЕя свободянra.

2) Д.пя кахло парЕ , пuееr. 
',З 

g Пl S 
'lЗ 

g ..., где
i! Ё )m, i.i'(a, m, d) - юнечная функция, построеннsя н.tц!r€ 

'.
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t)сrи parrce rlошента t пара , бнла свобqдна все вреrяr то
h:l =6.

3) }kлl лля Hexoтopнx ri' 5 = /(&,t), то длl любого m
вtllк,лнено p(ri.h|-l (m, d)) ý p(ri,ul. (п, ф).

4) В кажлн шoмell,|. 4 вз ht, | Ф, " * у слqд}rет| чтo
кc.ковы бы нtl былп наборш паршrстров соотвеrстsующrх тп-
ltoв, внчисJtкшliе послqдоватальносгr.r рlr1,- U {]rо-(rо = эо)} и
pli,,,, U {]sо'(rо = зg)} опрслеJrяют раsJIичныс подlноr(еgl,ва"

5|Ф = g;| 9c39c}g...gUgb:go. Крюrrе тоm} выqr_

о!ur.ая послсJIоватеJIьностъ Н!-(z = (в', t)), рассхатрrrваехая с

пораr.етрs,r.и (cgl c1'. . ,1crr* - 1) х (a[,a!,...,o'rr _ r), pcartиs)r-

юIцl|шп тпп Pt| лrrя которнх (с6, о1, ., ., a..-r, с!, о'1, . . ., o'r,r _ t )

рсоJIпSует ,рlцt р|, мя *' е ф|(з)), опредеJrяют одяо r то ]хе
шЕохесl,во.

0) Ес,ли J = (n, }), то последов8телем l rrolKeT бýть только
пара впда (п', &) лля некотороп, п'.

7)Ф- l;l g /no g fi g...g u4 = lr.K тоху хе,

,чтя вцчислr.tлой lr(хJц,tlовь-пgльности Ir!,- = {П!(п,;,1)|iб =
= max{i|h!(n, i) {}} u {3аg'(r9 = оо)} в1,Iполнено сJIедующее:

/r:,_ = (fl:,-)" лля r С T(.fj(a)).
llo опрелелеяию полага€ra функцяп i]l, /o-1 пустцraх, 8 sна.

ченlя /(I, -t) яеопред€левннr.r, I € N, а € N2,
Берrr проrsвольное 

' : 0 п прqдполала€у, что i!, /n" и
/(Jrч) лля всэх u < t rr вс* J,o опрqд€J!енн и удовJrетворяtот
требоввнияr. 1-0. ПсреПдсх к определению hl,, t(l,t) r /j. Вулеrr
реrлхqать несколько сJrучёев.

СлучлЯ l. .f(Jr,' - 1) = у(= (n6,}q)) rr дJIя некот!роrэ
J < Jt (r(l) = r(!) = }о) n яекоTорнх rrаборов параr.е_
1.1l!t}l |кхJIсдоватсльности Giп п Gtr,л, m < с(ь, Ь), опре-
деJlяют одно lf то }iе t tloxccтBo. Это условrе эффектпвно
проверяется (crr. леrrrу 4). Освобо:rлшr у, полагал .f(al,r)
нl.(,lrрqtсленннrl, Ii полага€r. /{J',0 = /(rra - 1)} { f lц h', =
= h|,_|, li = li-l.
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СПУЧлfi 2, Случчй 1 ucic,l,B нс lшее,r, и суrце<;lsус1, llapa
а = (по, }о), лля rют,оро пФ.JIеJрвЕDельнос.тп Gt,,л tl Н|1} мя
Ileкolэpнx наборов пврлlетрв опрqдепrют одно и то );е пноrlе-
ство. К Torql же, выпоltняется одно и9 оIедующпх усrIовпй:

а) з=/(I,t-1) яlSlri
б) л в rсоuснт 

' 
- 1свободнаи с(ло,,tо) S lr;

в) а э xoracнT t - 1 свобсцна и ранее rlоrlснта f пара, с{сцсrо
числоrr l1 (опершtия схеrпенrя опреJlеJlепа ни:ке (сх. оll,ча.f, 3В)).
В этоr случас ннчею нс rrенясlr| т.с. полагr€u Ь! = i!-l,
Ц "= li-' к /(l,t) * J(r.. - 1)дrrя всех г л l.

Случлй g. Ни случай l, ня с.rг5rчаfi 2 хстта не иrrеют, Тоrла
BttIПoJIHrer. ПОСJIqДОВаТеJIЬНО СЛеДУЮЩИе ОПСРаЦИЯ.

А) Еслк /(!,С - 1) опреяелено, то полааа€х /(Jl,r) = у =
= 

'(lt, 
t - 1). Если )*е /(at, t - 1) не опр..ле.,,.но, ,t,(} череs у обозва.

чrи llrлмепл.mую rrз пар впда (о',,(&)), которая не явJIяJIась нп

рlr9у посJrелователеr. до момента 
'| 

и полагаеr. /(li,r) = у, fi(y) =
--T-l(.fo(Ir)) glfu) =,r-'fun(t )).

Б) Пo.,rlrгBerr

( hl"-l (lп, i), еотп i!-' (m, d) l;
r}(п,;) = { :,..rrn je6|,,-,i=max{jg|ni-l(m,d9) {}+l

( (mжФ = - 1).

В t:иrty r:войtтгв 2 l 3, плч h'r' -- Ф, или p(li.h!-l (m, i)) ý
С p(}i.ut, (rп, i)). Ilоэтому пооtе внполненllя оперышя Б
и сплу своfiств функции u!. r опрелеления rrHoжecTBa G!,,_

t|(lслсловательности e(r;.h! (п, i)) U {3oq-(c9 = aq)} 'p()i,uf, (m, i)) U {3а6'(эq = э6)}, рассvатрвва€шне с одн}|xи п

тешI. lxe парамс:t,ралti, ollPtiд(eJlrюT qдно п m rе rrнo)xecтBo.
В) Еслп qlцer:1,1ry(:jl, llapa ао = (по, Ь), для котороfi после-

ловат,eльносгlt аi,,л l Н!;,| дJIя Еекоторцх нsборов пврашетров
опрсделяют одно и то же llножестъо, то воsьием функчrю p(rn)
с пцltlеtlьrлим ,у -Horaepora, удовJIетворrющую оrедlrющиrr свой-
(?1,1ra.M:

i) р(m) е Ёj;}, eolrl I1;,r+O, я 9р(m) = М(lгз(сб =s6)),
в противноra сJIучвв;
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ii) rrHoxu:r,Bo, определяеr.ое послqдовательностъп {р(m)} U
U{lэo-(оg = до)}l содер:rшт только 9rIементы с неп!rстцхп но-
ситепях]{ li отл].lчно от uнoxecтBl опрелепяехцх последоват€JIь-
ностяuв }Ij- U {3эо'(аq = а6)}, rrjf U {3со'(со = со)} для всех
s+y,

Опрслелиr функпию /r!o следуюцlм обрLrом:

Що(lп,;) *
ft!;l(m, i), есля Щ;l(zп, d) {;
p(rn), ес.пи i = max(i6|h};l(rn, Ь) +}(mахб = -1).

Соглв:но своfiству 4, пара ,о с таltпх cBoficTBoll qдrнств€нна.

}lшtсrrlняя операцпю В, rrы говорrr, чa6 сJецсед перу ,
чиоrоl. | в r.oxeнT t.

Г) Если парв 5| сшеща€хая чrrслоп J1, в raoueнT 
' - 

1 }rG

си()боднЕ то освобоr(да€rr r.
Il,.rlrв,а*rr 

'l'.-l 
= i1, t|Q), l(l,t) = /(a,t - 1) лля всех z, l,

которнс яе уrt<rrrинаются в A-.Il.

Иs коgстрlrкциr вид;tо, что функцr9 ht,,, !(I,t)|.lj(o) уловле-
творяют требовцlияч 1-7, Эти функцип обладают такхе сJlqдlrю-
Iцямц своflt:t,вамя 8 -1 1. Докаэвтельства 9тих своЛств в точност!{
повторяют доклlвтеJl|,(:ftlа (хrо,|.в..jl.Ll.вуюtцпх своfiств т€ореraы 3
[з, 14Е].

Е) Квжлая парв з ucxeт сrrецtаться лищь конечно€ чuспо pas.

9) Если |d()m, j.ft(э, m, j})| 
= со, то пара ,| начпнsя с некотý

pOlU MoraeнTa t| постояняо явJrяется посJIедовате.лем некоторою J

l limIr(з, m,d) = Пm;a(rn,d).
ll
l0) Ec.lrn а f у, ,l,,,l кцкочrr бц ии бнлr н!6оры параrrе-

тров, llц,JleJlolrattJlbнocтli lfr,,n U {3сg'(аб = 5.)} u Нu,л l,)

U{3r6-(сб - со)} с 9тяии параr.етраJlи опре/IеJtяют рrsJIпчные
xноiсегвь

t l ) lIля какдоrэ I ва,йдется пара ,, такая, что Bl,- r.r Il.,- U
U{Зс9-(сq = cg)} ,Urя tleKo, ,trpmx trаборов парад{етров определяют
(rtll() и ,го же lIнохество с Terrx же параuетр8rl&.
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Пусгь flj,- * p(li.i(a, m, d)) U {3лj'(об = ао)}. Тогда

. Ф((п, }), с, зg) *
Ё 3mlgill(?i,(cg, m,9) п (с - {r о l|r € ,у(й((п,*)))})^

д3пg((п9 С fl{.,r1,-) д Тго (rrg, cor]cotfu, Q)) д (ткп р1

рсаJlп9уе,t,ся в r.qдепl .lИ на кортехе (Э(0), r(1), . . ,, r(rа - l ))

опрелелrет рЕчрсJпихую вl{чхслиr.уlо ll F(rll)-нухерацию yr шHo-
жества ý\{Ф}, где

т", = {(((n,0),6), ((п,0), Ф))|Зm(р()i.П((в,0), rn, i)) l Ф)}u
u{(((п, [), с), ((п, ,t), 6))|:lrn(p(}d.b((n,0), п, d)) l Ф);

суlцествуют ,. с зр(о), { б rp(6), i < nl, та(ие, что кортr)х
(ro,rl,...lrnt - 1,;|rl'1,...,а'о* _ 1)

решизует тrп л е 1@о((п,}))) или c=D},

а слqдовательно, суц€сгвует р!sрёпп!Jая вцчtсllr.ц8ra
flЛ(izf)-нуrершrlя сечеf,ства E(flP(M)). l
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