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Пrучаrtтl,t,я lK)Jlypelllel,Kп ьцчriспllцых нуrrершц! вЕчяс.Jlи.
хога rспасса конс.гр!дтt внЕх булевых алrrебр. В работе [lJ ло.
l(вSано, чm если пмуреrдетке вычислп!нх нуraерацпП сечеfi-
ства. рскуреивво-перечисJIхraых r.Ho)KecTB нетрхUr.а.rlы|q,fогдв
{)H,t (:ч(|jгнll. В 9тol рrботе покаSаяоl чтo для любою бесхонечltо.
п, вЕчIIсJIихоIý кпасса конегруIстявных бу,певнх алгебр, которнй
кuеет дв€ рекурспвно неrзоl.орфнве бесr<онечннс булевц алrcбрц
(:rl|lествуют дв€ вцчllсJtпхые н!rraерцшп, не rшеюцие ниrlней
гранr. Этот рsультат нескольао усплrrваат теоршу GerrяBalroBB
дJrя полурсJttстки вЕчrсппхых нуrrерацяl ceraeflcтBa рекурсrвно-
перечrсrlххцх l.HorKecTB,

Основвые оtrреде.ления

Основннс опрQдслсняя и обоsначенlя чптаlчrь мorкcт наЛти
в [2]. Напоrrниш лпшь нехот€рне пs Hrt:(.

П9r<:гь (8, U6, П;, rз) - буrcва алгебра Нухераuия се основ-
ноrо l.нохсства у : t, + 8 наSыва€тся rоrсmруЁпrчrrýсOuсil €сли;

l Работв внпоJIнена прr п.Jддер)rте гранта FDФИ
М 99 0l .004Е5, гршrта РФфИ - ИНТАС m IR-97-139 п

цrшrl,а'Унlверсrтетн РоссrяD Министертвв обр!sовшхя P(D
,s зн-3lи-99,
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1) сущес-гвуют обцеркурсивнне фужшяи .fцrft,/- тжле,
tITo

y/u((c, у)) = и(а) U u(y),
y.fn((T,y)) - ч(э) n и(у),
иl(э) = -(иr);

2) uHolKecTBo {(rn, п) | и(rп) = и(п)} pecypcllBHo.
В эточ случае пврв (8,и) нц}нвает!я хохсmрухmuылоll бу.

aeBot а4есброВ. Пусль & - лrrнеЛньтfi порядок, тогда череs Вд
будех обоsначвть булеву вJтг€6ру, построенную по 9тошу линей_
ноху порJIл(у,

Ес.ля 8 булева алг€браr ,t С |6|, то черз gг(Д) будеr. обо_

значать подалrcбру булсвой а,rIгсбрн Е, пороlтлснную 9лехент8.
хи иs z{. Пусть К - 

gцчисltямнf, KJlacc конструктквнцх бу-
,tteBыx алt ебр. (Опреле,llение вЕчrrоtпшого маaс8 констр),хтив-
нцх сястеи rrохно наf;тrr в [3], однахо, в на.Iпеu случа€ Ееоб
ходяхо авто9квиваJIентность хqделей эаrrенять на рекурсllвный
пsоr.орфrsк, т.е HвIlpnrrep {п) =, и(/(п)) нужltо saJ.eHпTb н8
т(п) g,* и(/(п)) н так даJtее.)

Пусr,ь .,| - консгр)rктивна, булсва алгсбр8. (hелуя [3], опре-

деппra понятле ;oraroroil оaоэlслл,лосIп'с Булева шгебра 8 Hasrr-

вч€тся aorlcabrao аaorcuaot' в .tl, еслr д.lrя любоfi конечноll подал-
гсбрн С ( 8 сущсствуст конечная по.дмr.ебра 2 ! Л, хоторая
].iмagl, ,l,ar((tc lr(c чиuло BTolroB. (Это псрсфорнулировха, опредсJIе-
ння лmаlrьноf, ыIохплaо(il,и коDсгруктявных ходел€й проDlSволь-
ной природн, прrведенное в [3].) Вуrcм llrrcцTb 6.+ ,4t есJrи 8
J.rцrull.tl(t Brl,rrxиrra в "4.

Jfuя KorrcTpyKTTBHoй булевой 8rIгебры /у обоsначим череs
l," ё |В € К | В =ь" An| loxaabHbl поdt*асс, опреёеламьll
л".

Таr<же черs & Ё {В е К | a -+,il,} обоэнвчян .оrссJьrый
rс'в9с, <rtrреДеленннЛ *'lr.

IlycTb а, f - д"" вlr,lи(.Jlимlле цуuерs,цип K,rraccB К. Тогдв
с l Р, ес:lи сlrцествует обцер.курспвная функrщя / тахая, что
Yп е о с(п) ..,* P(/(n)).

Булсвв мrrзбра В наsьтвастся уrurоерсшхоа для хласса К
реху[)(iиliн()-|!ереч9(,Jtrмtiх булевнх мгебр, еслп любвя ,l € К
рекурсrвно la9охорфЁ8 подходяцеиу гл!.вноr.у пдевrrу в 8.
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Черs I(I() будеrr обознвчвть поJтуреrлс lxy ввчrсrtхllцх ну-
мераllий вычtlслt{rrою класса буrrевцх вrIг€бр К со сво,дихостью
по PeKyPcKBHorry rюхорфпSху.

Вспохогатtльнне р€sульт8ты

УТВЕРЖЛШrt}tЕL. Сmруrmурв (Д(Х), l) лсrлсmсI BepsNaб
ftоlуреаеmко8.

ЛОКАЗАТЕ,ПЬСТВО провопuтся сгандартнълш образош: по-
elpoeнIeI дIя двух вЕчислuuцr( Hyмepцrx' с п В пх пряraой cyl._
мы еФР. r

УТВЕРЖДЕНИВ 2. tЪл ашчuс.ч4оао Ё!осса pexypcuaьo
пс.реt uс.rlлaa., булеоыз алеебр суцесmоуеm ужrcерсuьx,ва булеов
алеебрв u ottc сdut+сtпееюла с mо\Nосmьlо dо чзоtорфчзза,

ЛОК 
^ 

3ДТItПЬСГВО. Пусть r{ - чнохество всех бtrлевнх
1,..рмов от u;. опреле.rrпrr отноttrение ý так: t я, , ё и9 aIcrora
булевнх а.лгебр Р t : ,. Заuетrш, что это отноIпенпе будет Talс:t(e
отноIдсниеI конгру9нтностя.

Опрелслпх тспсрь Л. = {rЁrB,n,Ur-'r0! 1}| где яlrrlерцlи
В lндучrроваlrа rtдgrево* Hyrrepaulef, ,герчов. Tarc постросн-
ttая бtrtllelrt, шlrэбра булст рецФсrвно-перечrс.rrиrrоf,. Похахеш
1Tjltepb, что любая рлурсuвнq-паречrсляraал булевв алr:бра р.
курсивно rsоr.орфltа факroряsашr свободноf, булевоfi алrcбрн
llo Heкoтoporay рскурсrЕно-персчпсJlrraону ,леаJl},. Пусть 8 =
= {ВrР,...} - проиrвопьная рекурсивко-пер€чrrслпхая булсва
алгебра. Раrrсrо,r,рtrrr о.гобрarкснrе 9:А + В, tде А - Iнortrе-
ство терuов, эадлlное r,aк: p(u1) = FФ), ч@) = 0s, 9(1) = iB,
и(rur) = rp(t)Ueg(a) и адlмогпчно с пересеченкеrr r допоJtнснIец.
O,reHb легко проверl|ть, что 

' 
l,, + 9(з) = р('). Зяsчит отобра.

хенпе 9'[t] = rp(!) а.llrtбры Fi, в 8 опрqделеяо хорректно. Tor.la
8 е fi,/Кеr(g'). Оствrrось |Krкrlra,l,ь", чтэ Кег(9') рекурсявно пе_

р!:числишо. Ксг(9') = {с е Р"lи'(с) = 0}. Посrrеднее cBoficTBo
Dвl.ду тоm, что 8 - рекурсllвно-перечпсляцsя булевв аllrзбрq
реýурсхвно перечиспхr.о, Jtlвчцт уrо рекурсrвно-пер€чlfсJlпшо€
M|l(,)t(ei:Tвo. Пшюlких JIля кахдою i С g & = P.lJb где

'. =JО}U{с|(3п3аq...3а.)с Sp_ f(до) U...U Р(с,)}. Пусть

6 = Ф Ц. Пусть,,Д - некоторЕя рекурсrвно-перечrсJtttuая бу-
i=l

лева алr,ебра, тогдвJ Е 8; для нсr<оторою i € N. Кахлошу б е 8;
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llостадяu в соответствrе посlIQдоватrельность (0|...,6r...t0) С 6,
гдс б стоrт в 9тоП n(,(2leJt()Ha гёJ|ьн(х:ги нs d-ош raecтe. Это отобра.
,(енrе r опрqдепяет вJюrкпхость J{ в 8 ках ]{деал, Твк опрqде:rен-
нос 8 булсх HasBBaTb yt uoepcc.Dr.oil 6},левоfi апtгеброf,. Нухерь
ция 8 rндlцпруется нучерщrей всех конечннх посrqдовательнФ
стсй.

Устаковrtх теперь, что так посгросннаr унrвсрсalrьная буJЁва
rultcбpB e;lrtlcr.BeHHa" Пусть С - тэхе унrверсальная булева
алtrсбра" fогла В е,..4 г;рЭ- главннЛ rдем вС. Вспоrrняrr
тспсрьt чm С g аО+. Ццеал iE - рскурсивно-перечпсJlпllr
lнrrчrrт il,t € rl тахое, что iE а:r"" 81, 3начит С g 8r ФЕоФВr Ф. .,
Покажеrr тсперь, чlэ :llo rsсrrорфно 8. Для эmm расспотрим
ноsУЮ КУra€РаЦПЮ РСХУРСrlВНО-ПСРСЧrСЛПuЕХ ХНОХССТЗ tlg = JI}
для;=0пи; = IL-l д.llя i ) 1. Tlrx btr(,Jцlпцa,l нуцерлшя
эхпипаJтсJIтнв П, sначкт по Tcopcrac Ролхерса [4, с.76, Tcopс-
uа II] существует рекурспвная перестаtlовкар : u -} q,, такая, что
и1 = Il21r1. Этор и лаеT,lrскохыf, яsоr.орфrs!. В9!ВtФВ4С.
3нвчrт 8 с!rцсствуег, qдпнсгвевна. a

У'jВF)РЖДЕНИЕ9. Сучlеuпвуеm alaorac оt*чtсrlцсfr хрс-
рвцr8 a&l ,4ассв реr,урсlU,схо-перечijс.UJш, бу,rcвt/tr чzебр К.

ЛОКАЗАТЦПЬСТВО. Снова воспольsусхсJI Tar r. фахтчх:
лtобая р€t(урсrвно-перечпслвraая бyrrcrlB шltебрв / € Х изоrrорФ
пв B/J, г.lр J - некоторнЛ реtt}rрсtlвно-перечllсппr.ЕЛ пдешI

в В. PBccMoTprx теперь И - глsвную вычвспrную нучера.
цrю рехурсхвно-lttречri(rrпхнх уноrкеств. PacoroTprru лля И
rдеал в 8, порожденннfi 9тt{l, цноrlество}a. Обоsllвчвra череs D;
фвхтэр ,вrrгебру 8 по gтDr.y пдеsJту. Поrqrчасх {Д} - главную
в,i,lrспlluую нуra€рацхю. a

Расоrотриrr вопрос об оцсяке сло)хностrl кrlлсксного raнo]fic-

ства сводlrllости вЕчlrслlllrых н}пaерацхй хлrсзa t(онеI?}rктtlвнъaх
булевых аJrrtбр. Пусть с п Р - reс внчпеJtrмые нуIерцlлll,
Тогда

@ s р {+ (].f )и-орф &((Vn € r.l) a(n) i: f(/(п)))] е
+l (З/)U-орф &(Vпlgfo,-орф &g(a(n)) = f(r(,ъ)Л)].

Пспольsуя аrrюркt,м Ta.pt:Ktlrn-Kypaтoвcкoюl поrцlчsсra оцен.
к}, Е9.
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УТВЕРЖДЕНПЕ 4, Дусmь ,с4асс К Ёохсmруrmчоrеiз 69ие_

выз аrcебр сосmоtm r'uщп rд? ,соi.ечratl, сuсmеl, ТовOв сущесmву-
еlп вычьсt|вое celeficffaao реЕурс'4sхо-первчUсaчJDl, lrохесmо
S, пtвrос, чпо й(К) g Lo(S), m,е. сеrе Gmво S tцееm flbyаl'се, с
rпочвосmьrо 0о ьэоаорфtlзав, оарrл.кrх) поa|lрсuеmrу Роd*ерсь

Стот факт ямястся частннlI случаех (см. [3, тсореха 0]),
УТВЕРХ(JIЕIIИЕ ý. llусmо К - ооrччсзчrш8 ,з.6сс коr.-

сmруrmuоrDв Jоduеdr 1 - сзо ,D.чuсaчлd, ry*,epa{lr, (М" |у' е
С К u й"(К) лgееm более. оdrоzо alctctltпB v о IY (Ку) tлссfпсr
2|-просmос tхоlсесmоо, Тоеdа у rcr'осса Х tнзсаmсл с..сmхос
ччс..о попоршо llесраоraur'ыа оOrчUсaUaоrа xy*cpctдuil.

Локаsательство этою фаrmа xolкHo наf,тп в [3, Tcoperra 4!.

Основнве реSультатн

ТЕОРЕМА l. Цусrпъ К - аьr,.чс.ttльlВ ,gосс rо'r'сmруrcmuо-
ньзз буаееыs о*еебр, 1 - еео бьlчuсrlлс, |t rерацrа, (!vlr, v| е
еК, (Mцv| беспсллечtло ч |Lr(I()| = 1, ТоеOа у t1g.accc К t7g,e-

еmаЕ счеmIое lLсaо поiврхо lеокаtоаlеNmrьu, ,ьrчUсat4Jaы, rу-
дерс,{Uй

ДОКАЗАТВПЬСtВО. В докаsвте:lьсгве испоJIь9овц{н ид€п,
ýarlrcтBoваllнrle в [3] ллr оryчвя lД"(К)| > 1.

В даrrьнеf,пех ltag lr<lrtв.добятtя спедующIе предлоr(€ния.
ПРШШОЖЕНИЕ 1. Eclb ,Д - хохслпрупmuолсл буеоо

алевбра, mоеdв сущесmвуеfп бычцсJuJсл посзеOоваmелььосtпь
Боrсчr.ш, поduвебр {,А;| uеебрьt А tпахм, чrпо U;{; = l ч
.{;al = gr{"tl; U с;), ede oi - оmоJ , /i+1.

Доr<аsатtльство этоrэ фактв хохяо найпl в [2, с. lO3, леra-
ша 1]. r

Тспсрь с поraоцDю 9mю прqдлоJхсния шo:iнo устроить шI-
l}tх)к(:имвllию любой констрlпtтtrвной булевоf, алпсбрв. В даrrь-
не лхсra 9то постросвrе 6)rдст ясполь5овпться,

Поerтоих c-r{eTнoe чпёIо попарно HcgKBrBaJIcHTHrtx Hyraapb
rиf, хласr:в К. Основная rrдея доrсаlатсльства cocтollт в Toш! что
еспя Heвo,l,оl}lrc нуuсраItrи ,yj и 1,' свqдичн с поraоцью соответ-
сгвуюцеf, фуtrкции 9m, Torцa в нуr.ерцшх t' булет поегроеttа
Гrеr:коtк:чнвя булева шrэбрq а в нучерцlпя У - нексlт.орая ко_
нечнlя. Очевrдlо, что 9ти нуцерцlиlr не цогут бьrть сводrrrн. В

l93



посl,роснllя будсlм польsоваться метNаrrrt двух тtlпов (m, i, j), хо-
т!)рые буд)rг оsкыlать, tlTo сводяхость.у' к / с поlfоЕью {р,,. yJцe
lilт)пrrена r.t шеткrr тппа [m, i, j], прqднаsначеннЕе /(ля того фах-
та| что свqдишость коr(ет нар)ппиться не сраSу пос,Jrе ввqденпя
xe,r,oK (zrr, i,j). Введен обозначение d(j, а) = |lt(.li; )l - чпспо

атомов в буrrсвой.а,rrгсбре lr; на rлаге r, Прr построенrr у KBIK-

ДОf, НУХеРЦlПи ?i 6},ле,l, оllр(лсJrен некоторцй послqцователь ,уу|

r<оторнй но)ltет ненятьсr, tto тольr(о консчнос число pas. Ca,rrи
i|(,)qrtсдователн могlrт Tarcr]€ перечсцаться с однl{х Koнcl,pyKтfiBx-
эаций нв ;руr,ис, ll() ,|rrже ,гоJlько конечное чхсло pas. В crJry ToIý|
ч.r'о |rу(к) = 1l, то в классе К яrr..тся одЕа счgтЕая беcIсонеч-
ная булева аrrгебрq а остаJIьнне конечнн, тогда локаJIьннй конус,
сцr:r,веT r;.l,вiточlий ,rtl, есть вссь Х, а соотвстсгвуюцсе индскснос
мно)хество есть все (r. П<lскоrlr,ку в t существуют Е!-простне
rrнo)xecтBq то пусть r{ - 

,r,ax<re raнo)iecтBo в l7(r'l"). Часть
61rrк,lвtrй и.лгсбрн .4ri, построенную на Heкoтopora шаг€ 

', 
будех

оiознвчатъ чеtе9 /ttyd. Пвршrлельно в построени}t будет исполь-

зоваться сппсок меток (m, i, j), которне трсбуют рассrrотренпя,
,l,.e, rде нс нар!ппена сводяlfость / к t' посрqдствоu функцlltl
g-. В оtучав ввqдекпя ve,I,oк ,гиltа [п, j, j] булrт опрqдеJтять(:я
зппчепrя вrпочогательноil функчпп l(m, j, j, t) п хон€чные уодели
/)(m,i,j,t,|). По холу пос"троенпя будет опрецслrтьс, I(i,t) -,
чаtть нучераrlях 1', которая внчхслена к шагу 

'.Пусть Р(r, у) - расурсквннfi предиквтl хот!рнП опредеlrяет
цrrllжество 4. n € l Ф (]c)(Vy > r)Р(п,у) u п € А ё
<+ (Vc)(]y > э)-Р(п,у).

Провелеu построение.
Этап 1.
ltlаг 0. ДIя жх i I j опрсделяех ?Ё = d = Ф, все хсткк

(m, i,j) при i l j включасrr в спrс!к дtя рsссr.отренхя. Для всех
i € ta полагасu d(j, 0) = tt и .{!; = Ф для sфх d l j. Пус,гь
di-,;;) - чисJtо нуuерцlrf,, котoрые ииеют r.e,!,Kt, ве больпие,
,rcM {m,d, j). Пусть ýt-,i;1 = max{2dt-;;1,3ca(m, i, j)} + t.

Паг a+ l. Рrссr.отрrч ,у}_,rr1, которне иr.еют IeTKy [rn, i j],
прlчем сoо,r,вс.rt,rlrурщlrе шеткн (m, J, j) uсхrtючены ш9 рас-
сrrотрення. Рассхотриrr яеиrrеньIдую четку [m',i', j'] таlсую,
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чlо lAt(p(m', i',i',r,0)l < d(at + 1). Для всех кекьIдих

[-', i', j'] < [rr,'rd'rj'] llоJtвга€u l(mlrilrj',,t + l) = J(ml, d', j', r)
g DQT| ,i', i',t+1,1) = DVt l , i',t,l). Для посзrеловате.лей ,у9 ну-

цервцпи y'r_(zr) проверяеr, исгинность предпх8та, P(c,t). Если
он псгинеll| то рассчотряra слqдуюцие сJтучап.

l. }lueerr d(j,2[,t + 1) = d(il2blr) и d(j,9-(2&), t + 1) >
> dU,e-(Zt),4. Поскольку метка (m,d, j) искJtючена пз списка
JUтя рассuо,r,реlrия, Torae объявляем у последователеrr лля '{_ 1zr1.
Fl,lrl .{;,2д с I(i, t), то это оsнача€т, что эте мг€6ра уже строп-
Jlal:b и и(l}r(но вместо нее построrть любую хонечную булеву aJT-

гсбру. Напрпrrер, cc,.rtи 8, - JI()KtuIl,Ho вJюхпaaая sлrзбра для
всегЕ класса К, тю объявляеи л IIосJIедоватcJIем zця .yi*. Вслч
жс ;{;,zr / I(i,r), sначит это яо(оторая новая апrэбра" Полагасм

'(i,r+l)= 
I(i, a) tJ ",|i,2r, у нумеры{ии 7i1 снrхасu последоват€Jtь

(ес.пи он y:rce бы:t). 3ахеr,яu, ч,t,кr ич 71а.лt,нейшею построення бу-
лет вилно| что е(тlrl )r некоторой нуисраruп 1i1 кет посJIeдоватýJIя,
,r cl 

"{;,26 расти на пос.педующих шаг8х не будет.
2. Ес.ли d(;,2&,' + 1) > d(i,2},0 и d(j,9-(2&),t+ t) =

= d,(j,9*(2k),t), т0 поступа€r. наоборот.
3. llrreeu d(i,zЦt+ l) - d(d,2Ё|0 и d(j,p-(z}),t + t) =

= d(j,9-(2}),0. Раs хеткв (rn, d, j) иm<лючсна иs спкске дJIя рас_
сriотрснl.я} тогда r|9оцорфвзraа и€)l(ду эткur.t булевыuи алrtбреrrк
шет. Снимаеr посJIедователl| с нучерачиfi lzп П ir-lrb1.

4. Шнеем d(a|zЦt + 1) > d(i,2*,0 и d(j,9-(2}),t+ l) >
> dff,e-(Z}),t). Этот сllучвй невоrхоженr так ках lfeTKB
(m,d,j) иск.lrкlчена п! раrсхотрения, а в 9тoll сJrуча€ окёtнва.
ет(.,яl что обе а,пгебрн рмrгу,|,к ,{, и ,l<rлучаеу пsохорфr.rsх vrl;,1
r /i,r_(2r) (это однв и та же ,4,).

В конце калсдоrю сJIучая перё(ошх нв этап 2.
Этаrr 3.
PacoroTpиrr ,|,вxylo llаrr,.с,rьшую иетку (rц;ri) в спвке д:тя

раfсr.отрения, ч,Iо са(rп, i, j) s ' дл, t € r,,. } € sb,,;l +
+ 2Ь е бЙ. Ес:rя такоfl ltетки lteт, ,r,о tlерсходиц нв этаrr 3.
Иначе Paccraoтpиl, один пз оIедуюrцшх слуqэсв.

1'. Пусть 1Ц < Ь < ý|-,,;1, 9-(2ft1) = tp-(2b) и нуце-

паIrяи 7i*, я d*" cBoб,rlull от t{еньItrпх меток. Рассхатриваr,,м
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спучал этаllа l сэ сJrедуюцях пsrreнeнrex. Пусть d(j,2Ь, t + 1) =
- d(i,zb,tl п d(i,2&r,t+ 1) = d(d,2}r,t). F,<.,rrB .{1,u*1 € I(J, t)l то
этв аrг€бра ухе строиJIась; поступаrх так: у объявляех пос:tе.
доватслеra для т!, , лля y'j." ,оr",. построштъ некоторt ю коrrеч-
ную булеву чlrcбру (наrrриuерl rarнпraшьную по вJюrIпr.ос-t,r).
Еош ,!,zr1 / I(J,ф, то в Hyxepatцrr йr постро€на tiехоlюра,
Hoвa,l хонсчная б;rлсва алгtбра r тогда, ollpeдcJtxI I(i,t+ 1) =
= 

'(J',r) 
U.{;,arr. Пос:rсдов8тсяь дJIл Уrдr, * он бнлr снlц!.

сх. Анцrrогпчно ра!бираlотсr. все осгаJIьllнс сл}наи. Нц всс сво
боднцс от rrеньпIих хеток {, гле } S 2St_.;;1| ставпш rстку
(ln,i,j). Все боJъшие rrеткиr еспrl онп бцJrl, вкJIючавч в спи-
сок дJrя рассr.оттrсяrlя и снr|raа€I rх со строяttlпхся нуи€рыlпй, Ев
нuх навеЕпва€ш метку (mt j, j), а саху х€fi(у (m, d, j) иос.llючаэч
rir рlссuотренllя.

2', Уоювlе п.1' не внполнено rr супествуст } ! ,$t-;;1 твкое,

что 9-(2Ё) четно r. нуr.ерщtlп Ti* и y'r_tTl яе отl.еченЕ шеньпlr|-

uп r.емацп. Сновв нмо рsсrчотр€тъ сл!пrцl 1-4 этflrа 1 к соот-
в{|тgгвующr€ rнoxecTBa 1(j, t) и I(i, t). Посryпас.. к!в в сJIучs€
1', хврlrпrвя сводruоqгь, Далее снхца€ч со воех еl,рояцдlaхся Hyrae-

рп,цй uе,l,кr (m'rd',;'), болывпе (m, i, j), r.l вкпюча€I пх в еписоt(

дJIя рассцот)снllя. (klвоболlвrцчеся вуц€рацrп поttеча€tl raeтxol
(m, i, j). Нушершцв ,I: п 1i, гдс ,,I S mш{2ýt-,;;1t 9-(2Ё)}, Talt-
хс поlrечасlr шеткоЛ (m, d, j), а саху rrетку (m, i, j) rrсrслючаех яз
(хlt (:l(а. IUlя рlссIотренпя.

f. Пусль 9-(2}) нечетно. Тогдв на d_lar1 усталавлпвааш
четху [rп, dr l]t, послелQватрJть ,Ir для нуr.ерцtrп y'r_(2*)t €cJtr он

бнл, переrспаэrr на ?p+r, гле 2р t r > 2Si-,i;l и констр!tхтя-
вrr5ацпя 1Ф+t еце яе учасгвов8Jr8 в посгроеняя. Снова рассr.вт-
рина.х случап 1 -4 этшtа 1 с уч€тоl. !.ноr(сств r(j, t) l l(jr 

'). 
Цз

нуraсрацrю d_(д) сl,чвlll, [m, j,.1]. Сншхаеrr все хе.trсrl фJIь
rчпе (m, i, j), п а&пюча€ш l|x в сппсоt( дJrя рапсr.отренпя| отме-
ча€u все освобод.rвпruеся нуrrерцшr r.€тfiо (m, iri). TaKrKe на.
B€JIItrBаeI rrcr*y (rnrj,j) на Bcte Byr.epцIttu 4 п i т!кпе} ч,lэ
r,J S mах{2ý|_rr1,2р * 1}.Олрелеляеrr D(m,d, j,l(mli, j,r+1)) Ё
Ё {,"-1zr1,l(п,i, j,r+r) =J(m,ij,f)f l, сс:тх l(rц i, j,t) опре-
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делено, пначе полага€м J(m,i,j,t + 1) = 0. Мо:су (mrirj)
пскJIюiIаех пS сппска дJIя рассraотреliия.

Этап 8.
У нуrерыtяя Ti, которая не пмеет послqдователя tr

c(j,2р) S 
', 

объявляеш посJlеrюваlчlеч и. Для всэх j < t на.
хqднм ,y}l который есть послqдоватепь для 7'. Объявлясм 1
послqдова,ltJrеu нуrrераrrии 1i*, с наruсньшиlf 2р+1 не пrrсюпrсм
посJlqдователя.

Этап 4.
Для любой нукерацпrl ?i с послеловатепех ?у и не о,гшеченной

rre ',коf, [mi ', -] или с хетlсоf, [m, ir.fl, но с лоr(внш sначенисlf
предl.lката P(y,t) полагаех ,{!|t = gг(,{!д U.4|,), Еоru хс {,
с посJтqдователеll .yt откечсltrд uсt,кrlй и Р(у, t) rстrнен пJTx у .rl
нет посJеловатеJI", то lltl = ul!,r, ll .yi - консгруктшвпsаIдrrя

l;,l. Постр.*,,ие рrцlllоraсрно по d, /с, тогда .yi 
- вычислпхм

нуrсрацхя дл, класса l(i _ {(lJ,*, ?i | fr € а,}.
Коlrсц построения.
ПРЕJШОЖЕНИD 2. Dctu хв llыr'omopol tсoec оь.поrЁсrr

эmвп 2, tпоеdо ,ь}поalсraо аtбо 1' , ллбо 2', tuбo !,
ЛОКАЗАТЕПЬСТВО. Пусгь н8 Hexoтoporr шаrc t + l вн-

п()Jl||яет,ся этвтr 2 и 1' не вшlолнено, тогдr посrl€ Еага t ша.|.ка.
lи, которые ше првосхолят (m,i,i) отrrечено dt_,ij) нуr.€рцrи .

Иl шнохествв {2tlЁ s si,",J,i},2Ё с 
'9;} 

чисел вrrда 2} тш<rrх,

что нуraерацля {д отнечено хеткоf,, не превосходяцеfi (m, d, j),
нс боltсс {_,,;1. О*"a-rхся чtсеJт в 9тox цвожестве не хенее
di-,;;l + 1. ПcrcxorIbKlr 1' нс внполвено, тогда функцпя 9,| нs
pasньIx 9лешеЕтвr( gmm цно)хества ,lIr e дful,г рLзличные 9н8че_
нпя. 3Hа,IHT, суцествует эJIечент 2} е {2е|Ё 3 St-;;1,2Ё е бр|}
тшюf,, что кухерыtия Ti."(zr) не отшечена хеп(оfi, не превосхо_

дяrцсf, (m!d| j). Если p-(2lс) четliоr то выполнсн с:rучаЛ 2', сс,rrr

р-(2}) ксчетно, тогда внполнсн случаf, J. l
ПРЕДlОЖВIIПВ 3. Коrсdсл rrсmrс сmаблuчзuрусmсв.
ЛОК^ ЗАТВЬСТВО эmю утверцденпя совпцда.т с дохцrа.

r.eJlbcтBoш сходною утверхдснпя тсорсuн 4 иs [9]. a
ПРЕlUIОЖЕНИЕ 4, т' - dDlччс..tл,.м хулероцм ОмК,
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ЛОКАЗДТЕЛЬСТВО,
1) Уствнових, что I(j g К. Krrж;tal нумераци, { получаэт

посJIеловатеJIя. Ес:lя она отхечена неткоfi (r,Jrl), то поспqдова.
тсль lrожет сlrенrться ToJtbKo прк навеIдиванпlt женьпеf, хетки.
l}слп нв нсй с,lrrиT , ue.trta [m, i, r]L то последоватеltь шо)хет crie-
ни,гься ToJtbKo одхн рл) и притом на у, Все racтKrl стЕбплиsпру-
ются. 3начит хаlrцм нухераIrия 7i поJlучаЁ.r. Ie r ку, fiOтQрая у)iе
lle (:|rииш|1,(:rl а эначит п ее поспQдоватеJlь ?r/ уж€ не сниllа€тся.
Откула 1i .i,cc .ygr а эначlrт и (,{i,r,.yi) € К.

2) Посаlех тепсрь, что К g ra. Пусть j е о. По этшу 3
какдм ,yg будет Het(oтopыri llосJlе,цоЁатепем 1i пря некоторох &.

Пtх,.rte,71оьrtгель чо)хет перечещаться только конечное чrсло раs,
поскольху снятие u.ток происходrт только в сJIучаa кавеЕlиваtlия
l|еньIпях хеток. Пуt:,гl, 7; -- 1,акая конструкмвиsацtiя, что ?у
сс поспqдоватепь, которыfi не двига€тся на далыrеfiтпих Еага;с,
Тогдв по построенllю 1у E.u t яли (r{",,,1r) € К;.

Пч вцrлеr.rsrtохенriою поJIучаеra, что К = К;, sначпт для
хажлоrю i € t, внполнено 1j € Eок). a

ЦРЕ,ДJlОЖЕНИЕ 5. Y; * j ошпоrrеrо / f У.
JК)КАЗАТВПЬСТВО. Пусть 9то Ее так r с)пцествует m

таrое, что (V*) 7l(.э) =,* li (p",(x), Рассllотриr четку (m, j,j).
Сlrществует tЕал t, на Koтopora онв стабиrlиэrrруется. Tart кж
рй обцерекурсивпа, тогдв вцпоJtн€н этцt 2 построенtt, и эначl{т
выпоJrнена лпбо 1', либо 2', либо d. Еслш вцполнен оlучай 1',
то с}пцеет9!пот /rr # Ь ,r,жlre, ч,го р-(ftl) = 9л(Ь). Тогдв по
кOrrс,гр!жцпи qдrв иs 1i, n d, "тро".с" 

по бесконечной булевой
алrtбреt а вторrя по хонечноЙ. Онr не хогут бнть рекурсявно
и9оr.орфнн,

Frля выполнен У, mглч gуrцес-I,Ёуют }r,...,& тахис, ч,Iю

l < , S | " |'^(ь,) отuечены меl,1tlши [m, j, j]. Суцествует

tз > t I D(zцd,j,t2,а) = D(m,i,j,!,l), но тогда внполвен один
r.t$ r:llуча€в 1 ,4 эT,аrtа 1 и в одной ]rухерацип будет построена
бесrсонечная булсвв, а.llr,ебрв., а в друюй некоторая конечнвя.

Ilслп вцполнен 2', то cltoBl, построtнпе дает 7i консчную,
а /r_lзr1 llостроrтся по ,ilr, Во всех трех случмх получа€ч
протrворечне. f

TeoperrB 1 дшssенв. a
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3АмЕчАнI/Е. с,l,им хg llеl.олоia llожет бцть дока9цlа п
более обцs,l

'l'lrOPt)MA 2. .Еgсmь аьrччсrчrшd Krccc К соdержuп сuсmе-
ly "Д mвхуtо, чпо 0ll добоll В € К abrno.r€Ko yclooue лоrсl;ьхоа
,.о:/rсчJасm В -+ А, Тоеdа ч lgaccг К суч!есtпвуеm счеmхое
ччсaо noncprao lle}xouoare'{mкbaa бDlчUсaчaDl5 NуJераqчt',,

П,:рgйлсм 1т;перь к усплеялю тсореrrш Сслrванова, для внчпс-
лихых KJla(,lx), к()и(:l,рук,гхвнцх бул€внх алг€бр. Справелr,r"llв
сJlЁ,|lуюцая

'I'EOPEMA 3. Еии оD.чис4uJ.Dldl бссrоrечвOlrt lt;'асс ,aot.-
слпруrпuсtлыs буеоьtх uзебр К соr)ержtmА vB - бесконсчlме
хе реrурфrахо tзоtорSньtс сvсmеId| mо суцсслпоуюm 1, 6 - оьь
чч.Ju{ь]с худерацwr tgcccc К mаrluе, чmо Vz; сслч r" € 

'(К),fno ,.евер$о, tmо го ! ,t ч f,, S 6, m.е. 1 ч 3 хе цлеюm лоd собоа
хч odxoeo эlс!евmв.

ЛОКАЗАТВПЬСТВО. Доr<аэательство проведеx поIлаttэвни
построениеl, этих нуrrершlий. Основнм идея лок89атсJIьствв со_
сl,t'rи,,, н t,Jl(,,rlyKnltera: есrlи нёкоп)рая нухераця, 

'lп 
сводятся х .у

и б с похоцью общерекурсивпнх фунхlrиfi 9i п 9j соотв€тствен-
но на Heкoтopora начшьноч oтpesкe, то Vэ выполненв условия
г"(а) g'.." 1(иr(т)) и т"(д) r:,." d(p;(")). Тогда на обраэе нехо-
тороm 9JIехент8 у rPl(y) и rРj(y) в нуrrервцхr ,у построич,{, а в
llyмepatlиt{ б построиrr l'. Р,е.лп некоторое та s,l п то ý d, то
получа€x, что .4 а:,.. В, что неверно по усJIовию,

Будех яспоrrьsовать дЕа спrск8 HBT],paJlbEr*x чясеrr .у-стпцж
и ,l .:,tисок. Нв sти чrслв будеr, cTBBtlTb четкп вцtа. Д[. Тш<же
BbMr будет ясп<lльsова.тье, rегха тrrпа [m|, котrсрая будет oтue-
чать построенную чsgгъ нскоторой нуrrершlrи нв m = l(a). На.
лrчис zlr-xeTKl на числс в rS 1-списка на Iцад! ! оrппчастr что
1'(.) строится по типу с(с). 3десъ а - в€которая вунерцlия
xrlacca К.

Пр<rведеш tlocтpoeвиe.
Шаг r = 0. то - Л _ о. Никаrtпх xcTot( нст.
Шаг r > 0. Пус,ть,1 Tat(oq что п = (i, j). Пусть m = I(r).

Il<д,lrс лrаt,а , - l хонсчное xнo]necтBo чис.еJI в ,у-, d-спllсках
отuечено некогорыrи неткаl.и,ll ?'-l, 6'-l ухе опрqдепены
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(l ) t)). IIекоторые чисJIа в 1- и d-сппсхах такхе пхеют uет-
к}, [m].

Через Ir(c, l) будеrr обозначать uнo:r<ecтBo чисеп в ?-сппске!
х()торце пмсют некоторце rreTxя. На кalt<дон шаге r это lrноже-
ство булеr,консчнцrr п знвчпт, рекурсявнЕu, Анвrrогично будех
оll[)qделять lrножествФ Il(o, s) лля 6-списка.

Этпп t-.

Если у 1-сппска нет хетки rlfr, то Me,r,K;l 4fr <:,гавltrr охоло
llаимеltытlеtо нспохеченною чпспа в "y-спrске, Похсчасм это
чrсJIо тtlкжс rrеткой [m], Ta.r< r<e поступасrr и с d-списхох. Если
)хе у 7-сппсха уr[с llogl,acJlcнtr Merxa z{f; для HercoTopoTo о (а
illачr.r,l,, |roc,l,anuleнa некоторая шстка [m]), то ничете не деJrасх
и персходlr. к рrгсvотрснriю 6-спкска. Еслtt в в 6-спrrсхе сqгь
uеткв типа.Аf,, то tlбtlзtrачим ч(lр(з e.Y нмбольпtее чисJIо с Taкotr
что хетка l[ cTotlT в 1-списке. Апалогично определяец сr.
Перехолиu н8 этап 2.

Этап 2.
[lycTb }1 < ... < Ь < , таковы| что 9;(tц) отшеченц неко_

mроЛ хсткоI в J-сrlricкe r .lшсла 9;(}6) тrххс пхеют нехоторую
rrcжy в 6-спlо<е. Рассчотрих /tilt в f;-r:rlиt:ке. Вtrзкохен одlн
Bs сjqдуюцих сJIуча€в.

l. Число pi(t-+r) нс имсст жетки в .r-списк€, а число
9i ({ъ+r ) lar.еЁ,r, векот!рую хстку в d-списхе, т.е. p;(/с,,+l ) /
/ Ir(a,a) и 91(Ь+r) € lc(c,a). Нrrчеtrr Be rкJra€r., перехqдку к
(r). Fhлl иlrе.еjг rtecтo сrrrlllетрпчная сптtrацхя, то такхе п€рехо -

лих к (t).
2. Раsобьех еm нs, Hecкorlbкo пqдспучraв.
в) Обв чиоlв 9;(t',+t ) rr pi(*.+r) еще не поиечены. Пусть

a(JVo) - J и о(л1) - Е. fогда на pi(.Ь+l) иэ ?--cпtlcкB cтr,виl,
HeTKy;lfro, стааим на чпс:rс pi(b,+r) хетку [mt, все метки Af;',
где r/ > za| tlcpcracцlacx нв наIiменьtпис нGпомсч€нянс чпоIа в

J-спrrске| также ставих на llих ме,|.ку [m], в яа осЕободпвЕееся
uсстr, ставпм xeTKиzlffo и хстху [m]. Для вссх чпсеп яs начаJrь
H.)tE отрезкq которцс llxеют хетку [m'] > [ml r нв этоra пrа.
rr нс пер€rещаlо,lся, xсняеrr ,голько rreTKy [r/] нв [m]. У чичrв
9i (lъ+r ) в 6-спrrс<е стаэиrr rreTKy Лfr, , все больпие хетки тц{r<е
llcвJtcи на 

']fi! 
. Аналогично sвшeнrex rrеткrr т1.1па [m]. 3BrreTl.rrr,
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что постановха метхп тяпа [m] яв н8чмьнцr отреюх стропцеfi-
(:, llуuерlцlи, буllет фиксrроввть то| что ухе построено. Перхо -

ппм к (t),
б) Обs чlrсла trхеют HelкrтopьIe rreтKп. llycTb gi(bar) от-

uсчено кеткоf, Лfr', а и(rЬ+l) отнечено rreTKof, 4[r. Таххе
пусть 9ти чисJta понечснtд tt ш€тха,rп [-r] " [rпa] соотвстствен-
но. Тоrцл llogr ylra{ru ,г&к; в,у сппсхэ вс€ xeTкlr ;{}' с m' ) m;
cнпшaara r.r sаценrеш rrx lra lfi, 81,шQltс устшlавJlива€ra у gтllx
чrrс€JI t eTKy [mзt, cc:Il [rпt > [пsl, пнЕче стrвrrr uетку [mt.
Снrтые rrcTKи перФaещаех на наtrraсныцис нспоxечснннс чrrсла
иt 1-спr(кq ,1ъкде t;,I,llдпll Tara пgжу [rтз]. Тчоrс всс rЕткll
дJIя которьrх 

' 
' [msl |l(}мечцдц вчесто [m] хстхоI [mg]. В

rf.-clTпc.xc всс хсттп ,{[', гяс п! > mzl SаraсняGl. rrB Afr., а тах-
же у(:,|,а!l7ц!|rfiаех у вхх хежу [ro.I uс,rr* их Iеп(у [-[ > [*.l.
Снятне rreTKи таr(хс персмецасц па Hatllfcнbtппe непоIсчеtltttJ€
чиоlв d-спrrскап а Tвt()xe устзн8влива€к на нхх петку [rц], еоlи
[-] > [rn.l, пваче егrвкr. шетку [m]. Melxr ,{{ar я ,l|l+r
y(:,|,rrнnBJlиBrrcll QкоJIо HaиlteнbEtfx непоllеченнцх чrс€Jт в .l- и
6- crrncxax. Таххс простаэляец у 9тих чrсел ueTxy [m]. Псрхо-
яlu к (+).

(r) По:lагru:ш

_r._t ,у"-' Uc(c), еслl pi(&.+r ) пшеет уетху z{o в ?-сп[Ф(е,
' '- \ 1', если , + 1 не rxeeт tleтlot( в J-спlfсхе .

днвrrогrчно пост}rпs€ra с б -crTHcKorr, ssraеня' 9d н8 9j.
Конец построевrr я.
3a.xeTnl, что наше постросllrе лар:гr что 1 и б - внчясли-

хые нухерацяп классв К, тад( ках пs .Sа ввqцения вспохогвтель
rrrlй rreтKrr r,лпа [m] нвчмьныf, rcycoK перестрвив!€T я ,r,Oльхо прп
установке хеЕьпJеf, меl,ки и так к8к к концу кш(доm Iпага все
ч иоIа соответqгвlrюцею списка отr{еченьт некоmрой rteтKo* тllпа
[m], в таltже все перqдвrrнутrlе уетки типв i} твr<же пркобреть
ют Me,r,Klr [гп], которая снишаётся прr уствrlод(е raeнbпef, уетr(к,
то чере9 конечЕое чпсJIо t|l1ц(rlt всё lle,t,Kя <:твбrлrrзхруются, а так-
,r(e ня (цна пS них пот€ряна ке будет,

УтВЕР)KцЕниЕ 6. ?узерсuчч 1 u б не цлеюm поd собоt
ль <,|lюecl ?l'eд.e'l,mlL
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ДОКА3АТE.ПЬСТВО, Пусть 9то невсрно п 3пg Tвttoe, чtо
г"с 3 1х r.о ý б с пошоцью и tl р, соответственяо. Пусть
1 и б опрелеляются на нФ(отороц Iпале ,. PaccrroTpпrr этвrr
2 пос-гроснlt, н8 этоl, Iцаt!. Dс'ltи выпоrrняется zla,, то прrr
переrФде х (r) в Hlrrepauliгy llостроrtтся весь класс К, в в
Еуraсрацtlи d, поо<ольку на чясле видв Ь.Lд lrcтKt.t не появJIя€тся,
ll.,c,l,polrT clr лиць хонсчнвl часть Х, а Tat( как ,оо S d, тоl,ла
,по нуr.ёру.fг tte ler:b |(, а Jltltдb tlскоторую сtэ часть, т.е,
т"" gь(к),

IýcTb теперь выполняется 2,б. Тогда по построенl.tю чисJIа
p;(b+r ) Я 9j(lь+r ) получают хеттп ,,{fro r r{ff, соответствснно.
Мсткп могуг хсняться Tortbкo еслх поставхтся ltсньпIая rlсткь
llrrэrчuу eqr.b mt,7lи начпная с которнх raежя тяпв zrfr" п z{ff,
flостоянно стоят при любых m. Тогда по (r) нr KecTt rpi(}п+r)
будет построенr,r{, а на pi(b+l ) ttrrc-r,ptrr.rтcя 8. Тогда получасх,
ч,tтr / = T(pi(/с"+r)) :с... T"o(L.+r) g,* 6(rpi(t-+r)) = 8.
Протrворечке. a
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