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Вьеденяе

.Щрннвя с*элья прqдрлrG(Е пФпqдрванпi пара$епроЕпворе-
чrвыI расtлrреrtпП rrrкпrа.lrьноП логпки laj, нач8тые в робота:a
авюрв [3-5]. В статье [3] было усrшовлено, чfо клаос Jhn асех
нетрпвиальных логlrкlt \i на трш пФ
парно непересбхаюIшlIсл пqдfisссд кладс lпt прочех!/!очных
лоstiкr улрвлетrорiюtцЁх з!кону сс contBdictdoBa guodiitct; класс
Ncg, состопцrl иэ пеr8гrвных лоDпк, включltоtцlх форrулу Д
(rrлr, что экакачlентно, зр)1 а таr]к€ trлаос Раг обственво парь
fi€проrпворечпrь!х расrпярниIl4i, Класт Раг вклtочaеI !сG лФ,
спкr нс прliнцдrtсжцtшс кrрDЕш ,p}rra кл!зсаr. В rrсrrдпашыr
лоЕпкж оЕрпцанrе вцрождено а юш сuь!слс, что rаlслпr фор
raулq начкнаrоtцд, с отрпцанпIr докцrу€rr! D кliкдрl псгадпвtю
логпкс, поrtэму тр"тпl пз псрGчхслсннцх кл!ссов логrЕ Dклrоч!.
ет все в.трпвпаrrьньaa сJr}цаи параrr€протtlвор€чпrrшх отрrццrrr.
Лоrика клаrrпческо0 опровср:rспrосяr Lc являетсл нrrболыцай
ломхо} этою классr (or., ншrрrlrсрr[ll).

Внше 1rпохянlвое разбпекиа хлмв Jhп чотпвкруеr попtjт-
ку оппсать класс Раr в терraпна,х lopollto хs!н€пкыI классов

l,Щвrная стагья является перэвqдрrr раЬты авmрв'Rэрrе-
Bentвtion оfj-вlgеЬгаэ Bnd ýеgеФегg'в logiC, прянятоl к печаJt в
xKypHa:r "bgique et AnBlyBe'.
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процсr(уточtrшх r нсгаавьвнI лопш. Зl'Iспira, что *л!aс вё
ýамвных лоrtaк дфхнrщпsrtьно !кыaDалс!!пaн клrссу по9лмв.
ltыx логпR. ,Щр хзrссяtоl степенп ,1!a, попнтl(а была pelrrrso-
вша в [4]. .Щля пронsюльпоI логхкr Ь е Раг быля опрдело
ны сс пllлуlrцrоutlсrФ(}tс и нсlatявввс HattlpнxKta, Ь е Int и
I-.з е Nec. Кроlе юю, в Pl бнло усгц|овrtево, чtо дrrя лю"
бцх логпк Lr € Int и Ь С Net хласс ýpac(Llr Ia) вс.еl лОМК,
яt еюtцt х Lr u Ь в кач€сг!е свопх яятуrнцt онt стскою с в}
гBTtlBHoIt напврнпхов, обрвsует пнтервэ.rr в рсш€жс ломr Jhп,
Волее тою, Bн{tepbrrtý вrдр ýрес{Щ, L2) попаряо яе п€рэоеха.
ют€я дrtя рцlлпчнцх пвр ломк Lr п Ь. СледуцшlI фэхт не
бЫЛ ЯвЯо отraечёl в [4], ^чlrцaо ве сосltвляет труд8 усгшtовшrь,
чю отобрвrкевве L Hr (Lи, Ь) явллется реtпеючныr. юIФ
цорфпзrох рсшзтхя Раг пi прrtaос яроиslGдЁrrra рGtlaюк Ing
l Nсз, Такяч о5рrзоч, х!учсппе струt(туры класса Рат сэо
лиr!еrr х rslцGпrкr rrЁтсрrЁlrоD шдв ýpcc(Lr,b), гдs Lr е In0 я
Ь е Ncg. 3arcтrrrr, чrо класс Раг rrrrocT, D нсхотороu сuыспе,
троtцсрrую сЕруrстуру. Точrrсс ююрr, суцостD!пот т?r Iпо!о-
обраsяя параrетров, опрqдеrrрlцll полокапG ,tогllxх D t(лассa
Раr. Мы rorccr prccrarspяBrcb логякя Ь п Ь.з rал первlпо r
аворук} коопЕfкаЕш логlкr L е Раr. Трстья коордяfiц\а логякп
L - это сё положснпс внутр]a пн!срьаrrа ýpdl6, Lц.a). Пока
шеясноl кц ral. пlрtraстраraп lаракfерпзуGrсi t!а,реь, коор
дrналt В лдttноfi сталrc r.ы рассtaотрпч прqдýмвllснпе 1'-аrrгсбр
(сrr. также [{), которе прлпьа.Е с!ет к} 9Фу проблсrrу. Что
бш прqрчопсtрrrроьшь эффскмьносгь прqдлоli(сlrвоfi ссrшlти"
stl параtlепроIпворечrвшх расtдхрекrl I4i, rrы пспмьзусrr С д:rя
Iарrfimрк!ццп логикi р!ссшiтрllаавlдIхс, parreэ К.Ссrcфсрмlr
[t]. Оказываэтся, что нбкоlворы€ tlз зхс{ош Свгербсрвв пчеlот
сraешаявыП lapaкTep| а шчGнно) онп наt(лqдЕвaьт оrрцlпчение
на нег*тявкыl HctIapHrK лоrпкr L, удрматворяюцеl такоfi gксr-

очеr и одlоврешепно п8 поltохание логllкп 1 внуtрп шштврваJIs
ýpac(Ia6,l6-). Вудл похазано, кsI огдЁлпть qя{о оlрцшче-
нве о[ д)уDою ll пол!пенв полнrл KBPT!|HB
ахспоlraхп СегеФерга

raGс*д!,
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l. ПрqлFархтслыrцс ;г.т'I+ {rlilrl

l,tы будеlr рассrlадрпвaть лошкп в проквпlцоtlальвош ,sцIе
{Аrvrэ,J-}, счriтая огрпцittиa сокраrценrr.r -ч ё 9 ) Д. Кaх
обычно, rolrrlc - эао rHolcccaBo форrrул1 зiliЕfдо€ оЕtlоGflfiсль,

но правпJl пqдсrановкt| п modur ропспr.
ВвqдЁrr ряд o6сэначекнl дIi проповпцпонпых логпrt

о \i - кrrнпrrапьна, логпt(tt tшп лоltaка Попаllсон1

о lc - лоrтrtа хлассччссхоl опроваржrrcсrх Kappl;

о Li - uвтlrпtцопrсtýка.я аогtlкаi

о Lk - клlсgrчсскaя лоýпrai

с Lц - аегадивнl, лоsякч

о Lmп - хц<сrrrrаJlьаrя в€гrаlrьяlа лошхч

о Я - трпвшаrrьна, логскq вс. цнохеёrво восI

Наrrоцнпш соомоЕенн, raсr(ду Dышa пср€чпспскннIа лоt&
кrттп I Hcгajмbtta, лошrкп шогут быть rхосо.
raаfirзrроьаrrы огносштепьно Ц crrqдrroщix обраюr:

Б =Ij+ {J. )р}, Iд = Ц+{r}.
Лошкrr l4i, Ll, Lп шшэют обпдl позr.rtиввыfi фршлrап раь

выl поslaltlвяоl логrкс. Лошкп l,c, Lk, Lrnn !rкr(a яr.сьт мп
хс carrыl позптпвнцl фрапrсrrт, хлюсriч€схую по alа!вуlо ло-
Etfкy, х raогуr бчть сооmстсrtеппо lJ(сtlоIrлхSrроьлlш oEflocr-
тельно лошк ý, Б и Lп до5авлашrеrr qptol пз сrqдrюцдх цr.
сlfоц

Р. (Ф ) g) )р) Эр (sчсон Пuрсв);

Е, pV (р э g) (оffiщсппыil J.шоll псх,ttочевпою третьею)

Кех было упохянtlто ао ввqдрнпrl, *ласс Jhn нсдршьIirtьнцt
расшrренп} rrкпrrчrьноff логIrп раван дlзъюнrтночу объqдь
кению трех подклаЕсов,

Jhn = Int U Nэg U Par.
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Ошtsчвьстсл, ч!о лопrItl lсцrtлрю tls ,mll пqдхл!дсоь обрrsуот
nтepвaJt в Jhn, pаcTraтprDrauol хJ( раrцео(а логrп(, а tдсеь

опрфlсл€пнц, Bllmc ловlх явJIrlотся граllltчныцп точ(аraп 9мх
янтерБаJlоь.

ПРЦДrrОЖЕППВ r.r [3l. ,Щм tвlсJot roruru L € Раr
с срlьч сп,0 gмцw, вrюв*хmхо сmц

1) Le Int ё+ Ъis Lg Llч
2) Le Neg {+ LпgLýlrmп;
3) Le Раr +:+ Цg Ъg Ь.
.Щрlсс будут прп!Gдрпш некок)рцс опрGдiJr€пп, п фаrtтн, кь

с8lоц[trcс, аlrгсбрапчсосо} оGIцlтrкп пропоSяIцопartьных логик.
Волсс детшtьttал шпфорrrщпr rrorrcT бытъ rrаfiленв в [0rfl.

Пусть А - шrrtбра сlrнал5lры {V, Д, >, J-, 1} с дрполнптель
но} констанюl l для е.дlпста€пног9 выдЕлснlrою аrrсхсптв. Про.
кrв(rльrrоi отобрr*снис У : tъ,рlr..,} +' пз rrпожссЕва про-
пtxrпrцопЕrlьныI пср€шенпнх а уппrсрqух аlrгсбры А наsывастсл
А-оqсrrоfi. Ка:кдда A-oIpHxa go:rceT бшть естес:rвсянни обра.
!юш расrдпрсна на шноartеегrо всех форшl,л. (Ьрщlла 9 lrcmu'l.
rс ь апrебрс А, rral лшtясвся mancdaorroorr алr.сбрн А (mrшсlr
А Р 9), соlл У(9) = l ддя вссх А- olрrroK У.

Нетрулrо проаерптьt чтo rrHo;rKccTBo форrул }A = {clA ts
Р g} является логлкоl, Koюplrto rы будел наэывlсь lоrчвоЁ
шrгсбры А, Лоtttв lэпcca аасбр К - gю перGосченхс ло!нr
алгсбр чз Е,

ъЕ =Гl{LлА € Ё}.

Говорrra, что чlrtбра А являстся лоihлью ломкв L, еслп
L g f,А. Есrrи хе L = И, rrш будрrr говорrrlъr чm вrrгебрв
А ямяется вpr;tmорлюmччеsо уоOеаью логякя L Кая<-
ддя лог t(а пз клвсса Jhn цrreeT харахтерtlсмчоскур raодепь
(сх, [7,Сh,Ш,Sес.3]).

Пqд j-crref,pod шы поЕt r.а.!. ьтгсбру А = (l, А, V, ),I, t)
TaKylo, что алпебрв (Д, А, V, ), 1 ) ямяегся ,Iплtfквтrrввоl рсше*
хоr, в константа Д чнтерпр€тtaруется проrl9вольнцra 9Jlelfeнlora
яз 1BrBcpqluB .l{,

Геfimчяrоеа влвсбр - эm j-влтебрв с налIенышl gлеraен-
,юч !, Ilаsоmwrлв алеdрв - это j-MreбpB с явrболызву sль
rreHюr }, т.е. I = l.
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Дмсброt llttpас uьr нrsчЁrёt r.плшrддпыrую pсIleтxllrt удрь
лстворяrощуtо fохдесrву Р (rлп, что 9xЕпв!rtштво, той(дЁсму
В|. Далебр Пup-tJororccoB, плl хорr*о, pj-ocaf,pc (шсюmtrо,
ltсr вмебр Пtре4 Вупм шсбр | - 9ао j-аrtгсбрr (соолвсlг
сrЁснно нсDцшЁвlа алтсбрq Геlяtrrювs sлr*брв), }rлрrлешорiЕ
цая тоlкдесrву Р.

Вое опрqдвленлыс внчrе клsaсв вrrкбр являются чнотообрь
9вяr'll, опрqдЁrtяlоцBl спqдуюIцlrо логсхх!

о l4i- это логпrа шноrтобраslя j-алгсбр;

о Li - это логпка rrносообраsчл Геfiтппювшх алrсбрi

о Lп - это ловпке uвогообрrsпr ясгаспвпшх з'-rлrrcбр;

о Ь - эяо ловrха rпоmобрtsrrл рj-алМрi
о Lk - это лоrвка uноюобраsrlа Вулсьых алrtбр;

о Lmп - 9то лоDпt(а laноюобраsrrя веrътпвных влгtбр
Пrрсц

.Щля j-аllгсбры | = (А, V, д, ), J-, 1) опрqдсrrrсu rД + {} €
€ 
' |ё:1} l .lд + {6€ rl&< Д}. о.rсвtrдrо, что..tю]ха

стю lД эаrкнlrто отЁоФlтепьно опсрачп} шкбры А п шш F
xcr опрGдслпrь ,'-подалгбру Ar аrlrtбрш А с yHиacpyrrorr r{Д,
яаrrrрltlуьсrr кц( нсспохЁо эаxсткть, Гсlткrrювоl аrrгсброl. 3r
liсклtочсппек сл!rча, l = 1, rнохGст!о .Дд обраsуст пqд)сlпЁткп
но па j-подалгсбру алгбры А, так хак .Д1 пе зачкпзlю отпосп-
т.льво tar.влпкц$aи. Tcta tre tact ac, опсращr з Эд у Ё (, Э !,)ЛД
обращдет ,{1 в j-шrгсбру с qрrяпчншra lJtercHюI Д, а.с. в н€m.
мвную апrебру, хоrорую r.ьI 6!црr обофrачаь Ад.

Тольхо чзо оrrцдс:tапншс Гсlтrrнюьу шrtбру АД rr неIrдt !i
ную аяrcбру Ад вш будрrr нлt}.!rдь аеравt u ыэав е.еобр,-
цц rcсочл!ч,оовхвt*rч с j-allrcбpol А,

!дл пропэвольноl j-шrtбры А l Гсйтlнповоl аlrгсбры В,
шaеюlцllх непересеквlочцеся унвверс)rхш, чер€9 АО В raн будЁш
обознвчвлъ j-влгсбри поrtучс$н)m оr\Фцреrвrrеurеrr нвшбольше
m 9л€uентв впгзбрн А rr н!$uены!спо 9леuеята шrебр В. Ь
9уr.ёется, протвворечяс мrtбрн А будстrrýpa,rb рль J- в р€эуль
тUрующеl еllгебре Аб В.
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Тетсрь, с rцюrrзьольнцI рlaцltaрсfiпсra L чппвцаrrыюfi лом-
хп Iы clrr(Cl. пlру ло!!ar, qпъ taз коюршх проraсху,ючяаr, а
дrуt - нaаадt !наr. Эшr лоrrrlп rы будрr Dasýваь пrтух-
tцorrt|crrcкtata t. нс!!ляшlшl. Harrlpяtiкll.x лоr,rrхr lr, r oHr будв
опрqдрJt.лы лаtяrr обрrюrr, чl.о rcprrнxa (ншrснrс) altrrcбpьI IqдЁ
лGý лопtкta L - эзо в точяосrе raqделх rlятушцIонrсгосоm (не
Ё$riшrою) BartapвltKB Jlorтxti Ь

ОrФqделuч сл€дtпощýlю ,plrrcJtrruro. Eсllr р(.;ь, . . . , р" ) -
форчула с пропОзпtцо аJtшвtata Перечснввrп пз cтtlct(aPo, , . ,lPBl
m t ьt пол!га.t'(р) ё р(,ао v а,.,.,р, v J-).

Длr лопrхш L, рrалlряtоцсl lai, опрqделпrr

Ь + {р | ь|- I(9)}, L".6 * {9 | LF а ) 9}.

Леrко впдgтц что rrBorKccTBa Ь п Ь обраsуrот ловвхи. На.
:ювсп логпкп |6 rl la.6 сооrlc!сгаGtrно uхmуuч1.rох1Е]'Eеаrлt,l
хсrоmuанt'aц шпсрraurоllu логпкп L.

Перчпоrпх рrrд просгнх своlсть ввGдgшннх вшшс rюнятпfi.
прцдJrохýппЕ 1.2 F].
l, Дв atoбod;oru:u L € Раr, uлrзJ. Ь € Iпa, е

й

l 
-.Е

€ Nеg. ffpo{.,noao.. са7пасOlлмч 1веоuспм Lц, = 1+{Д Э р
l*"=L+{a}.

2. L€Iлt, бсaч,!,rlor'br;o ccluL{ t, L= Lg u
9. L € NGt, ссаt v mоr;ьlr,о &lv L { F, L = L6q ч Ь = f.
а. &.rч \i S L' S L', по Ll- g Ь ч rb g Цс.
$. Dclu Ъ ý Lr € Int, по Iб ý L1.
6. &ач L S Ll € Ncg, mо Ib4 ý br.
Ь Brrдrrr, D чаýшос*tl, что пшпрвttк Ь льляется пцr-

проrrсrсltточноfi логв*оО, оqдержrдqс0 l,, в It с - Barr-
..ract ыrcfl нсmсrrrноl логrхоl с Tcll хэ carrшr сьо ствох.

ПРЦДJrОrКЕППЕ rýF], Zрmо L е JЬп. Dаptcl с*Oую-
tцlш упоерtсhнvа:

7) *lu омвбр А аsеtl.с. лоас.ью аооusч Ь, rzо АД F Ь
чАдFtr.gi

2) аслч аsвбро А леш,mсl аlв;mерчсmtwlrd
lоrчrч L, rno L,/\Д = 15д u I.Ад = I.o.".

ДаJtсс рэaсraотрrl rслюсý аогяr с фяхо:роьшrявrr.r
Htlclf,t(иш п негцгивныra наларнпкаraп, ,Цля логrк L1

uоihльр

!lHr?tallдo
€Iпtп

и



Ь е Ncg, опрqдеrrшt

ýрес(Ь,Ь) + {L Э Ц | I4ol = Lr, Ь = Ь},

Фределпш таюке логпку

L1 *L1 ЁЦ+{r(еЬ rЭФl9€Lr, Ф€Ь},

кот9рую t ы будсrr наsчвась сообоhю tзо*бчrrоqчсd ломк L1 Ir

ь.
ПРЦДJIОЖЕНИЕ rl [4], Пусmь Ь1 € Int u Ь € Nеt.

ТоэOа

ýpe{Lr, Ь) = [Lt * 1,1, L1 n I2l.

Слqдlюцее прqдлох(енпе поаволrет посгропtь аксшоч8ппку
логикя L1 + 14 относпtельно Iai по эа,дgrннш ц(саошrtмкаra ло.
гrкх Lr относш€лько Li п лопuкr fa о,rкосrтс:rьно Ln.

ПРЦДJrОЖЕНПЕ 1.б [4J. Пуспъл L1 € Int, Lr = Li +
+{и | ;е I} ч Lrе N"8, Ь= Lп+{Фi l je J}. foado

L1 * L2 = Цi+{ r(gd), 1эФi Idcl, j€J},

Ссrшlтrческая харar(лерхэци, свсбqдrrоm проязвqрнпя ло.
гrв длliа в спqдlьцаra

ПРЦДJrО]КВППЕ r.0 [4l. Пуспь Ь1 € Int u Ь с N.g,
rpo& mо.о, врmt А - прочrсолыв i-влоебр. Тооfu А Р
F LltI.1 в mо| в molbвo е fftоц crrlw, GcrtJ Ar F Ь u
Ад F Lz.

Karr вrrдrо яэ rтрqдrrохеняя t.4, клrсс lr,!-pacTпrpнrrfi рrrrсла
дЁtва€тся в объ9дявение попrрно нспереоехsюrцtiхся хнтервlrtоD

Jhn = U{ýpec{br,Iа) l Lr G Int, Ia g Лс81.

Таrспш образох, хсспqдрвfilпе клrссr lai-pBcmllpeнxl свспlтся х
проблеrrе lsучевя, сrр!,хцры rятерввrtов ýшдЁ ýрэс(L1, L1), где
Lr -- ПРОШеrХУТОЧНВЯ, В L1 - НеГаOtlВlltЯ ЛОrТКП.

Дрл€ё saracтtltal чм Еёр.нпе ючкп BHlepEaJroB ýрGс(Ь, Ь)
такх<е обраsуют t Hтepвart в р€rлетке Jhn, rrrrerrпo [IJ, Ь], гдр
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IJ - ловrкq пол!ваоlцдяс, прхсоqдrrневrе!. к I4i qдlrоl шз сла
д7юIlцх ц(сrоrfi

р. tч(rэр)i
У. Фч J- э q v f) э ((р э q) v r1.
ПРЦДJrОЖЕНriЕ 1.7 [4I. llpmo А - j-alBeбp. Даасбра

А лажеmса uоfoаью аовцsч Ld, ecau u moaDlio Фtч аuпоaхсrло
оOно чз сасOуwцrj,9rrucи?BmвuiD ycaoau :

l| оmобрвсспъс э(а) = гVД ,о.rсmсл
j-амсбрu А на Лcflmurrroay c.rrcdpy АД;

2| оmобраеплrc \ (t) = (сVI,аДI| пшпtсl
j-Blcбp А ш АДхАд.

СJIЦДСПВПЕ l.t [al. IТрпъ 1 е Jhп. ТоrJв Ь' ý L ý
ý|e, ecau u moJtro ecju L = Ll ПLr, rdc Lr € Int u Ь € N€g.

Рвзуrrеется, в прQдrrолоr(atlliiх посJtqдrrепо спQдстiв, rы и}fе-
er L=L1 fiL2,тоIl1 =[6 rl Ь - L..з.

Рассuотрпн исдlющп} rюдстапоDочпыl час*trы случаl sr.
кона Пяра

Р'. ((r эр) э r) э t = i1(l эр).
Ломху Lg тА Ц + {Р} пasobcrr rозчвоЁ firчссrrо. В рабаle

[8, p.46t упоrпнаэтся, чm логзхв f)rяв€нко ямrется нsurrевьшеП
срqдл логик, дJlя KoTopIJI вЕвqдлхосъ лвоЁноrэ отряцвrrtlя -l"i9
рввяознвчнв вЕвqдlуоспr форrулв 9 в клаaо,ческоП логвхе. К
соr(апонlrю, упоraявутвя работа ве содерrсхт Ht лрttа,ввтепьсгвь
упоgянутоm фаlста, пrr дЁльве trg, ссзлок. В [.tl лривQдеяо дс
KýlцFeJrbcTBo эюю фшстq основшrвое нв сrlqд)rcцеП аsрц(тaрп-
ствrе rrqделе} лошкя Lg.

Earrи А - Гсfiтхнювв шrгзбрq rrы обозначrх чсрз Vд сс

фпльтр плmпых эл€IепюD, а чсрез В(А) Вулеву аlrгtбру рету-
лrрнцх ,леrrсяюв. HarrorrHпrr, что Vд = {с е А | --с = l}r
В(А) = {с е А |oVrc = 1}r а таNж€, чm Вулоьв аllгсбра р-
гулярных алelreнToв пзокорфна фчстор-чrэсбр алrtбрх А по
фrrльцlу плотнЕх эл€lrсятов, Я,(А) !: A/V^.

ПРЦДJlОЖЕНПВ r.0 [4. Пупtь Ь - i -влсебрt. Тозih h,
,с&mс, цоOслью ловtмч Ц, Bcrl! u ,rloitro €сrtt
Дv (Д э с) е Vд, drл rlrrбtg о € А.

Лопrхв Lg ямяется пряrrероц ломrrr отлячноl от концэвнх
точек rrнTepвrrtв ýрес(Lвш, Lb.o) - ýpec(Li, [п).
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в зц<аючсние с,,екrця будст сttasцto ltоскольхо споЁ о ссчцl,
Trxc Кряпкс дrrя расшrрснrl lrrнrrалыtоl лоrцllч. 3а
шпхи пqдlюбнос*лltи чптaлель rrcпceT обра,тlться х работе I8j.

! -Шюаоё Крuпrc, uлll просто j-ur;croЁ назовсrr TpolKy }tl =
- (Щ Е, Q), где rY - r.ной(ссгво Еозцожннr rпров, Е - о8вошý
яис дgсlrfжиtjоеlr таr(ое, что {rY, Е) являсмя обвчноl шлапоl
Крвпке для ивтlпrlцонис*скоl логrrхrr,,De. чаЕпlчно !порялрчсн-
Hьlr ulloй(eerвou, а Q ý IY - ковус отfiосзrmлыrо Е, которшl lrы
будеrr наsываsь коп!,соу ,aaвордоaьн*, Jaupoc. MrrpH, вс лоrr.
rц.rс в Q, будут наsшваrься хормrаьпвл'u. Kar< обвчно, оqаrсrоЁ
j-шкалш W наsовеч оmбраJкенхе u raнor(eeвa прпозхlцонаJtь
яýх лереrеввых во r.яd(оеýв{t конусов порядr(в (}7, ý}. If,оdиь
л = (}4l, u) - 9rо парв, соевояцея яз j-lпхвпн х эе oIpHKrr. lДв
будрrr rBBoprrTb mroKe в grэш сп!нaе, чю р - rrодЁль нв }У.

.Щля rqдели р = (}tl, u), гдс УР = (ИЕ,Q), эJtсt Gнто
s € W п форlrулы 9 rrы опрqкJrпц oмotцet |e выпопнпr.осгu
л F. 9 rндlкцпе.l по оlохtяосшr форшулЕ прпtaерно тц( ,{е, KaJ(

длл обычкнх tпквп Крlrпке. Едrнетвеllнцц псrльченпеч явлr-
ется случа,r хонсrrвтн Lэ р |, Д ,с+ , € Q. Вудеш чвтадь
звmrсъ л F. 9 кш< tфорчулв 9 D€рнв в r.xpe (в mчхе) , в чqдg
лв р', Ка.к обычяо, rюворпч что форлулв !, uorllvвrul tц лоOслч
р = (}У, о), р Р g, еслш I!пя вс€п, € r вцполняGтся отношенlrе
р ts. 9. lьрr.ул ь 9 лrcmrlrллll tB j-tltrдв УУ, В ts р, ecrtl оя8
исгнна на rrqде:lи (}У, u) дrя проrrзвольво оцGt tlll u j-rпKa:rH
l,?, tЬрrrула g о&цеlлвчuм ю smсе Ё jтвкал KprrrrKc, сслr
W ts у ллtп лlобо0 j-rллаllы }1, с Е.

Говоряч, что j-шrша I"Y являе!,ся доdаlьtо ловtхя L € JhB,
}? F L, eolrr }У Р р лrt, во.х 9 € L, Мя клrсса jчшхал Е
полвга€r Lrc + {р | VИ' е r (W Рр)}.

Говорхrr, чm логrка L с Jhп шр,}rуqмrувtм* хлвш|у
j-urKм Е, еслlr L = LE.

Мы будсrr вrsцэrоь }ry = {}У, Е,Q) Hoprclbьoё,
еслп Q = t, т.е., есrl. все r.иpн ддrноl tдкалц яорUsr!ьнц.
что норraмьяая j-шкала ror<cT бчtъ омr(дестýrеяв с обычяоl
шкало Крuпке дrr пЕтупl$юнясвсхоfl ломхп. Наsовш j-шхалу
И' = (И _С, Q) Boprcrcmfl, еслr Q = }Ytr.c., €спIr вGе rfiрш нор
уаJrьлые. Наlсонец j-шкаrrе r4l = (rr, ý, Q) будет
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mtiсаёсrrваЁrrоЙ, еслu oтHolBeнue дрспiхilluосDп Е тох(дествен-
но на }У, Е= id1gr, Пувъ JVоr обозначавт класс всек норша.rlьпых
j-шкал, Iпп - кла.с всех ненорr.аJlьrtых j-шкал, rd - класс
Bce)r тождее!венных j-lпкал.

Определиrr твюЕ(е слqвrюtцlе кла.сы j-lпKarr. Пусть }? =
= 0r, Еr8) - j-шкаlIв, Говориrr, что Iпкша l! рввOеrctю, есJIп

Vз,у € w((" € Q 
^у 

eQ) + s Е g.

Будеш юворить, что шкаJIв }? rолrнуmо, еслп

Ya,y cW((" lQ ьу eQ) + -(з с у;.

Обознвчих черев ýвр класс кех раqделенкых ,'-EtKarI и через CJ
класс всех з8raкнутых J'-tдк&п.

Опрqдеrrенные выше классы j-шкм харакперпзуlоt слqд)пФ.

щие лоDпки.
прЕдJlожЕЕIiЕ 1.10 [4].

1, Ловuпо Lj rгорсrmерvзуепся rмIссол оса j-uwал-

2. Лооulв bi проrrпсрwуаmсл tм,rccorв Nог.

3. Лозurа Lп хвр:r;mврusgвmся хмсол Iпп.

4. ЛoevtBB Lе тлрwперuýуеmся rмссом Id.

6, Лоеulсв Lk шрсrmерv8уепLсп rмссоil JVоr П rd.

6. Ловurа Lmп ирсrперurуlепLсr lraaacot|t Inn П Id.

7. Лоаurв tjr ё Ц+{Ф э I)v(I эр)},осрсftmарusусmс,л
rлчссол ýер.

8. Лоеutэо lя' вороrmерtrsуеmаi rMecoьCt.
Приводrrиая нп]lсе хараt(т€ризаци, логики Глквенко была по-

лучена П.Вудрафоlr [9] и псп.оrrьзовапа впосп€дgЕвип Р.Гоlrцдбла-
тош [2] для докаý}ЕItпьсrва ра,эрешвмости логики L6.

Наэовеш r:шкалу }? = (}7rErQ) паоmrоfl, еслп

Va е }7(с l Q + 1у ) вYz f у(а ЁQ)).

Класс вс€х плотных j-шкш будет обознвчалься Den.
ПРЦДЛОХ(ЕНШа 1.1r [4l. Лоэulю Lg мронпарwуеrпсл

tэмссох I)еп.
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2. ПрGдgтtвлсшпс .l'-апкбр

В этoч рэ9дслс 61цет ддrо врqдс!а8л€ввс лдя .J'-алrtбр, ко.
торос позьоп!lт опrсышпь классы чqдgлс д,r, лоtтк, леrl!цЕх
энltтрr rHMpBaJtoB шлд [L1 * ЬrЬ n Ь], лдр bl € rnt tl
Ь с Neg. Кц( покlsЕваJоr р€9улшаФЕ прqдЕдуцею раqдрJIч
вересеченяе L1 Л Ia проrс*rуточяоЕ я HetlrrrвBol ловrк xrpalI-
терпэуется классоч воеt пряr.цх процэвqдрнli вшдF А х В, лдв
А - Геlшвмвв влrзбрв, ямяlоцвяся raqдsлью L1, в В - негз.
тrвнвя влгtбрв, которвя является rqделыо Lз. flрlс*вtrтельно,
согладно слqдсгвl.ю 1.8, перэсечзrrяе L1 П Ia равшря€т логlarу
Ь', причеrr халсддя шодель А логпхIl Llnla пзохорфнr Аf хАд
по прqдлох€l в 1.7. Ос!арsся звt етяъ, что эвIду прqдлож}
нял 1.4 br = (Ll П И)Е п Ь = (f,r П Ь)".с. TaKIrrr o6pasou, по
прqдrrоr(елвtо 1.3, r.ы rtuс€t АД Р Lr lr A.l F Ь.

В то хе вреrrя, свободrая хоrrбппацrrr логrrr Lr l L1 xapat(-
тервзуетс, клrссоrr lcех j-Bart5p А Tarвx, что всранля вrrrcбра
Аа лвллется llqдрльrо логlrrн Lr , l H!!lHr! allrtбpa Ад - rro-
деrьр логt кп L2 (crr. прqдлоr(сOrш€ 1.6). ýдв естествснно юэ-
Бllкlaт вопрос. Еслrr дшы Ге пrпюва алrcбра В rr нсгагпвна,
апгабра С, то че!a оглпчaеtt проп!вольна, j-чrrtбра А с усло-
впеш АД r В к Ад !! С от пряr.ою прокtвqденпя шrебр В х С?
Прqдrrоженпе 1.9 позволяет прqшIоrlоr(пть, чtо пraенно элехепты
апдр Дv (Д Э с), гдр с С Ад буд/т п!рrдь сII.rцальную роль ь
опккленпк сfруктуры j-апгебрш А.

п
Рla
- J- V (J- э х\. TozOa rurcюm ,lиlaсmо eп,Oyol4tlo фвппu:l) оmобрыонw .fr : Ад -} Al лалgrпсл поriурсчлвллоч-
хurr зохолорфutаоц соrрrвмцulr flврвсвчrзua А ч нвuболь-
urud eraraxm /д(l) = 1;

2) Br'сr'tceHtle lд : А -+ АД х Ад, r3B .lд(с) = (cY tra Д Д),
члвсsл емOgwцч обупз:

rд(А) = {(",у) l cSlr(y), е€ Аа, у € AJ.}.

2.1. IIусmь А - проrяаоrtхш j--сrзв6.
Ад -r А1 rcdcxo просчlоrr.|д(л) =олпобреаurc |а :
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l. Для Kpmt(oclta orrlrcr(a€r. пrr(ниl хt лЁхс в обозн8чевrr
.fд. Вччхслпr 

'(Д) 
= r v (Д Э J-) = t. flpree,

/(yl) Л r(и) = (Дv (Д э yt)) Л (аv (Д э и)) =
= J-ч((д э yl) 

^(r 
39)) = J-v(J- )yl 

^и) =/(у! ^и).IЪrclrrr обрвзоrr, trц провервля, чю./ - это полу;впеточнч
юuоgофgsх, ашраllяюшrfi qдrrввчнв gлешент.

2. EcJrx с € А, то (а V Д, с Д -L) € rJ.(A) и в€рно нерва€нство
сvJ- s l.v (]- Э аЛJ-). ПосJrqдrcе шожно провё|trть, дрхэI}Ев в
lai форuулу pV Д ) rV (Д ЭрЛа), Тшtrrrr обрrэох, пключснr.с

rд(А) ý {(g,у) l с S /(у), s€АД, у€Ад}
лрха9rно. Пусть TeTlcpb ,,у е A,rZ J.,y S I п з l IV(J- э у).
Пока,*<сrr, что суцссtъ]lст 9rerellт с € А тш<о , чк,5 = сvI п

у = aAL. Полагаэш с - аД(} э у), тогдд cVJ- = (JVс)Д(ДV(l Э
э у)) = сД(tV(J. э у)) = э п, хрохс тою, cдJ- = tA(J > у)ДJ =
= Д А (t > yl = у. Обрвтяос вклlочснrrе та{хе пров.рсно.

Прqдлся<еняе дрказшю.
Жш< влдlо из послqpr€Itt прqдrrожепtfя, квхtдця j-вrrгебрв А

опрqдрляется троIко (АД,Alr.fr), состояцеl пs ГеlтинюьоП
а.rrrcбры, вегrrявяоl апкбры в поп!rрещеточного юrоrорфrзrа.
Теперь ваоборот, воыrех троlку (В, С, / ; С -r В), гле В - пrо
яэDольная Ге тt яюва шrcбра, С - пропзвоrtьнвя tlеJадlrвяаа
чrгебрв, в / - прrrsвольны rюл!решеточнчl юхочорфизrr иэ
С в В, <юхрчrяющп пересечсявс н наrrболылrifi эл€uелт, По этоfi
rpolxe чы посrара€r.с, сконструпроваrъ j-аlгебру А, вср:квяя в
нrя<нля апrrт5ры которо rзоrорфны влrк5раrr В и С соотвег
ственно, в ./д пhдltýiруетý, GсвестD.нныlf йpasou гоuоuорфrrэ-
MOr,r /.

Опредrелrrrr реrлетку В хl С каrr подюlпстху прrхоr9 прояr.
lедсня; В х С с увявсрсуrоu

|В хl С| +{(о,у)|а€В,уСС,лlJ(y)}.
}ю деВсfвятеJrьно пqцDешежq посхольк5r оrк,6рэяtенrе / сосра.
яяет пер€сечение н, следрввъе.пьно, порядок, оlхудв легко выте-
к!рт соотноlrlэнlе 

'(yt 
V и) S /(gr) V 11у5;. Цз послqдlего oooт,

ношенпя неraqдленно спqдует, что цноя(егво |В х; С! звlaкнуто
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относr.тельltо покоIпоltсБтнвI опарацfr прrraопо пр}Евqдрrlи,
р€цrсто!(. Слqдуtощ€с прqлJrоrкGпtiс поклtыЁаrт, что,та рап€!ха
lrоrкег рассraвтриЁаться как j-шrcбры.

ПРЦДJIОЖВНED 7.2. Пttсtпъ В, С, /, ч А * В xl G lпо-
lo.lс ысс rаз ввлце. Ралсmrс Ь чu.сtп ыпъаmасr{хую спруrmуру
i-вмвбрw, оOе омllвцtп rcсв'do0oпoltlettltл lfutlB цwлlrох

(rr,t/r)э("з,у.)=((д, э"з)^/(gr )и), yl Э yz)r

а еOuнччнufr эtеJ'fiнm t проmюорсчlп ааосбрv Ь фосасmоорs-
юrл. сооrfъхоллехлýцl lд = (1з, J6) ч J-д = (16,l-6). 8олзв
lllogo, вцполн'tеmс;' с.мOуюцве: В g ЛД, С S Лд, ч grпч цrоuо|,-

фuu* ваOанч ,z|юоurалч эн(r,J-6)rхеВrч у*
,+ (J-а,с), у С С cooneei.cttиeвtlo. Ваrонзц, 0ла ссса g С С
ч*всл (/(y),.l.5) = lд v (Iд 2 (Дв, r)) = .fд((Дв,у)).

ДОКА3АТЕJIЬСГВО, Снвчшrв проверr.ц ч!G оперцц, псе}
дрдополненtlя корректно опредрлень Пус*ь 01, ф € В, ф, ф € С,
er !.f(cr), п Ь S /(q), Элеrlеlrт (er,cl) Э (Ь,q), в случас
если он опрqдепев, дрлr(€tt быть нашбольlдлrr срqдtд эIеraснюD
(g,у), э S /(у) та*яr, что (6r,cr) Л (r,у) ! (Ь,и), Поc;Iедlrес
aKBtlBBJteHTHo соотяоtпевия}f g S (0l ) Ь)Л/(у) п 9 S cr ) и.
ПрIrннхая во btlвlraaяe, что / соrрlчяет порrдокl lJьr неraедrlбь
но получвx, что эа.lrcfiт ((el > Ь)Д.f (cr э и), cl ) и)rtDлrе,lсlt
иckollыlJ псеqдодополllснпеfi .

Оедаlrькые соотrlоtдспхit !а псключеrrпсш поспqднеюr трr-
вкi}rlьны, Провсрпu послqдrае paвeнcriol пспоJIьз},i вывGдрннуlо

форrулу дJrл пссцдgдрполнсппr. Иrreclr

J-^ v (1л э (дв, у)) = (J.B, Iс) v ((дв, ас) э (дв, у)) =

= (lp, дq) v (1g л /(rq э у), Дб ) у) =

= (J-B, Дс) V (r(g), у) - (/(уЬ Д").
Прq&поr<епие докц}аfi о.
К8к показываJот вышепрхЕqдЁннце рsдqркденпяr чrtбы зь

деть кл!сс j-а,пrreбF, харýaтерпз)iпощшfr ю l.rли яное psct!яpanxe
L хиняцапьноl логtl!(!l, шы должнц выделrlъ класс lЪ!тrrню-
ьнх а.пrrебр rr *ласс невгrвяых Brrr*6p rэоuорфннх соо!в€$сrв€н_
но верхнпи п нЕrкнпх влrcбрах, accotцпpoвaнltцra с raqдеJtяIп
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логпки L. Сделав этотшщ rrн зафпксrруеr. ппr}rпlшоlrвстсrкrrfi и
пегалrrвныfi ншарнякп логtlкt L. flдrree, чтюбы опрфlепиъ шаепо
логr,tки L внутрп инпервапа [Ь * ЬrЬ п Iьтl, r.ы дрлж-
ны выдепить тш или иныra спосtобоra класс допуегячых полурф
цIеючных юrоrrорфпзмов из Ёегагивных шrгебр в Геilтинювы.
Есля rы не яы(лцднва€r. огравrчеlrr* нв клаЕс юrоrrорфязrrов,
у нас получптся свобqдrrвя коrrбrrншц,tя проraей(уючноfi ш нега.
тивноil логtfк, хараfir\ерпзуюtцliхся выбрыrннrrи классвrrg Геfr-
твнговых u нега,гивнцх шrгебр (сrr. предпохкенпе 1.6). Еслп rrы
допускаЕr. $олько гоrrошорфизrы, $Фкдествеrrно рввнне qдIfнtfч-

Hoшy элеr.ентr чы получs€ш пересеченпе Ь n Ir.o. flеilствu-
!tgпьно, j-щrcбрв А х; В совпцдаЁт с пряIшх произвqденяеч
А х В, аслtl п только ешп /(у) = l для в(с€х у € В.

Интерссно paccraoтperb ломк}r, отлt чныс от перссечсннfi и
свобqдllых коrrбuнщrril проraе*(уточяых If негааавншх лоDt к, т.е.

логпк!l, лехсвlцяе вн}rтрg пяперввJIов видр ýpdLrrl'2). Мно-
ючпспенные прпrrерц тешпх логик буýrт tlэ}вены в Gпqдующеr.

рвqдрле.

3. Логнкu Сеrcрберв и шt ceuartтnкe

В этош раqдепе, uспользуя полученное прqдс:гавленне
j-шгебр, шц оппlвеш вптэбраrrчеосlrю сешанпrку дtя логliк,
шзучавшихся рвнее К.Сеlэрберюlс [8], хоторый охврактерпзовш
9тп логшки в TeprrпHax celraltтпKи Крппке. Кроuе свлоil логикп
Lj К.Сегерберг [S] psccмoтpeJt логики, полученные прясоqшrне-
HиelJ к Ц qдноil пли несколькях aкcиolf из спqдуюцею списке;

I: ]Эр
К: rp V rrp
Х: pV-p
L: Ф){)V(СЭР}
Е: рvФэq)
L': -рv(J' f,р) =Ьэа)v(r эр}
Е: JV(IЭР)
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J-

I.N: ФэеvJ-)v(g)рvД)
L|: IэФ)g)v(gэр)
I5q: (Д э Ф э q))v (Д э (с эр))
Ef: J.эрVф>q)
Dl: (дэр)ч(Дэ(р)с))
Р: --(l ЭР)
Коrбпвпруя ,Tra lкct|olrшt rrы получнх болыпое чпсrо ломк,

прпчсu тoлько нaкоторые пх Hrx rraеrог трqдяlцонкос обозначс.
нrlе, наttрпuер Li = IaJ + tt}. 9то прпвqшlт к пеобходruостrr
в!сег]l кiкую-{о сястсrу обозначенrfr дrя ноьых логrк.

Еслп нехомрвя ломха получ!aтся tlэ логяlоa )rx(e чraсrоцеП
обовнвчеяяе, cKa;terr L, путеra пршсоадrrнвнrя л<сrrоrrл оЬзяа.
чевноl протrпоrо букво , cKвrcerr Х, то обовяачспяе эюl во
Bon логвкп получаеDся прпсоед|ненпсl. соотве,rЕтв)поцр с{роч-
но бухвы к уr(€ €уцаствуюц€r.у обознвченпюl Lx + L + {Х},
Раsучееrсл, qдIrв ломха llоя{ег пол!вlrъ несшолько обоэввче-
нrй. В oooTBeTeTBrre с rтpxнrTblra ооглвIц€япеrr raн яцееra, яшrрх_
чер, Lji = Li, \ie = Ь, Цс = Lп, Lix = Ljix = L}, в нш(опец
Цр'= Lt

CTor.rT скаэать Hecкo.rtbKo слоЕ о Toцr KaKпrr oбpasorr BooHrr_

каrот акспоtaн из прпведенною выtпе стпска CerraпTrrKB Крппкс
дtr расlппрепк* la,i была опшсана Е раiдЁлс 1. Нrпоrrrrпц чrч
хr,:r<ддя j-ш<ала дЁлtlтс, нr д!с часм, сrосturцлс ц, Hopraartbнцx
и lleвopralJtbвыI taпpoв соотrGтств€нно. Перьвя в cTBote lt(crroua
I, шсоrоrалrrзrrруIоцаl хнчl,хIцонхсtlt(уrо лоIтку oтBoctaтarrbнo
rrиHrrrrarrbxo , ьндслrеr класс j-шхаlr, ь которшх вое taпрш нор
ча:rьнш. Следlrоцtaa дDс rraсхоraц - зm lopotlo иээаgDвце заr(он
ясключснного I?стьего Х r с:Iбшl 9а(он пскльчеrtною траIъс_
ю К. Эти аксвоlч ншй!лнвrrот о!р8t хченrл н8 отнощснtlе дG
смжяxос}tl тольхо в норчвльноl час,тп j-tпкалы. orlo лрлr<но
бнть норrrвпьнчч в сJrучээ ýacяoulJ Х я ншrрэвrrснныl Е слу-
ч!ё al(claour,l К. Aлcr.lorrB лпяеOностt Ддal.е!е. L я о,6бценшлl
зш(он яо(люч€нвоrý rр€.ь€t! Е оякдglяю,. cBolcTBB омоrлелrия
достюкяшостtl нв BcBl шхеrrе. Порллрк j-шкаllы, улрвлетворяtФ
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це' ш(сиоt е L, должсн быть пинсfiвыr, а j-щrrаrrq ва коюрой
ьыпопнсна аксяоra} В, доJlжна xrcтb юхдестrGннос отrrоIленис
дрст}lжпxости. СлqдtrllоIцrс дре аr<сволы, 1/ в Е, явltяtотся чlrт.
ныц сJtучrаш aKcrorr L r Е соответстьснво. Опп не нжлцЕIва.
ют огралнченпff нн na HoplaaJrbнylo, Ёп tlE нaнорцапьнуlо чаaти
j-шкr.пы, а топько лхшь нв способ рsсполой(еняя кояусв н€вор
rrалъных 9лементов внутрп lпкмц (сч. прешrо:rссппе 1.10).

Вgапкное располоr(енпе логяц коворые rrогут быть поrцlче-
ны прпсоqдrrtlснttсrr к bj одrо плп tt€сколькпх rз чtlсJrа аксшоx,
прФечисJrсвных др }troю raoracнTar прqдегавлсно яr рrс.l.

Lil

ц
Рвс, l

Зашетиr, что 9!а д|аграхraв (тшс хсе, хас х дriгрsrarlЕ пред-
ставленная на prc.2) учхтцьЕ€т тоiпько порядркr lto не р€шеточ-
вую структуру кладса Jhп. Вое логtaкtl, прqдсгr8леннýе не д{э.
гPalfrae, рlSJrпчнц r. логBкв Iц еqдврrrtrrтсл в ло!!rке Irд, eoIr r

&l.'
шl

Цсlх

ць,lo.

шNl,

цid}
цLl,

Fп



mлько еспп суцеСТВУе! ПУ!Ь ОТ Ъr к Ь, которýЙ Ё t(rйцрfl точхс

воэршr,аст плп нцryавrlав BllPaDo,

Вычrеприведекнвп .цir,Dрlraraа с'од€р]кпт пвlrые н€регул,рно-
сrп rr дJIя их объясненпя К.Осrерберг BBqдlT в рассraо/rр€ние ряд
rlоаых aкcпotar уrке не cFoJrb eeгecтBcнtlыxr как те, что бнлп рас-
схотрсвы рансе. {Bu0 ш long ш we carrnot ассочпt fоr thе irteg-
ulatitieB iп the aborre diцrаm, пв cannot clBim to цпdеrаtапd 0hc

oituation fullyD ("но покв rrы нс uoxcerr объяснить acre н€регулrр
Hocтtl аыlцепривqд9нноf, дrrаграrхнr мы не lrоrк€ц утвсржддть,
что попносIьlо пониraк]к сптуац]lю') [Е, р.а1].

Квк tтоказцаа,lот прqдlпвствуюIцпе радqrrкденшrl) лtспоrrв Х
raoжeт рsссrасрtlваiгься как релятпвtзлlrя 8кспоuы Е нв нор
хаrlьяуtо часть J'-mKaJrH. В сашох дрлеl вкспочц Е квклqдд_
вает условие 'быть юrrслрственнышD н8 отношенпе лрqгижяraо_
eTrl тoгдЁ квк aкct{oua Х нвкладDIвает то rt(е самое усповrе
'6ыть fрrкдествевннх', но на огранпченltе отноtценttя дрсгиr(и-
uоеЕи на ltорчаrlьнуlо часfь J'-lлKt lы. Спqд!,lоlц{е lлесть aкcli-
ох в спrске - атэ не раоскаfрrвавrдаяся до Сеrсферrа аr<сяо,

ив Q, выд9ляlоtцвя клюс н€норrrальных J'-l!Km, sl релrтrtвll-
заt$lи aкcпot{ Е и L на lюрrrальную илп fiеrrоршапьнур часгь
J'-IдкUIы. Лксrrоrrв LN ямяеrcяl по с]aщасIв)l} оqранuчениеu ак-
сяочш L на порlrаJIьнцс raпрьa. Ахсlrоrц L| r -2l 

Ч 
- это раsлrч-

выG варrаЕтн рслrмDпSаtци аltсrошы L яа ненорrrа:lьяlпо часть
j-lпкалы. Ограrrвчшвм аксвошу Е на конус tleпopr.aJtbныx эле-
хентов, К,Сегерберг тr.хr(€ прqддагае! дDа вврвант8з Di 

" 
Е"е.

Послqдrrяя ад(сиоша спшскв Р подобна лсспоuвrr Е' п L', Tat<

как она ограничква€т fолько способ соqдlrнениl нормаль;оfi и
неrrоршшьноfi частс j-шкалы (прGдllохение 1.1l), 9тв акспоrrв
так rr(е, KaJ( rr акспоxы ti х ЕР лсDкпt в стороне от главно
лпrrии рассrотр(ilп0 работш [Е].

Есllя rrы всклlочlл я9 прхвqдениопо в ач!,rс рlqлела спво(а
ш(сиоrы Р', L! в Е!, ю логхки, подучаrcIц.tес, присоqдвнев!l-
ех к Lf опноl ялtr недкоriьких gз чпсJrв осIавIлlltся ц(сtlоlr,
составят з8r.еч8гельяую дхвгр8raraи представлснную яв
рпс. 2. Логвкп, которые 1rже былп н8 ряс. l, вылЁлены нв gтon

д.lsдр8}Jraё я€вр(рвrвеянычп крlrжкшя. Способ рвстоложенвя
зтrх логпк яs р9с. 2 вполве объяоtяет ýер€цrлярносгrl прqдFt-
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дуцеfr дrадраraraы. Тольttо дrIя некоторых точеt( н8 дlаграl..
uе укаsаны явныra обраsош иuсна сэотвстсtгвlrtоцtlх лопlк. Все
ocтaltbныe логикtl получаJотся кохбинаlцrсil аксtiоц явuо обознь
ченншх логик, пo9:Itiay не соегавляе! труда воссlаповить, какаfi
логика cooTBeTcTB)reTTofi илп ипоfi точке н8дiаграraче. Напри-
шер, нв юризонтепьноl лянпи, зв,квячяваюцеfrся логuкоf; Lik,
лей(цг сJtqд},юIцuе логики: Цk"', Iaike'lf, \ikdet(= Ь) (слевв

Lл

Цх

LL

r,il

Dl}

Lt

ц цье цъе

Рпс. 2

LG

,/

,/1

1
./

i

цtN

ц&
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ншрrво). Огцеtич TltOKc рrдепсЕо Щil = ýlNlt. Каrr чн уьп_

д.rх ниr(сr раЁеIlегво Цl = ЦlNtf Ее ,r.зет уссrа, по9тоrtу ис-

пользоваtlrе аt(сяоlrы Lý BlrccTo \q привело бы к дrалраrrе
логt{к не его,пь регlrлпрноfi, кж прqдеrа,вJIебная па p]lс. 2. Иrreн-
но зтот факт объясняст выбор К.Сеr,,срберва rrс:кдl раsлtlчныraп
вари8llfitrar репятивязatlяи а,ксrочы L на конус ненорчаrtьпых
широв.

Рассхвтрrlвасrrая дlаградaма сqлержхт sольхо четыре про-
raежуточilые логпкпt онп лежiд па aepTпKarrbHof, лпнпп от Li до
Lk. Тря кеýt.тпвных логякк дlаграraцы расположеflв на юрrr-
юнтапьноfi лппrrr от Ln др Ьmп. Все ocTarrbHыc логпкп прпнqд-
леrхат классу Par, Orrn обраsуlот треххерную фигури pцlr.epнo_
cTrr котороfi в точносrп сýответствук)т| ках rrы уавдпх поqдfiссl
Tpcra гap8IIeTpaMD определяьцIlg полоrкеняе паранепротяворе-
чпвоfr логttкl в классс Раr.

Чтюбы прояснить )шошrнутое rыше соотьеrсгвIlе, хш переfl-
деrr, к llзученпю алrtrбраrческоfi с.е.хантrкя логяк Ссгефсрrа"

Налохнвч, что Сmоgвоосrсл мrtбрв - sм Ге тинrrовв шr-
гебрq удовлетворяюлtая mr(десгв!/ К. Пусть А - Геlтляювr
(веrэтивнм) аlrrебрв Вулеlr нвзыввть А .l"зdmчвзоеоd (хезсmчэ-
bofl,| J-с.озе6'роrl, есля А } (р f е) V ({ Э р).

ПРЦДJIО}l(BНIlВ 
'.l. 

Пуспь Ь - проuзооаъttв i-M-
ввбр. Оернч с.мOуюцttз эюttвaвflmrюсmч:

1. А F Цk, cclu u ,полtво Фrч АД - Сmоуноосюl аасбр;

2, А Р laix, ссrч ч mоапrю ccrrr АI - Вgпм ааебрв;

Е. А F Цr, oclru u mоrьsо ccru /а(Ад) g R'(Ar),

4. А Р l4il, асlч ч raolbra ас.rч АД ц ЛL мцlо.'1с8 l-апебр.
rсц .fд(Ад) Е В(АД) u ам осе8 y1'"yz G Аr ssрr.о Jrсorя-
сlztзо /д(ц э и) v 

'л(и 
э и) = t,.

ý. А F Lb ec.u u mоапво ccau /r(Ад) g V(AJ);

6. А F ЦilN, cc.u u mo.tro acru Аl - l-олвсбра;

7. А ts Цfl, sсru ц ll2о.ьrо зс.rч Аr - t-вмебрв;
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S. А F ЦlЯ, ccru t mоtьзо еслr ЛL - l-аазсбр ь Ом
ссс8 и,у2 С AL съроGалво реr.опсо .fд(уl э и) V
V/д(9эц)=1,.

О. А } laie$, ас4ч ч mо.rсrо есrч Ад -нвлаmuвtlлл ааеебрв
Пuрсв1

10. А F Ц"rQ, ""rr. 
g ,аоrorо сслч Ад - нсааmu./'tм alaB6-

ра Пцrcв u 0л dсес уlr9з € Ад слрвооа,;uао ровrЕпао
.fe(vr) vlлlg, э9)=l.

ДОКАЗАТЕJIЬСГВО.
1. Пусть А Р laik Прqдставпш А в ьlrдр АД хlл Aar ь(Бьуеш

проlrзмлыrыfi элеrrепт (аrу) € А х вычпсляra

((8,у) ) (Д, д)) v (((",у) э (Д r)) э (I, д)) - (, ) дlу ) Д)v

v((& ) },у ) J-) Э (l,д)) = (rc,J.)v ((-rc,l) ) (д,I)) =

= (-8, f ) V (т,rз, Д) = (-а V --дr I) = (tr Д).

послqдrrее раэснегiо lltaeeT reclý в тtr lr толы(о в том спучsс,
еСПХ ТОХДеСТВО rg V rrз = 1 ьерно на Аа, т,е, есля АД _
Gюуноьоtая влr<6ръ

2. Эrо утвержденхе проБерпетс, непосрqдсгrеняыш вычпс-
лспllсl..

3. Пщть (а,у) е АД х1^ Ад, Пряrое вычпсJrсняе да€б

((g, у) э (! r)) v (J-} r) э (а, у) = ((э э r) v /(y)t д).

3дро в ддлее цЕ опуФ(аau HrrжHB впдекс в обовначснrrи ,/д,
еспи }то нс rр}tвqдtaт к пqдррrsуIенхяrr. Квх rrожяо эаraепaть|
сDорlrула I/ является тoхдссгвоr а:lгсбрн А, ссrIя lt только
сслr дл, вссr( , € АД, у € Ад, д ! /(у), варяо p.Bcrrclao
(r>Д)v/(у)=lдr. В чrсгнос!я, пuaelr (.f(y) ) а)v/(у) =
= 

T /(y) V /(у) = l, пс. кrж.цtl gлсrrсtlт вt др /(g) р.гулярв.
Обрапrая пxплпкаlця легхо спQдуёт пз ЕнIдёпрнвqдgнньu рас-
суrсдрнrl ш того фшта, чm псеqдýдрполяевче убчваэг по перю.
ray ер}у!.енту. flеOствнтелыrо, ёспt{ дtя Het(oTopono U € Ад t.ы
пчееrr (/(у) э а) v r(y) = 1лr, то дrя всех э б ЛД, с < /(t ) r.ы
тоr(е пr.eer. (л > I) V /(у) = lд..
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{. Прqдполохrrrr А F цl. В вточ спlва: вср:tняя шtrtбра

АД. ямяlоlцдrся пqддлгсброi А, буяет l-алrt6ро . Влrлючшrrс

,л(Ад) g ?(Аа) слqлJrcт з п.3, Tarc ках I/ - это чrстяыl c:ly,
чаl ш<сrrохы L Дшсе, яапоr.вrц что пссqдодрполпGние Э_L аrь
гсбрн Ад опрqдспено чсрсз псеqдополнGнllе э arrrtбpu А фор
уулоl, эд у = (л ) U) Д J. Вшчrсляt

(сэrч) v(v эд о) =((лэу)^д)v((у)s)^I)=
- ((л э ч) v(9 э л))д J- = 1 д J- = -L,

Такиu браsоu, Ад мкхе iвляетсi t-алrеброt. ЧTзбш провс"

рпть последtее из условяl ддtrпого пувх!q возыaсI пропtволь
кые 9лехекгц yt, и € Лд ti прелсrавпrr rrx в вllдс (l, у1) , (J-, gr),
Иrеш

(1, r) = ((д,91) э (I,и)) v ((J-,и) ) (r,y,)) -
= (/(yl > yz) v.f (и ) yr)l (yr э и) v (И ) yl)),

D час!ности, .f (yl э и) v.f (yz ) у1) = l.
,,I!рхая<ш обраляую пt плххацrrю. Пусъ АД r Ад - t-Mrlc6-

рыi Irycтb, Kporrc тoю,.fд(Ад) S В(Лr) r л,,r, Bcer Ul,и € Ад
всрно рааанеrво .fr(и э и) V.fr(и ) у1) = l. Ьэшrеr элсrrсп-
тн (лlrу1), (sзrу2) € А п, ястользуr форчупу дIя пссqдодрпол-
нанIlя, вычпслtfta

((д,,gl) э (с2,у2)) v ((с2,r,2) э (сl,у1)) =

= (lъ (у, э и) V (и Э yl)),
Ьорая кохпонеrrте посладrеfr пары раsна Д = 1лаl ?ar ках

Ад - J-апrcбра, ь т! ,(е ьреaaя, первая коllпон€нта иIеет впд

Д=((в1 1 зz) V (да э ,l)) 
^(r(yt 

)уа)v(з2 а B1))lt

д((зr э зz) v /(ц э yr)) л (.f(yr э yz) v.f (yr э rr)),
Ь ншцлх прqдrrоло:r<епrr} Еечqдл€нfiо спqдlег, что псран} п

rюследrшl копflоктиЕные члснн равны qдt{tlrцс. Таttпк бразох,
выполн1lIось тсясдрства L нв А ,xrгDarteнTнa yeJtobrю:

для всех (gr, yr), (дz, и) € А, веряо (д, э э") v
V/(рэу1) = rдr.
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Прпшпчм ю БнпIцlrс фаrты, чm псъqдgдрполнснпе 1rбы-
Dlс! по псрЕоUу r Dоэраg!а€т по BToPoIy tр,уraснI!,, Е т!J(r(G,
что э S /(g) дlя Bcrea (t,!,) е А, полlцас!. цспочку нсраЁсвсгв
(ar ) дэ)v t(и э !,l) 2 (gl э Д)v/(J. э yl) 2 (.f(yr) э
) r)v/(Ul) -..f(gl)v./(y!)= l. Последrrсе р!5еltсгво вЕполЁя-
етс, ввид7 усповня, чm хах<лрrl шеrrент в1.1лд /(у) регуляря.

Утвсрrкдрвпя 5-10 про!срrlотся неrк}срqдЁтк|нllнш Бычхсле-
нпе}t.

Прqдlrожснпе дрказчlо.
В прrrвqдrrrоrr lrяr(е спqдствнв Фшвол U' обоэявчs€т опера.

цtlю дrямя ючноП BepxHel грлlп в решеп(е логrк Jhn.
слцдGтвшЕ Е.2.

1, Цk - Lik * Lп;

2. \ix = Lk* Lп;

3. 0л в*х Lr С Int ч Ь С ltц copllo смфlоttlа, роовнсmво

(L1 * Ia)p'U' (L1 r 1з)l' = L1 П Lз.

В чсmrостлч Ь' = LgU' Iail';

4, аg, асвr Ь € tnt u Ь € Nе8 mciujг, чmо Lt # l*, ао-
ачrч (L1 * Lз)р' u (L1 * L2)l' оrrtJ|Jчхi. оm Ёоr.qrstaa, ,|о,.а;
uхmсрс.шN ýрес(LlrLз). В mо эrcв с|Еж| есlч L1 = LL'
по (Lk+lд)р = Lkn[a с (bk+L2)l'=bL*L2;

5. IajlN = Lill Ln;

6. Цlfl = Li * Lrrl,,

7. ц' G ýpedli,tnl), цl9 # Li. Lnl, цlЯ * LiпLпl;

Е. цki=Б*Lmп,,
9. ЦЬ' € ýpec(Li,Lnrn), Цiсl g LirLmп, Ц!еý; Шпr.mп;

10. Jозttt с ljl лаrлаrасл сабсmввнt+уu р&л!!лrрсжlsч tоallrсц
(Lit* LnI)l'= ЦПNli.
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ДОКАЗАТtsЛЬСГВО. Уtвсрrсдglrя lP,5P l 8 леsко спqд!t,

tог п9 прqдJtо:кснrl 1.5 в 1.6, а тш(r(сtlз пqдtrqдrщrх утDсрпсда
ни послqлrrам прqд/tсlraaнlл.

3. По п.3 прGдrtоЕ(енr, 3.1, в rrqдрлях лошкr (L1 +la)l'всс
9л€rrенты вlдд J. V (J. Э с) рсгlrлrрны. G друюt сюровы, пз п.5
тою ,(е прqдпd(€нtaя спqдltет, что вса элёуевты укisЁt ною вIдр
плотны в r.qдрJrrх логtfки (Ь r Ь)р . Tarcrrl обрэзоч, в хqдрrrяr
нвrrrеньше вср:rяе rраrпr ломк (Ь *Ь)У и (Ь *I4)I' злаrшты
вrrдв t V (Д > с) реDулярны п плотяы qдlrовреtrоrrtо, т.е. вое ояrr

раавЕ qпшхчноtaу элёraснту. Слqдовзтельяо, Iqдепta р!Еш!лрп-
вавхо эерхяеl Dрыrп -- 9fо в ючýосrfl пряr.ыз прох9Еqдвяшя
вядд В х С, пде В ts Lr l С F Ь, откудв по прqдлшсеяrю 1.7
я спqдЁтввю 1.8, яешqдlrенно ввто<аэт Tpeбyerroe рад€нс!гэо,

4. }ю ут!ерrц9Ёlс сrлдуег liз firю, что дt, rrя<доС Гс.fiтяв-
говоfl в:rтебрн А еlqýrюrшrе трх усповп.i авввьвлентпЕl
А - Вулева алr<6рr; свrншчнц влсrrаrт явJIrстс, лшrнеrrён-
ннх плотвшx алеlfсtlточ шгебрн А; вое Ел€Iентfl апrcбры А
рсгулrряý.

7. Согласно п.Е прqддох(евв, S.1, лоrткв laill прхнад.тlзокllт
интерьвлу ýpdl.i, Lnl), PBccuoTprrr rrqдель А свободrоfi коrбь
наrци Ll+Lnl, ycTpocnllyю crlqд/toщ,пrr образош. Верхняя мrrбра
А1 пропsьольпа; ппжнлл апrэбра Ад - ,то 4-rлечФlтна, псга.
тrrвкая алr:6ра Пира с yHпBcpclnrorr {_L,cr0r0}, гдр 0 S с S J-,
0 S б < J-l а эле!rенты с я б нссравrп..шi /(J-) = r, /(с) = Д дr
жкв{ Д, Вычяслпrr

.f(o f 0) v/(D э о) = r(r) vr(o) - дч д = t,
9то дрк!sь!r!rт, что bjlt оглrчrrтс, от HrrxHcl точхп rпmр
вща Spec(bi, Lnl).

Теперь ysýr<er. rrqдель лоDпкll laill, отлrrчпую ог прячого
проп:rrqдЁнrя Геlтrнюаоfr с Her"rsrBHofi алгсбр, Это будрт до
кцtывцгьr чтt лоЕllка lailý нс pabrra псрессчсл]tlо логшк Ll п
Iail. Пусть В л С- соотвётеrЕшно Ге}тпнговв r негаллвно,
!-алгебрш, коmрше пзочорфны как нuплпкаапькые реЕёгкп, п
пусть / ; С -+ В - пропзвольншl рIпеточныfl
трудrо убqлrrтюя, что В х1 С явлпется псхошоl
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9. Тот факт, что rrопirв latet прпп!,Frrýtхт пнт.рвшIу
ýpec(}i, Lmп), слqдуст из п.t0 прqд,поясснrя &l. Прчlrсрн
j-алгсбр, пока:iывrJоlцrrаr что логпха laieý отлячна ог концеьых
точек lrкаSrпнок) пктервалq, rrог;rт бшть построскц аналоýпчно
п,Т.

l0. ЭФо утв€рi(деяяе tаюке rоr*ст быть дрквsц|о ц|&по-
мчно п.7. В хвчесtъе прихерq пока9Еваrощепо, что уквзышое
радпшренхе ямяется соfuгвсвншt , yorffo вtяlъ j-шьебру А
вз п.7,потребовав допопнrI\сJtьяо, что,6ы АД былв IЪ тннювоfl
l-шгбр,

Слqдстьrrе докrsлlо.
Тсперь rrы располала€ra досrа!очнýx к(мrrчaеIвоra инфорuа.

ции о rодеJtrl логпк сеrеферtа, чтобы прqдолкпть анаrtпз

ркс. 2. Обоанвчпr чер€з ЛIвg лпнпю, проrqдяшуrо чер€з логп-
кп Ln rr Lmп, п чсрез 

'nt - 
лпвпюr прrоддlцlrю чсрез логпкп

Li п L}. Нsпочниц чю ло!пкп, л€хаtцх€ ка лпнпп lat (Лзg)l
обрвsуют перасечеппе сечеlства 2 лоDrк, прqцс[авJrенных на
ряс. 2, с классоr Int (cэoTBeTcr;crrBo с шrссоч Ncg), 2 П Int =
= IпtпDО Neg= ЛIеg. Этп лпнип пr?цот роль коорлtlпаfных
осса дL tрсхrсрноl часrп рпс.2, коlэрук, rrш обознвчпш Рсг,
Раr = 2 П Раr, .Цлл любоП логltкп L С Рог сстGств€нныu обраr
зох опрqд€лrрl.'c, с€ проскrцп I(L) п rV(L) соотв?rсгвснно нв
(ю х Iпt u iIса. Ншrрпхер

I(Lj) = Li, ]Y(Lj) = Lп, I(Ljl) = Lil, Лl(Lfl) - LnI,

I(Iaix) = Lk, JV(I4ir) = Lп.

}fспольвlrя прqдлоr(с хе 3.1 rl спGлствt с ý.2 лсгхо провсрять, что
дtя всФI логrк L € Рсг стrрав8д,лlвы рввенсIъв I(I,) = Ь r
JV(L) = L..6. Таrоrч образоrr, дlя лlобоf; Jtяянх 

' 
во дrsгра,r.-

Ie, параJUrепьноЕ лпаип (Ц, LG'), л€й(lщпе а8,то Jtнппи логхкtl
пчестфкксrrроьаrrные пltтуяцItоtfliсr\с*п пrtаItrпвпы папарнп-
кпi ct(ajficl. Lr п Ь соотвaaсs!еtlпо. Ппычr слоьаraпt r.ы nacer.
Д=2Пýрос(Ll,L1).

Ь устыrовrrлr тыrвrr образоr, чю Tprr п9 a€неlltaя чаgм
ряс.2 в ючнос*tr оотв€rсrв!пот Tpera яара.raеlрвra, сrrрqдеrrяюцrrч
положенпе логикп в клвссе Рдг. Перввя коордrrнапв лоruкr
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L - эм ее xвryпtlxottxcýcкn паrrарпrк Ь € Int, вюра, кФ
ордя ат8 - это псгалrrвrrшЁ raшtlptllK lro.a € NGg,8 fрсj!ь, ко,
ордaнrдs cooтBcтcБJcl! поltоr(снхlо лоtIкп L ытутрl иптсрьаrrа
ýpac{Lrc, Ь"g), что опрqлеrrсlDс, r cвoro очсрqдD хл!дсоr до.
пусмхЁr, поп)rрапе!очп!fi гоrоrrорфпзrоь rrз чод9лсl \a в
щ@

Теперь rrы доrrffiы otgeTlrтb qDlя очевяJFыfi дGфкт prc,z.
Рsссчотпu плоскостri,
леrьнý плосхосlя,

плоскость, со-
Фдрр(ацý/ю точху lail н,

кахонец пусть Ре обовнечаег ЕлоскосIь, сqдррлrаlцlrю точку Lc.
ýля точпого соогвспствп, набросдrныч вt!ше геоucврпчесrоlч
цlаJtоrцa дол:кно бшть выIюлнсно слqдуюцG€ 1rcrroBпe, Ломкя,
прппадлскацtlс кахдоt пr плосrостсl ?i, pl плп ?с, дрлrхпш
опрqделrlть тоо ,fiе carrыl хJIасс лрп!Емчых гочоrюрфпшюь.Но
э/ю выполняем, тоrько дrrя плоскосгп Ра. .щля лlобоl логrrкя
L € Рс яrreerr rV(1 эр) е L, слqдрвкglьио, L=ЬПЬ
п iвлiеDся калбольшсfr tочкоfi пптсрааrrа ýpcc(Iaa,16-), Koro,
ро соответствует класс юrrоrорфпэrlовr тоJцдЁствеяяо
sдlнпчноraу 9лешепту,

Рrосчотриrr tuюсt(ость Pj. 9лапснtы ато0 плосlсостr яшrя_
ютс, нrлlaеныппшll IýчкаIll в llнохGсгrс вrдв РсгПЕраdlrr , Ь),
гдЁ br € tti, bib til} к Ь е {Lnr lrlnr Lmп}. Соглесrю прсдllо-
,(eltnn 1.4l ншlшGЕьшаi t{rч*в rпtтcpDarra вилr ýpcc(Lr, Ь) -9то свофдtа, коrrбпншцrя Ь1 * Ь2 ломп Ll r L2. Воасс мю,
r сtоотвстсгвrr с прqдr!оrкGнхсt 1.0 сэофшш коrбrrншця ло_
lllra дрп!rcкra, эс€ !о9rоr(вшс полlrрсцеючнцa юrошо!фrзrrш
пз rrqдслсfl пcaafiBвttoю нвtrрнпкЕ Е rqдЁJrп шнтухlцонпс!скою
напrрн Ёа Одшltо толмо Tpr ючхtl пrосt(оG!!, Pj, llrшно, ло
rяхп Ij" taik п tjlN, rьляlотся сDобqдвнш rоrбвншцlяrr cBorrx
нцпрникоD (с. пп. l х Б слqдс!вt , 3.2), Логчхи Цi я Цс!

lсоlбrrншцrl
Ll + I.nl я Ll + Lmп сооrвё]сrr€вяо, rц( 9зо спсд/€т пs пп.7 п
9 слqдс*вt|я &2. Что кададмя осttЕшдIся четDлр€la лоrпх плоФ
костu Pj, uB r.d(eu лёгl<о rrqддфшl4rровэь лрrtвввr,ельсrвв пп.7
я 9 слqдс*вrrя З.2, чМы похазшь, что огрвнхчеяхя, нш{лqлъЕ!a-

етq, 1ря TaJ(пx плосt(ос:м. Пуgть Pj
д€рr(чttую точху lai, Pl - плоскосrьt

явJlяются собствеlrвыцr рэaцхрсяtarral
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пыс rхс оr.!raх Ье " 
Е,q нr хлaсс дрtrylетхuых полурсшGточпцх

юrоrrорфязrов, oclstoтc, Helpxвиartbньltala, даr(с есrr tiнTyяtц-
oHncTcxrrfi напsрнltк логхкп удр!лGтrоряGт ц(споIе К rrлн LN
(сш. тшrжс прqдпохаrrя 3.{ l 3.5 Hrпte).

В слlвас плоскостlr Pl цы пrесл пqдфнуо оlтуаlцю. Jlогп-
t<я, лрrнцдrr€Dкццве левоl краlнеl вертикаlrьвоl лпняя, зqдрхtт
тот л<е сцrы клвсс полурешеsочянх поrrочорфпзховr к хото-
poray относrтся все rзшоrrорфrrзrrы с обрвsош, аqдерхащдaся в
raвort(ecтB реrулярвцх 9леr.еяюв верrнеl аrrгебры (ш. п.3 прqд-
лоr(еяяя 3.1). Вф ocтaltbныe ,oлtfKta данноl плоапосшr хrр!J(т+
рнэуются более 1вкях кпsдсоч лрпусtrrrнх гохоrrорфlrэrrоь (or,
пкд,tожеяIя 3.{ r &5).

олхечеянц дефект чохно легжо вспDаэtlть sаraеяtlв ц(сtiо-
rы I5e н F5q Hrr, rлеоrы Ll п Et соотвстсгЕIrЬ, Кш< слсщrст
иэ rтп,7 н 9 прqдrrоrrtснпя Е.1, этrr жсвоrrш не нш(rцдвD!lо,г ограr
яячgнн на хласс дglltlсfilraых юrоrrорфнsrrов, в оr?rцвчrtrцот
тоiпько клlсс HнlrHrrx аптс5р. IЪ,кrru обрrsоr, пrrенно ,тп аlкспо-
rн чоц/т ршсraа!рвБtгьс, ках цдекll выс рGлrтвБя9цця ш(сlt_
ouarr L п Е ша негагlввы пsпарtrпк логяпп, Посrrе 1rпохrнуто
lallQвы, а таrr(е )rдrлGвll, rхсrошц L яэ cTrlrcxt рaссrarrряDrr
еr.ъ[I аксяоч raы полlпrr, дlaЕPaIray логпк, пl.сющуlо в fочllо_
стн такую :rrc конфкгурцlпкrl каа длаграr..aq прQдстаБJrскнаi н8
рвс.3.

Вшtце !rжс отцечrJIось, чm,дсноцц bQ и EgQ на*лr,ц-rаот
огрaняченея нa топько на класс нr:ккпх алг:6р свопх чqдрлс},
по ш но кл!сс гоrrочорфшзчоь пf нгrхнпI алr<бр ь вaрхнкс| де
týicllluнx а п:( raqдрляI. Эrх дра ограrrпчснf, xoltno
Ка* слqддlет rlз прqдJtо (еппя 3.1l ц(споIý ЬР r Efl оЕраllпчп-
ваfirf класс нпжнпх еlrrtбр в !очtlоспa так ,цa, ка'к *во делаrоr
ахсиоuы bq " 

P5q oooTB€TcEBttHor прп 9aou онп н€ охазыааtоD
здпянtl, на клrсс дрпусЕrrшчr юцошорфпзшов. С дlуrэfi с*оро-
ны. кшс будрт показiно Hп:t(er акспочц

Р1 : Дv(Д э Ф э {))v(J- ) (! эр)Х= ДvЦ),
F2 l lv(J_)p) v(д>Ф>{))(=rvЬС)

будm огранпчпвась класс дрt!устпrлIх гоrочорфrвцоь в ml хе
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ёвепени, чlю п ц(сиоr.ы t' ш F5q cooтBeтcfвclrno| не изченял при
9Toш класса н!ffi(нях апrtбр.

ПРЦДJrОХ(ВНЦD Е.Е. IIусrпь А - проrвоольнм j-мэс6,
ра Варlвt* слеOуощttо эв uсамхfл|rtослльu:

1)Л F laif11 ссrч ч mолпrо сслrrlд(у1 ) уl)v/^(и э у1) = t
f,ал ош yrly: € Ад;

2) Л F LjI29 есаа U }?3оrь,3о есач /д(и) vfд(уr ) уд) = 1 dал
вееЕ !11Щ С Ад.

Обв утверждения rФоверяются непоскдствен_ныш вычислФ
ниеr.. Ясно, что LЛЯ = bflPfr, tЁ = tj"S, и l4il =
= \il'lNtpf1.

PaccrroTpпrr класс D1, сосrtяцrrfr шз лоDпк! коiЕорые raoEyт
быть получены прнсоqддненrек к ý некmорого пqдraнохесгва
сJIqлуюrц€Ео шно]кесЕвв aкcшor, {IrQrKrXrLrErL'rD'rP'rLN,
Li,ýt,FrrFz}. О,rевпдrо, что D Е Dt. В то хсе вреr.я, класс
D удовлетворяёт тш(оr.у успов!lю. Ддя любых Lr С Int ПD ll

=LrflIa

L'g

L.

Рнс. 3
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Ь е NсбПD пересачсппе ýрес(L1 , La) П2 лrваfiво дzпорrлрчево.
Пчснно эмrr обълоlrется осo6ос яrяцGс!во дrаrраrпш с ряс.2.
Прп пср*qдр к клlaсlу 

'r 
!то услоэпе !rr(е нс xraGcт raccтq ка(

"го 
вцшо из нпя(еслqдуюцtlr прqдJrожсяrfl,
ПРЦДJlО]КЕЦПЕ Е.{ IIgспь Lr с {Ъi,Бk,Lil}, Ь е

С {Ln, Lnl} ч Г ё Lr *L2, l[нвпасsмо rorur ýpcc(L1,Iя1) О
П21 обрсrрm сар&врrо л.оaуIre|Jлвmlф, zрсесt'''',млпую lB noay-
упаrcmочлоfl ttBoltBlruo (сх. ряс.В).

В :qдр дрх!sа8елъё!в 9тою прqдлох(еняя HaI прllдЁ$ся по-
сприть ряд j-шrtбр, яеобхqдяrнх д!я Bpoвepsн фотtlоtценпЕ
r.ежлу раsrtхчнцtaп ломх!Jaв. Следшцrе Геlтrrнювв r rrэrь
тrrвные елгtбры (ol. рвс.4) будlт вгрsль роль строIтеgыrыr бло-
ков; 2 я 1' - друх-элеrrе.нтнце Ге пш!ова п негrдпвнвя мrtбршi
ЕН r !N - трсх-алсrrентншс лrrrс*чо t7порrдочсннна Гdтхнtэrs
в негаrtrвявя алгсбрш; ваt(опсц {Н я 4N - чстнрсrr-элеIапмыа
Ге,fiтяяпова rr вегаfilыlа, аrrгебрш, яIплиt(lгпБнне рсrпетf,в со-
торы!( ямпlотся a:rTcбparrrr Ппрь

,Щля лlобоfl lЪ тшвюю апrtбры В, псrасrвrrоl rлгсбрtл С,
п лrобо построснно из них j-алгебрв В х1 С, rы булсч ото
хдQствлять ,пехент б вrrгсбры В (с чIгtбры С) с ооотвслстзуrо,
Iцпt элсшёкrош (6,t) ьерхпс} аllпсбрш (ВхlС)Д ((trс) rrяжнсl
алtзбры (В xr С)д).
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Ptrc. 4

ДОКАЗАТЕЛЬgrВО (пред,поженlrя 3,а). Прспtлр Boeto 9э.
IeTBu, чsо L1 t' L} по условяю. }lз этою фш<тв в пп.3 п { след-
еrвrя 3.2. внтекаст, чтo лопfкп L'6 rr L'l' отлпчнц оа кояцевых
точеt( нн$ервмв SрЦL,, ЬЬ в пв .еньItrая в€рхняя rрцъ впlх
лоDпк совп&дЁдт с налбольlдеfr mчкоl uнтервцlв Гз u' Гl' =
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= Ь'С. Это зttачит, в чrсrностll, что лоrl }! Гб Ь Гl'нссраь
нrrы.

Рассчотрих лоrвки L'f1 u L'f1. Пусть А - прпэвольная
xодель логиt(и Гf1. Согласяо прGд,rrожснхю &3, lraccra р!sсн,
ство 

'л(и) 
v.fд(и Э l,2) = 1 д,ля iССХ Уr,и € Ад, Тц( кцr

ш 1 yz ) и, получаеt .fд(уr ) S /д(и ) yr), в тв<же /д(gа )
) yt) v 

'л(сt 
э и) = l дtя вс€х уl,и С Ад. Прпнвчвя во

мgчшrпе прqдложенпе 3.3., послqдrпl фжт озяDчаЕq чm шlчG
рв А булет шqдрлью лоп.пси L'fr. Твхпч обрвsоч, taв дркаsаJrr
включенхе L'fr С L'fe.

Рассrrотряu j-мгебру Ar Ё !Я х !ý, 
"лр 

.f, : ЕN -+ ЕЕ -
9то qдк<xtпачно опрqдрrrсвны i хцплпкетпвных рс-
шсгэк (сх. рис. б, на коюроr. прqдсаавлекы cfpyкTypн асех
а:lвсбр, конструпруечых в дркёtазельсmс дЁllною и спеrцlюцс.
ю прqдrrожеяяl). Для любы: grryz € Arд rшееч fi(y1 2 уз) V
чi(узэUt)=(/t(уt))Л
sНFФэ{)v({fр

. Ясrю, что fi(-l) = 1 п fi
(сх. ряс.4). Вычrслпrr /1(с) v Л(с ) -1) = 

', 

(") v l,

(и)) v (/, (и) ) /1(у!)) = lD так квк
Тахкч образоч, А1 Р L'f1. Ьэь

(с)=о
(-1) =

raer, элементн -1r с <

= с V Д = с f 1. Это знвчпq, что Лr не являеrci шоr!ельь логпкt{
L'fз, поэсоrrу вкльченпе L'fr С L'fr - с!5с!венно€.

PaccrroTpкrr j-чrгtбрн Ar ё 1 , /" ,l*, глс .fз(Д) = l,
/а(r) = 1ДЛл !сса , < t, п Аr ё {Н х;, tlN, глз /g _ вюrrор
фrзrr иrrплrrкаsr.rвнвх решстох rеxtду ilП rr lH. Пqдфво точу,
кш< эю было было qдепано в тm. 7 п 9 сrtqдствlaя 3.2, rrц uor(cra
покц!8гь, что Аz,вляеrc, raqд€льк) ломкп L', по не будрт rre
депью лоrrкtl }'f1 аоотвстствняо, что А1 - *ю чqдсль L'f1,
ао не L'с'. Мы лрказалr, Tat<rrr обраsоч, что логrrхrr }'f1 rr L'f2
отлrlчны от концевых точек lrвтepвarra Sp*(br, Ь).

Terrcpb rы проЁсрпra, что кдrхлд, llз логrх Гf1 и L'f1 не_
сравввr.s с кв (доЕ вs логrrх L'g l Гl'. j-Алrебры А1 я А1
являю$ся rqлеrяця логrк b'f1 п L'f2 оответввенно, но онu не
являю!ся rqделяraи L'з, откудр слqлует, что лом!(в Гg не ао_

дерr(птся ни в qдlrо вэ логtlк Гfr и Гfе. Опрqлёr|tlu j-шгзбру
А4 KeIr ЕН х д {N, где /a(J-) = l в /4(л) = с дя воех д ( J-. Дл-
гсбрв А4 будст rqделыо ломкr L'g, тч( ка( 9лсltaнт а плоDсн

4,|
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в ЕН, яо не логпхв L'f1, в
хс lrqдельtо логrки L'fз.

зяаrlllт, ,та алМрь пе ,вляёпс, тц(-
д;lя qd е 4N rrrccrr

/r(c Э d) V.fl(d э с) = /а(ф V !(с) = сYб = с. Теч салыrr, rы
ус!аноDrлх, чм логrt{tl Гfr r b'fz пс сраэнrrн с b'g.

Алгсбра Лз iDJrierc, конlрпричсроl., похц]шваюlцll.r что
нп одlа пз логкк L'f1 п Гf1 не сqдёрхктся в логllк€ 1'l'. Чm-
бы установить, что обрвтнче включенпя таюке не tttrекуг честq
рэдсиотриш j-слr€6ру Ar ё 

'Н 
хlо t', гле .fc(-l) = о. 3то не

шодЕль лоDпкп L'l', Talc как элешент о не рсгулrренD в то ,ке врё-
!.rl непосрqдЁIв€нные вычrсленL покц]ýваtоlц что Ад Р L'fз.
Такич образош, L'l'не сqдсрtкпtся в L'f1, тэrr более, в L'f1.

Полученные Harrя фаrсты о васр!8яяraосм логяr( влсх)rt| в
ч!ЁгноýDп, что ловrха Гgft ,rлrстс, coбcTbcBBurr рrашrроrшеrr
логих L'fi я L'g, d = 1,2, а логrхl L'l'G яьлястся сo6crraяHнra
pacш}rpeнxex логяк L'fl rr L'l', i = 1,2. Тrr<rш обраюrr, rrrr
остаЕтс, пров€рrrь собсrаснность ьклtочснrf, L'й g Гй g
ý L'd п L'l'fl Е L'lЪ g L'd.

Мн rrooKer ис:юльюаать.r'-вrrtбру Ь * ЕNФ2 (!! l х 1" lN,
эде .f6(c) = Д дrr; всg , < I), чmбш пок!s!jlъ, что Еt(лtочсяtaс
Ъ'l'ft g L'lЪ собствснное. 3то будст IqдЁль логtlхв Гlf1, Talt
хаlt дпя любых уl,и G ЕN хлr yl Э ц =.J., rлr и ) gr = Д.
С друюil е!оровы, /5(с) v /6(с э -t) = ДYД = Д. 3rrcTrru,
что j-алrrсбра А1 ,Drtrct\с, raqдЁлыо ломхr L'lý отлrчяо! от
прrr.ою п!юпsrqдЁппя апrtбр ilв х 4N. 9то лрхаsыва,ст, чм
L'с' - собстьевное равлrрхrе L'l'f2.

На.онец p!дcIoтpнrr шtrебрIr А7 Ё !Н х1, d{, вде.fr(а) = с
дt, Dсех 8 < J-, r опрqдсленнlпо вчше А5. IIсрьаr rз амх rпг<5р
будрт хоятрприrсроч, поraаrrt.Еlrоцtll, что вlслlочснrrс L'gf1 ý
ý L'gfч собсть€нпос. Воорая rrrrtбpa rrorrcT бшть хспоrrьзоDrrti
дrt, провсрхх юю фаltтq чm ГС - собсrвсянос
L'tfr.

Прqдrrох<енrе дркаsаЕо.
ПРЦДЛОЖЕЦПЕ !.6. lIрпь br С {Li,Lil,Бt}, ч L'Ё

Ё Lr r Lmlr. trrlфcr,lr.Bo r,о.u: ýра{Ь, I'д)nD1 обраlувm оор
,мю поrурса!сm}у, npc ctttиlяlяя;ylo tlB полуlрvl'сmочп dwр*
rro (crr. prrc.0).
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L'fr =

=LrnLED

I,.й-

L.lI

ДОКА3АrВЛЬСГВО.Ка< и в прqдддуцсr. преllrtоrlенlп, у
яа. есtъ условIс L1 f Llз, вз которою слqд!rст, чrо логякш L'8 в
L'l' отлячнн от конц€Dвх ючек rlнтaрэал} Spac(L1, L2), яесрав-
нrllы, п tlх ючная перхня, граrь аовпqдаст с наr.rболыпс точкоl
,топо nнleplaJl}

,Цркаяtсч разснство b'fr = Гfr. Вr<лючевве Гfr Е l'fч бы-
ло устоllовлено рrн€е. Првершч обралвое ЕхлIочсЁrl..
Вовьrrеш проlaзвоrьную taqвerb А ломхп L'f1, ю}дв }lua?l.
.fr (з 2 у1 V tlФ > r) = l дlr всах ,,у € Ад. По усповх!о
мпебрв Лд улрвл€творяет засову Пlрсq по9тоr.у для лбнх
,rу € Ад ь.рво рав€негво а = (а ) у) Э д, с друюЕ сrорнд, в
яаr<дой j-вrrгсбрэ выпоJtяяе!ся r\о)i(деегво s> у =, Э (э Э l).
Talcrrr обраsох, дlя любнr д, у € Ад !.IееU

/д(а) v /д(в э у) = Jл((s ) t) ) ,) vrл(с)(аэу)) =t,
что я докssцва€т требуечое рsэсвсгво.

Нпх<нпе влгебрн j--.-6p А21 А11 А; tl Аr, опрqдеrеннцх
в предrtоr(€яraя 3.4, являtоsся raqпсляraх лоrчхп Ьmп, поэпоrrу
oнll lогут быть хспользовэlrы в поспqдуюцtlх расqrхлgrшях. В
чsсмосltч, Bprr поr.оцt j-шrебр Au l Ал rы шоr(ск проверптьt
что логчка Гf1 ле!квт внtтря rlnтepв8Jla ýpec(L1, Lmn).
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дrrя
тою, чIE6ы пок!s8ь HccPa.внrl.ocгь Jtогик lr'f1 l Цз. ýltt5pa
А1 лвллется t qдЁJtыо аогпшl L'6, во tte лоlrlкп L'f1. Алrбрв
А6, наоборот, будл Iqдрrtьtо лолхtlп Гfrt во t e лоlgкI Ь't

Пqдрбныч обраsоrr, алrrкбрн А1 п As raоrу! хспольз{rь!дъсi
дlя пров€рки нсср!энхIосЕп логпх L'f1 н L'l'.

Наll осталось пров€ршть собственносrъ вклlочспп L'flg ý
! b'J ll L'f1I' S L'd, Пqдхолдцrt t rоятрпряt сраlх ,.ляtоrся
аrrrсбрв А! r| Л! cooтbaтcrxнtю.

Прqд.rrохсен*с дркаýцlо.
Па,чи сIлр нс бьrл paccrroTpп сrr5rчаfr, когдр rнтlшцtiопrст-

cKrrй rrапарник соьплдаrт с клrбсltчесtоl логпко . OrtasшaacTcrr,
ч!о только в 9юк сJIуч!! цЁох€сrrо ltlдЕ ýpa{Lr, Ь) П 2r лш-
не*но упоряд9чспо по Еключсяtfю.

ПРЦДJrОЖЕЕltВ s.6. Пlрпо la е {LцLпl,

Алгсбрш Al r Аэ ra / Ф 2 !.otyT бвiь

Lmп}, u
L' Ё Lktf,2, Шхоtеесmаа loz
пуру, прuсе&;ыtw ,в plllc..I,

ur ýpc(Lk, L.)ftD| ч*rоm сmw',-

.ь

fJ'Gl = L'з

= L'll

L'd - Lt

+f1 
= L.f'L.fl

L. - L.ll

Ь€{LD,Ы} Ь=LD,
Рuс, 7

Снцlа.пв лы раосчолрIrш слр!
Ь с {Lп,Lпl}. Алrcбрн Ао, Л х Аr

5l
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дt, проссрхrr фDьаrносцl !шл|очсвхЕ L' С L'ft, Гfr С L.fe
r cloтlcтGllвtlнo L'fr С ГС.

В оlучас 14 = Lmп rьl сно!а raФtgш uсrrольsовать ulrtбpьl
Аa п А, дltя проrсрrtf трсбуоrвх сооаяоlпаяtll racr(дti ломiаIв.
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