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1. осrrовпые попятпя и опрq,целення

}Iаrал предпожеrr яовый подход в пзучепяе печеткостп [2}.
Его от.llп,ме от подхода Л.За,де [1] в тош, что пояятjrе нечегко-
стп ЕаклrrlыDаеf!,я пе ва хttожеgгва, а на фупкrши, В рабсrrе [3]
бы,по ввелепо поЁятпе ше,rе,гкоft бинврпой операцши. т.е. операf
шlп, ре9уJь,двI дейсIвия кQтороfi состоит не пз одяог0 9лемеrrта|
а представляеr собой нехоl!рое подмпох(еgгво дсходяоп) множе-
ства. IIри ,'ruм кaждре конхретное звачение действия зqцд€тся
с ЕекоIарщм весох. C<xrTBercTBeHHo 9,п)irу быlrо вве,цено обозца-
чеиие с + 0 =с с, где а € (0, li локцrываtт в€с, с которым прок!-
ведЕпикr 9лехента с rrB б co<rTBeTcTBygI, эJlсмеЕт с.

Пусть Ha.rr д8па а,ш€бралческая спст€ма 4 G,+ > с печеr-
кой бинарной операIдпеfi. Оrrера.uия '+' наýывlr€rtli сссочцсlпuо-
xotl, ес;tи д.rrя лобы)i с,е, с € G вывrrлвяется ралеЕство мнох(еgгв
(с+0)+с=с*(0*с).

опера,цяя "+" на9ывается rоlrпсrrпяоfl, еслп д.lIя любых
с, D, с, d € G справqц.ппво с.rrел5lrощее 3с о + е =о с =} ((а + 0) + d =
= с+dл d+ (o*D) = l1a),

Э;reMertT € С G называgIся нсfltпралъхч.ъl еслп дпя любо-
го а € G палйд|тся таt(ие ч!4сJIа о,В С (0, 1l, чт! € | с =с с|
d+ е =р d. l{ерез _Е булеи обозначать }lЕожеgгво всФt неfiтраль-
trых 9лемеп,lюв системы ( С, + ) .
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Олеrдепт D € G будем Еазывать офоmнuмк элеriеfiту о € G
огIIосительво пейтра,rrьною 9лgмеЕта с € Е, если fiаДдутсятакие
чпс.па с,Р С (0, 1], .rrо Ь * с =о с, а * Ь -_р е.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. А;rrcбра,rческая сист€ма ( G, * > явля-
ется раsrrштоfi группой, ecJm выпеЕЕяются слеý/tощие свойства

1} оперыдшя "*" 8ссоциа,тдвнЕ
2) оlrера,цпя "+' коIrдпактЕа;
3) Е{Фi
4) ппя ка,]t(доIв 9лемента мнох(еетв& G пайдется по крайней

riере одип обратншfi.
Будем поDорить, чтtr дпе раýriытые груrmы ( G, r, ) u

( G', о ) обладалот одноfi структуроfi [4], если сущеgIвует такое
в9аамно одцо9натIое отюбралсевие tp мЕо:кества G нв мfiожество
G', "lTo дlrя лrобьчх оrЬrс € G справqдrиво

За € (0,1][с * D =о с] Ф :lД е (0, t][e(o) о 9(Ь) =е 9(с)]. (t)

Если прп этом еп{е "сохраfiя€rrся порддок па часлах' [6], ,о
грушш G и G' буryт ЕцrыЕаться rшоrrорфпыми. Отобрах<еrше
группш ( G, + > D груrшу ( G',o ) паsызается mrrоrсорфrrзмом

[З], если лпя любьrх а,Ь,с € G

За е (0,1J[c + Ь =о с] :* ЗВ € (0, t][,,a(o) о 9(D) =д rp(c)]. (2)

2. Норrrа.пъпые подгрушIы

Пусть пам даfrапекоюрм подгр)пш& Ё равмытой rруппш G.
.Щля некоторою 9леrдеЕта s € G опрqдеlrдrд мцожеgгво gH сле-
.ryюшцш обраsолr: gfJ = U {s * h}. Мпоrхество gfr будепс наЕ,ы-

ьен
Dать ,соъLлa смGrЕнuл ,слоссом группы G относlrте.пьilо подцруЕ-
пы лЕГ. Пршыft сме:кrrый клаЕс оtrрqдеlшtrся вна.погпtшо.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Сллаtснце *ftассu, офоеоаахн,uе оfllно-
слtmельхо роэмuпоfl эрgппu, ясJlrrйпс;l хспaрссеrлоюч+uмцс;r
rлассамu.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. .Щопустиrr, rrto с!дежЕше классы ýlfl
п 9lH пересекшоIЕя, ъе. паЙдеrrlся тадrоЙ 9лекент , € glJf ПgzН.
Тогдапайщlтся такпе9ле}депты h1 1h2 € .ЕГ, что t € g, *lr1 и
а € 9z + h2. В сплу сво*стЕа, комцЕктцоgги по.rtучим 9|1 + о =
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= g;| *s1 +h1 = g;1 +ý!2+h2, ош(удаqlrqд/ег fu € 9|l +g1 *

+ hr.
Вьбереrr ЕекрторьЙ элеrдеrrl у е g!H. Иrдееrд 9 С 9r * h5 =

= (9r+sr')*gl +(hr *hr')*hз = th+b +h|l + h7 = 92+h.
Тепл салдьшд мы цокff еIlЕ, что f1I[ 2 gzЕ. Обра,тное вкJIюченЕе

доRцrы&аеrcя ава,rrогичво. П
Дпапrогпчпо класспчсской теорп[ грушl lды ltожем раЕсiдот-

регь поЕятце нормвлъноа роама'mоil поOерgппtr..
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Раsмштая подгрушп fl раsмытоfi груп-

rrы G наsываеrc,Е ЕормаJIьноfi, eclrп дrrя любоrо элемепта g € G

Е - gtg-'. (3)

Так :ке, ка,к п в чегкоrд с.ЕучаЁ легко покаSаr[ь, tIlю BbEI}aш(e-

ппе (З) экDЕва.пеЕгЕо вырапкеЕпю

gH = Hg. (4)

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Пуспъ Н нормальнв поOаруппв рв-
мutпоil 2руппu G. ТоэOо еслч а € аН ч у е ЬН, rпо r + у С
G (с+ Ь)Н = сН, adc (с + Ь) =о с.

ДОКАЗАТЕЛЪСГВО. Ес.пп r € аНrто с € с t h1. Ешв у €
€ Ьfrl, то g ё b+}r2. Иr,rееrд t*y = (с+h1)+(Ь*h.) = (с+Ь}+(h| *hr} ý
€ (a*b)rr. П

3. Равrнтая факторrрушiв

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пустъ rp Еекоюрое отобралкеrrпе груЕпш
G в себя п Н - пор!{шыIая подгруппа группы G. Отобрах<енпе

9 будgьr Еа5ыва,ть норма.rIьЕым оrпбражешем, есtш лпя лrобоm
с € G вьшопЕя€rцся

р(аН) е сII. (6)

Чсреs [a]n обоэначим клаGс 9лемеIfюD, яDJIяIоцтD(ся прообрь
за&дI[ 9лемеЕга с, т.е. [c]q, = tble(b) = с}. 3а,}iетиrд, yю Ее ддя
каJкдою элемеваа о иs G с,уществуег класс [с]r. Череs [G]" tr-
зЕачвrд шпожеегво кладсов {[oJ*l" € р(С)}.

Вьберепл два 9лемеЕtа at ý ч Iпt &пасса [с]*. Элепrепт с1
прЕЕqдJIФк!Е lreкoтoPorf,y cмe,ш(Еorf,y кJIавсу glЛГ, следоваiцеttьЕо,
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согJlасно (6), получкм 9(с1) с 91f1. С лруюй еюроЕьт, Gс,ш !ле-
шФrr с2 припQлпежЕт кJIассу g2H, то п 9(с2) С 91ll. А так Karc
9(с1) = 9(сr), поJIучпrд gH = g2H- TaKпrr обраsоrr, }lы дока.
9али, что ка]кдЁtй хласс [cl, содерлrrrтся в lrсксrrоIю!д смежЕоrд
классс аД. Более Toro, ь сплу (6), дrrя любоrв с € G получп}r

4 € gfl + [е(о)] С с,Н. (8)

Пусть с; € [с}, п 0; € [D]r. Мы пм€см, .ti е gE п bi € g2H.
Тогдл по утверх(депиrо 2, чолучrrм ci * D5 ý kl + 92)Il. То сс,ль,
ассвоSможные дрoизведеflдя 9лемеfiхrв иs K,lIacca [с]о Hr gJleмeЁ-
тш пs классв [6], будут попад8ть в оцi.Ё п TхrT же с}rеlхншfi класс,

Опрqпе.лим теrlерь pцttibýyto оIrерацдtо нв множестве [G]r.
Пусть для пекоторцх aj € [al, и D, € [D]9 мн Eliccм ci + D; G зЁ.
Тогда

jo € (0, t|([a], о [0],р =о>о [сlr) <+ [с]* е 9Н. (7)

ТF,ОРЕМА 1, Сuсm.ма < [G}ro, о ) rсллсrпсл рвмrr;mо zруп-
аоd,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрпя с; е [с]9, D; е [0]r, с1 е
€ [с]r. Спстеrrа < G, + > яв.пяеrсл рвr.rытой группой, поryк}ху !.ы
иrreeM (а; l Ь;) * с1 = с; + (D; + с1) С 9Ё. Слqдоватепьво, oltepatlдJr
о так rke будет ассоцпатrвноfr. Пokarkcrr, .rTo lqдапЕал операция
яьJIяется кохпахтпой. Пусть [с|, " [Ь}, =. [с]r. Этo означает, что
суцествуI}т Taкlte 9леll€пта gl,!h,gz е G и hl,h2,hз € fl, ЧТО

ci =cr 9r*h1,6; =дr 92th2, с1 =с1 9а *hl, gz-p g|+gr, Мя
проIпrD(rtьпою элсхеrrта d € G хы ttмeeм с1 +d= (9з +h;) *d=
= fu., d) + h! С fuз * d)Il. С д)уrкl* стороfiы, имееrr (с; * D;) + d,=

fu1 *h1) + (9 *h2)ld - (91 *g2) t h! +h7+d--. gllhtd, = (91,rd)*lr'!
Е (g. *ФЕ.

Слqдовательноп ["], " [d], = ([c]n о [D}r) с [d]o', где d € [d]9.
Леtко эамегrtть, тю porrь неfrлральных эJrемеrrтов шрают

кJIарсы, вхQдяптl€ в норхаJrьяую группу iI. IIусть [с], С glr,
тогда вса кJIасgы, содерхащпеся в сltехцоll классе 9-1.EI, булут
пграть роль обратшrх к классу [с]r. rt

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть Ё - нороrапrьнвя подгрупп8 ра:r-
хытoй группьс G п оmбраrr<енrrc р : G -+ G отвечает условвю (6).
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А"лrcбраrrческуrо спстему < [G},o > булеu па:rывать раэriштoй
фькторr,руrrпой группы G п обозна.ьть G/g,".

JIегко за.rrегггь, чrо еслtI ЕорцльЁал ЕодтрупIа Ё равка
хпожеству .E нейтраJtьIlь,Iх элсliецтов группы G, а отобрах(еппс р
является бпекrшеД, то груtlпы G п G/g,, облqцают обцей Фрук-
турой.

Ес.пп :ке отображсняе 9 оrтв€ч!еI условпD |qa(cll)| = 1, лля
лвбою с е G, то G/д,,р яьляется чеr,ко* фаrrторrруппоЙ (обоsпа.
частся G/7), своfiства которой опцсаны в рабоrах [3,6].

УТВЕРЖДРНИЕ 3. IIусmt G - tеrопцtоя рLrмцmщ zруfъ
tt8. ,[tля побоfl рсз.,rrtсmоrl фонпораруплч G | н ,9 сwlесп.ggсm zo-
моморфtв* ф: G -+ Gзl.r.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
н [p(c)le. Пока,жем, что 9то отобра}хенпе сохрапяег оперщпь
в смшсле (2). Пусть дllя пепоюрrrх эле}.еflюв а, }, с € G хш иrre-
еrд с * Ь =, с. Тогда rайдпся Taxlte,лехеяты 9rr92 € G, чт9
а е grII la. D € grfr. СпсдоватеrrьЕо, по утвер]кдGшшо 2, попутпr
cfu1 + gr)fl, а зн8чIлтl [,р(")}" Е (g, . и)II.

G друюf, стoроны, riз с € ФIl с"пауеr [9(с)], ý 91Ё, в пз
е € 91}r слqщr€т [е(Ь)], ý glД. Тогда, rю утвсрждсвm 2 полу-
чпr,r, что дl, любоIо о е [lp(c)ln и D; С [9(D)], пропtведенле с. +bj
со,цер:ккDсЕ в Фrежвох к.пассс (91 +g)IJ. Слqдовалеrrьпо,Iю опре_
делению опсрацЕt (7) rc.пучrх [9(с)],' о [9(Ь)], =рrо [9(с)],".П

I'омоморфпsrr, пGреводяппr* рцrмшгу!о груЕтгу ! HeKoTopyto
ее фахmрrруптry, Е дцlьЕсйдrеш будеDr паsывать €сm€сrrlзсrar{ta.ia
zомоt*орфltэ ,ном.

В статье [8] была докаsаrrа след5lющая Teoperra, кOюрая яь-
ляет€я вечепOпu алr.поIýм хлrссltческоlt теореrrы о юrrоrrорфпз-
маr(.

ТЕОРЕМА 2, Еслч ф - zомол,орфllзм раэllutпоt7 zруп-
ntr G хс pс:rJ*umw эруппу G' с лOролл Н, лпо оmоФФrсехuе
т : g}J ь+ ф(9)Е' лолясmсл во.люрфчз;tлом челппtlх арупп Gf 1
u G'/в,,

В даппой статье шы хотим прЕв€стп дrуroй rпаrюг хлассп-
чесхой Teopcrim о rэхоrrоlфпзмаr<, коюрн8 Gцо!!п ва lюн.trше
разхытоfi фаr<тoрrруппы. .Д,ля доrrаsа:тельства Harr повqдобяrcя
сЛqфr!оIlше .Фе леммы,

отэбраrсевrе Ф : с F+
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Пусть Е - уtrо)хество пеltтрапьвь,D( эJIсмекIов груrmш G.
Чсrкая фактортрушIа G/р па:rыDа€тся слaлеплох раsхытоfi
группы G и обввачается (G)з 1.

ЛЕММА |, Пgеtпъ р| u gz а.а хормлмън*,, оtпофосехtя
ерgппч G о себя, otnoclBto,1l4цc o&Hofl ц nlo clce xoprla.nькoa nol-
zруппс Е. ТоэOа фахmорэруппu G| g,r, ч Gl H,qz облаOарлп
rBo.,rropфror.rcu сrсlamояU.

ДОКАЗАТЕЛЬgГВО. Ввqдем обозпвчешrе [gД]9,
= {[с]9, |[с]9; € сЁ}, i = 1,2. Тогда(G/ Ё,9; )sr = {[cfilp;
|g е С}, t = t, 2, Согладяо (6) отобра:r<епхе / : |g |g, ,+ lgЁ|g,
явллется взашмво одЕозвачпым.

Нв ске.петrюfi группе операция опрqдеJrяется слqд;lюпlrrм о6-
разом [8]; gr +92 =а 9 + [9! Н]р. .lszРlpl = [9Ё]9, , В сlr.пу чеm,
отобра;rrсrrяе / ста.rrовптся изохорфвsхом.tr

ЛЕММД 2. Пцttьь ф еолюморфttэм раэ.*utпоd ерgппt G to
роз.лtflmуrо эруппу G' с яфом Н , ТоаOа 0ля лtобul в, g е G ч,нсем
а е gH ё Ф(с) € фk)Е-, zф Е' - мх6)rсс'сm.о хсflпралъхuа
?ьQllсrlmос арупаtr G'.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть с € glf. Тогда наf,дgтся тшоf,
элехевт h С Ё, .rTo о =а>о g * lr. Tar< Karc ф - юrrоrrорфвrr,
по;rучm,r ф(о) =r>о ф(g)оФ(Ь). А пэ этою спqлlrст ф(с) е фfu)Е-.

flовусгих тсперь, что ф(с) е Ф(g)Е" l а Q gH. F)uM а Q gH,
тогдд, с одlоfi сторонн, на,ftдекя таrсой эrrcrrент 9', .rтo о € g'E
дrя лrобою Ь € /{ пrreerr g| # gh. Слgполвтеlrьrю, g'II * gH.
'Гогда, по теорсше 2, получиrr ф(9').E' # фЬ)Е'.

С .щуюfi сmровы, пэ а € 9'Е, по т{rrbкo 'rто дркаsаIrЕоху,
с,пqдует ф(с) е Ф(с|)Е'. А так как Ф(g')Е' х ф(9)Д' смежmле
кJIа.сы группъй G*, тo по утверr(девпD l, ф(g')Е' = Ф(с')Е'. О

ТЕОРЕМА l, Пусmь ф - zоtло,t,tорфllэм роэмumо zрулпr*
G но реэлumуw аруппу G' е яфом Н, ТоеOа суаlеспауеm роэ-
мuлпея фанпорэрgппо G|1,, zрgппч С, облфаmцая пдrоl uсе
сmруrmуро , .сmа u аруппс G'.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Дrя лrобою с € G черсз (с) обоэпачшм
}lfiожество tо,lФ(о,) = ф(с)}. Отевшяо, что iлножестýо 9лсirен-
тOв группы G раsбпваеrcя ва пепересека.рц$lеся кJIа!сь! таt(ою
ткпа. В силу лехt{ы 2, получиш 4 € 9Н ф (о) С gH. Зццц8rх
т€псрь ЕормаJIьяоё огобраrкапие rp сJIqIýIющпм обраsом. В ках<-
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дом классе (с) въбереш п зафп<сируеrr пр€дgгавпIеlrь с' е (с).
Посlrе чего одрqцеrrиrr [с'}, = (а).

G G-
l

х

Ч 
",!"

Отображаппе т : 4 ,-} (с) явJrяехя естествеfiЁыra по!aомор-

фrrзчоrr, Еер€водяttцх рц ытуD G групrry на раsrrъ,rтуrо фаrr-
торгруппу С/д,r.

Покажем, чтrо группн G/ g,9 п G' облqдадот общеll струх-
туроfi. Ди 9тоIю rrоgгIюпц отобралrевяе | : |o!l, * ф(с), гле
с' зафиксrrровапны* пр€дстазпIепь кJIассд (о). Очевrдво, что
отобрах<снпе ./ яЕдясl:тсll в!аимно одновЕачfiыld.

Согласно леfilaс I и теореrде 2 сущестЕует шоuорфrrэх
т : [gIf]. ,+ фЬ)Е' скепетоD данных групп. Тспсрь, rra,и доста.
точно докаi,аль, что лля лйю 9 € G пмеем l[gД]rl = |Ф(g)Е'l,
Согласно л€шм€ 2, rnrcerr [с'],, € [9Д]9 <+ а с gH * ф(о) С
е Ф(g)Е-.п

ОПРЕДЕЛЕЕИЕ 6. Норчапrьные отображения rpl и tp2, опре_

деленfiше па группе G отпосятеrrьво хорrrа.пьrюfi полrруппы Ii,
будеrr вавываrь пqдобныraп, ес,rи дr!я любото 9 € G имесrr
lrptkfl)I - pz(gff)l.

УТВЕРЖДЕНИЕ 4. Еслч хор,малъхuе оmофапссхl!, 91 ц 92
аоOобнu, mо фаrпорzруппы G/ H,,pt " G/ H,pz облвOаюm ойцсl
сmруrсlпwо .

ДОКАЗДТЕЛЬСТВО. В кахсдоr,r сrrех<rюrr к.пассс группы G
вы(вреrr по oJTroMy предgIа,вЕrr.л!о, Пусть {9;|i € /} - пекoто-
рыfi псрссчст этих предстввхтелеfi. Ес.rrп ворrrа.льпыс отобрапсе-
lrпя 9| u Pz подобцrл, то д"пя кд:rсдого цредстааи,sеJrя 9i существу-
gг DзапDtЕо однсrначное сюбражеfiпе пg : |giЕ|g, -+ IgiHlp".
ТогдЕ, объе,цдвяя !с€ этrt отображеппя, чы ttаожеli посч)опть
E!цllмtto олно9н.чнос отэбра:кение т : G/ H,pl --+ Gf 1rort r'о-
mре удовлегворяет усJrовпrl [с]9, С 9II <+ T([clg, ) е сfi. А
это, в сЕоrо очерqдь, обесдечrrвает выполвеrие условпя (1). ГJ

,
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Такпм обраsоrr, структура rюrсоморфною обраsа раsмытоfi
группы G однозна.rпо опреде.пяеtся ядром юr,rоr,rорфизrrа и пор-
!дапьЕым отобрахсеrмем груImы G с точностью до подобия.
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