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I] ltастоящеfi работе Еас интересуе,I,оценка числа неизоморф-
пых пред(:тавлеltиfi конечных дистрибутивных решеток подмно-
жествам}t конечных множеств. Хорошо известпа теорема Стоуна
[1] о прелставлеIIии любоfi дистрпбутивноfi pellleTKп в вшде рсшет-
ки под}tножеств rIскоторого множества. [Iри этом, есJIи исходпая
дистрибутивнал решетка конечна, то и мно}кество, некоторая сФ.

вокупность подмIlоr(еств которого изоморфна этой решетке, мо-
жет быть выбрано конечным. [Ъворя ла,Iее о представJIении лис-
трибутивной решетки tr на множестве n = {0,1, ... ,п- l} (злесь
,} -,некоторое IIатураJIьЕое число), мы буаем иметь ввилу изо-
морфизм с реutетки .t в решетку всех подмножеств (Р(п);П,U)
множества п такоfi, что rp(0) = d,р(l) =,l, когда представляе-
мал решетка IIе олноэлементна, и р(0) = р(1) = ,? в протпвном
случае. Ilри этом два подобных представления pl ц pz булем
счи,гать различными, есJIи не существует такой перестановки т
множества ,}, что о' .pt = rp2. Здесь zг' бпекция Р(п) на Р(п)

lРабота выполпеЕа при финапсовоfi поддержке РФФИ, грант
02_0 | -00258.

32



ппдуцированная перестановкой т. Хорошо известно (см., к при-
меру [2]), чT,о подрешетки решетки (Р(п);П,U), включающие в

сбя множества п п ф -- суть решетки rrодалtебр унаров (универ-
саJIьных алгебр, сигнатура которых содержит лиrfiь одноместные

функчии), определенных на базовом множестве п. Таким обра-
зом, чuсло а(п) разлuчныr преOспавленuil luсmрuбуmuвныI ре-
лцсrпок поOлвнсасеспlвцмu мilо?rсеспlва п, эrпо чlлсло разлччныr
решепхоrG поOалеебр п-элемеilmарнur унаров, ilе сопря?tсенных бч,
екцuялu осllовнuх лttlо,асесmв эmut унаров.

В работе [3] ввелено понятие потенциала вычислимости уни-
верса-пьной а-пгебры. Ипвариантом потепцпа.,Iа вычпсJIимости
алгебры Л высTуllает полугруппа Isо,Д внутренних пзоморфиз-
мов алгебры Л (изоморфI[змов мех(ду подалгебрами).

Алгебра r4 называется сверхх(есткой, если не существует не-
тривиаJIьных внутренних изоморфизмов алгебры Д, т,е. изомор-

физмов отличных от тождественных автоморфпзмов подалгебр
алгебры и от изоморфизмов ме}цу её одноэ;lемен,гными подаJI-
гебрами. Таким образом, в случае сверхжесткости Л, иIIвариан-
том lIотенциала вычпслимости этоfi а.пгебры выступает peIIIeTKa
подалгебр SuЬ .Д а.тIгебры Д. А поскольку любая подрешетка ре-
шетки всех подмfIожеств множества п = {0, L,...,fl - 1}, как
замечено выше, выступает в роли решетки подалгЪбр пекоторФ-
го унара "Д = (п;о), то чuсло а(п) -- эrпо чл!сло поmенцuвлов
вuчuслuмосrпч п-элеil,енrrьныt сверt)rcесrпrеut унаров. Отметим
также, что довольно грубая верхняя оценка числа потенциlulов
вычислимости произвольных п-элементЕых универсальных аJI-
гебр приведена в работе [4].

YKaxteM ещё на одно значение чис.llа а(п).
Пусть ,S - - подреrшетка решетки (Р(п);П,U). Булем также

считать, что S = SuЬ А, для некоторопо унара А = (п;а). Как
хорошо пзвестIlо (см., к прпмеру, докiвательство теоремы о IIрел-
ставлениях дистрибутивных решеток в [5]) S = /((M(S);ý)), гле
/((M(S);g)) .-- решетка идеаJIов частично упорялочеЕного мно-
жества (Й(S);g) V_неразлоlt<rrоi* эr,"""нlгов решетки .S. То
есть, В € .S входпт в M(S) тоIда и только тогда, когда лля лю-.
бых ct, cz е s равенство В = ctuФ влечет одно из равенств:
либо 8 - С!, лиСю В - Cz. Частично уIIорядоче}rное мflоже-
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ство (,4; () назовем взвеItrенным, если на нем задано отображе.-
пие р : А + J/\{0} во мнох<ество положите,-IьЕых натура.пьных
чисел. Функtlию ps па мItожестве M(,S) V-неразложимых эле-
ментов решетки .9 опредеllим следук)щим образом

Ps(B) =lB\ U с|.
с€м(.ý)&ссв

Таким <lбразом, взвешенное частично упорядоченное множество
(M(S);!, ps) однозначно определяется решеткой .S. Обратно,
пусть (А; <, р) некоторое коfiечное взвешенное часTично
упорядоченное множество такое, что ! р(а) = п. Тогда сущест -

аед
вует решетка S --- подрешетка реrшетки (/'(");П,U) такая, .tTo

взвешенные частично упорядоченные MttoжecTBa (.4; (,,р) и
(M(S);S,ps) изоморфны. .Щ,ействительно, tlycтb {В.|о € Д| -

разбиение мпо}кествап такое, что |Во| = р(с) для любого а С Д.
определим совокупность {С"|с € ,4} подмножеств множе-

ства,?, полапая Со = U Во п пусть ,S -- подрешетка решетки
b€n,bSc

(Р(");П, U), порох<ленная совокупностью {Сr|с € А}. Непосрел-
ственно замеча€тся , что М(л9) = {йlа €.4} и (М(.S);9,яs) 

=
= 

(Д;<,,rр). IIри этом IIодреlшетка S решетки (Р(");П,U) опре-

деляется последним условием однозначпо, с точностью до IIере-

становки мшожества п. На языке унара Л подмноltества, Bx(F
дящие в М(лS), суть однопорожденные подалгеСrры апгебры Д,
а разбиение lBclc € M(S) } - это разбиение, соответствующее
ЭкВиВаJtентНости ед на мIIожестВе п - экI'иВаJIентности, IIоро-

хtденной квазипорялком (л на множестве п, определенным сле-

лующим образом: i <л j тогда и только тогда, х9рда (i)я ! (.l)л,
гле (i)л -- полалгебра алгебры Д, порох<денная элемснтом i,

Очевилtrо и обратное: любой квазипорядок IIа п*элемеIlтном
множестве одно:]начно (с точностью до своего автом<rрфизма) со,
oTBeTqTByeT взвешенному частично упорялоченному множе,ству
(fr;(,р), гле /с S п и Etr(i) = n, Таким <rбразом, чuсло а{п)

d€&

с овпаOаеm с чuслолl rпuпов uз o.tBop ф uзма п, - эле.лlелarпны I rсвазuпо-

ряOков tt совпаOаеm с чltслом muпов uзо.лlорфuзма k-элементпнut
(е S ") взвелцепнur часfпччны$ поряOков сумJцарно2о веса рав-
,,о?о п.
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И, наконец, чл!сло а(п) совпвOвеm с чl!слом п-элементпt.ъl$
сверIlсесmrсut мальтмлорzрафов с расrсрашелlнамч ?уzамu попар,
но неэrcвuв(менrпныt олпносumельпо про?раммflы:х перемс,щенufl
на нuл (поOробнее слс. [6]).

Через о"'(r), lде 1 ( m 1 п, обозllачим число разjIич-
пых прелставлений дистрибутивных решеток полмножествамц
п-элементного множества, M}lHиMaJlbHoe непустое полмножество
которых имеет мощность п.

Тогда

с(п) = 

' 

o-(n), о"(п) - I,c(l)= 1. (1)
l1m(,п

Итак, пусть л9 - IIодрешетка решетки (Р(п);П,U) и В € S,
В = m = min{|C| |с е S}. Через 51 бозначим coвoкyllнocTb
{С С S| С Э В|, а через D максимальное дизъюнктивное с В
подмнол(ество из .S. I[ри этом fl С = В. Заметим, что пара

C€.9l
(Sr, D) однозначно опре!,ел-Iяет полреltIетку S. fI,ейс:твительно,
д.ltя любого Д9п ,4 С л9 <+ лпfu Д €,Sl ,лиСюсуществуе,г
СС.ýrтакое,чтоА=СПD.

Т'аким образом, число о-(r) пе превышает числа предста-
влениfi решеток типа ,S1 (подрешеток рецетки (P(n);n,U) с
един(:твенным непустым минимчIJIьным подмножеством Moltlнo-
ст,и rrr), IIомIlожеilrrого lra чпсло возможных выборов подмЕоже-
ства Г) (с учетом того, что D = а, либо Dfl В =Фи |D| ) rп).

очевидно также, что решетка ,sr однозначно определястся
мнох(еством В и подреluеr,кой 52 = {Cfi(n\B)l С €.91} решетки
(Л(п\В);П,U) и, значит, число представлеIIий решеток типа .91

подрешетками решетки (Р(п);П,U) равно о(п - m). [Iри этом
ч}rсло возможных выборов подмножества I) в множествсl п\.В
paBrro 1 1 D С*_^. 3лесь С| - трАцициоrIно чиqло соче-

mlk{п-m
таниfiиз rпо lwCl, =0при l > r, Гакимбразом, имеетместо
HepaBellcтBo

а^(п) 1 а(п- -1[r + 
' 

С:_л]. (2)
mS&ý(п-m)
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Равенство (1) и оченка (2) позволяют цолучить оценку чпсла
е(п) числом В(п)

а(п) S В(п), (3)

гле Р(п) определяется следующимп рекурентнымш форму.памп:

00\ = t, РФ) = l,f(п)= 
,.D_." 

0*(n),

ý^ (п) = 0(n_ -l [, - _=E"_:cf _-] . (4)

С помоццью формул (4) и неравенства (3) ошеним значения
чисJIа а(п) прп малых п. Непосредствепные вычисления по фор-
мулам (4) пают следующие результаты: Р(1) - 1, 9(2) = 3,

Д(3) = l4, .Р(4) = 120, В(5) = 1995.
Тем самым, а(1) ( 1, с(2) < 3, а(3) < 14, с(4) < 120,

о(5) < 1995.
В то ]ке время, непосредственныfi подсчет числа различных

представлений дпстрябутивных решеток подмножествами мно-
жества п, как числа попарно неизоморфных взвешенных частич-
но упорядоченных &-элементных множеств, 1 ( k 4 п, с сум-
марным весом равIIым п дает следующие числа: о(1) = 1,

о(2) = 3,а(3)= 9,а(4) = 35,а(5)= 141.
Рекурентные формулы (4) позволяютдать некоторую грубую

верхнюю оцеIrку порядка роста чшсла а(п) на основе неравенств

Гr+ D с*_-] <2n-^.L 
-<&<r--

.Щ,ействительно, тогда

1fu) S 0ь _ I) . 2"-| + 0ь _ 2). 2"-2 + ... + р(2) .z2 + 0(|l, 2.

отсюда

f(п) S B(l), (2"-' + 1)(2"-2+ 1)...(2+ l) 12"'lz.

То есть, а(п) < 2"" lz .
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С друюй стоIюны, грубую нижнюю оценку числа с(п) можно
получить, оценивая число rп-элементных час,гичЕых IIорядков
прк m ( Tl.

j{ействите;Iьно, начиная с одноэлементшоtю множества и
переходя от (m - 1)-элементных частично упорядочепных мно-
жеств к rп-элементным лобавлением к уже построецным (в рас-
сма,гриваемом процессе множествам) либо наименьшего нового
элемекта, либо новоrо эJIемента, несравнимою с элемента}lи по-
строенных ранее мнох(еств, получа€м, что

о(п) 2 2'-1 + 2"-2 +...+ 2} 1 = 2П - 1.

При этом очевuдно, что при п ) 3, а(rl,) ) 2".
f,'акпм образом, оченку ростпа чuсла а(п) 0аюm слеOуощuе

HepBBeHcmBai при п ) 3, 2n { а(п) <2""lz.
El заключенце привелем оценку минимальной моtцllости сиг-

натуры сверхжесткоtо yrIapa Л = (п; о) лля IIредставления фпк-
сированной 0-1-подрешетки .S решеткп (Р(п;П,U)) решеткой
подалгебр унара Л, Пусть (M(S);ý, ps) -- взвешенное частично
упорядоченное множество, соответствуюIцее решетке л9 указан-
ным выllrе образом.

Ни>tней в€L,Iентностью r(о) элемента 0 из частичЁо упоряло-
ч.енного множества (Я;S) Hai}oBeM число нижних покрытий этою
эJIемента в (A;S). ,lil,ля любого С € И(S) чере:r l(C) обозначим
[log2rn(C)]-, гд€ ,п(С) - чшсло D с М(С| таких, что взве-
шенные мЕожества ({Р с M(S)l Р S C};C,ps) и ({Р € M(S)|
Р ! D}; !, ps) изоморфны, а [а]* = 0 для цеJrых, отличЕых от
нуJrя чисел а п [с]- = [с * 1] rшя иных действительных чпсел а.

'l'огла, 0ля лtобоil\-|-поOрешеmrч S решеmru (Р(п);П, U) су-
Iцесrпвуеm сверхпсесrпruil унар "Д, - (пiо|, .молцносrпь сu?flаrпурu
о rcопlороео не превышаепl чuсла

".,ъ1][.t,, 
(*"*(r, t#a] ) + l1q),

u rпаrоil, чmо SuЬ Л = .S.

.Ц,ействительно, пусть С € M(S) такова, что |С| # l " функ-

ция rla)( (r, [#&])+l1C1 на IIем достпга€т мirксимума, Пусть
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для 1 < i ! r(C) множес,гва D; являlотся ни)fiними покры1,иями
С в (M(S);ý), 

"\r=,=",.,D; 
= {с1.... ,с*lс1}. Пусть так же

d;сл,1 U D;.
l <j<r(C),dlj

Пусть Kl С 
'(С) 

-- попарно различные подмно)ltества д.:lя
l < j J m(r) ц Bt,..,,Bm{c) - суть те D € М(л9), что
взRешенные чaстичЕо упорядоченные мЕожества ({Р е M(S)l
Р С Dl;!,ps) и ({Р € M(S)| Р ! C};ý,ps) изоморфны и при
этом С = Вt.

Фуrrкцпи я;(r), hl(c) сигнатуры, при 1 <' < a(С),

1 S' < *o*(t, t#a]) определим намножестве {с1,. ..,с*.(с)}

следующим образом: gi(cj) = cj+l(mod,ps(c)) д.пя l' с /{; }l

g;(с;) = cj - в противном случае; hl(c;) = d1l-t195(c){j(rnodг(c)).
Поступая аЕаJIогичным образом лпя каждого С € M(S),

если lcl+ 1иопрелсляя з;(с) :hr(r)-a дляасС
таких, что |С| = 1, получаем алгебру "4 = (r; о), tlисло сиг-
flатурных фуrrкшиfi

('n**(l,

которой не превышает указанной граниrlы

tffi])+l1q)mах
c€M(s),Iclll

Без трула проверяется, что Л - сверх]кесткпfi (за счет на-
личия в сигнатуре функциlt hз) унар и что лýuDЛ = S (за счет
наJIшчия в сигнатуре функций 9;). С другоfi стороны, столь же
нетрулно заметить дости]кимость этоlt них<ней оценки мощности
(:игЕатуры сверхжестких унаров с заланной реulеткой пода.пгебр.

В Ka.recтBc открытых вопросов отметим, паконец, проблему
точного нахожления порliдка роста числа о(п) и otleнKy tlис;]&

потенциалов вычислимости произвольных п-элементных yHaporr.
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