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ВвеJlение

В настоящее время человечеством накопJен огромrrый
объем зшаний по всевозмо}t(ным о6.пастям деятельности. Инфор
маtlпя, зачастую, хранится в базах даIIIIых и естественно Rоз-
пикает проб.,lема их обработки, извлеченtля знаниfi из уже имс-
юulихся данных. Knowledge Г)isсочегу in Data Ваsеs -- одfiо из
интеЕсивно развивающихся математических направлений, цель
которого обеспсrчеlrие автоматических методов обнаружеЕия зна-
ниft в имеюlцихся данных. В качестве подзадачи в knowledge Dis-
сочегу рассматривают возможности обнаруженпя эмIlирических
,георий.

IIроблема нахождения знапий усугубляется еIце и ,гем, что
информация, как правило, поJIучена в усJIовиях l.uyмoB: ошибок
запшси, ошибок в ответах при опросах, ошибок в приЕятии реше-
ний и других с.лучайпых модификациях даншых. Это uриводит к
искажеflик) заносимой в базы данных информации. Следователь-
но, необходимо создание }1етодов способных изв.;1екать знания с

учетом на"lичия шумов.
IJ,ель преллагаемого исследоваIIия: обнарухtсЕи() эмпириче-

ской аксиомаги.rескоlt теории в условиях шумов. В работе был

lРабота подд,ержана грантом НШ 2I12,2003.1
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рассмотрен случай эмпирическои аксиоматическоfi теории, пред-
ставимой в виде универса"шьных формул.2

В работе показано, что эмпирические аксиоматиtIеские тео-

рии, построеIIIIые по данным без ш.Iумов и по данным с l|Iумами
особого вида, соRIIацают. Очевидно, что lta практике, в силу оши-
бок эксtlеримента, слу.rай нахождения,дr,анЕых без шумов не реа-
лизуем. I{o поскольку в случа€ с шумами особого вида доказы-
ваеT ся, что эмпирическая акспоматическая теория, построеIlЕая

по даIIным совпада€т с эмпирическоli аксиоматической теориеfi
для идеализированног0 случая, ,1,o на практшке нахождеЕие та-
кой ,геории осуществI,rмо. Ее достаточно цостроить шо имеющим-
ся зашумJIенным данным.

1, Оrrрелеление эмttирическоfi
аксиоматическоfi теории

Эмпирические аксиоматические,геории явJIяются коtIкрети-
зацией соответствующего попятл!я, возникаюrtlего в логике эмпи-
рических исследованиfi [2]. Но это IIонflтие возникло fiе только
из JIоI,ики эмпприtIеских исследовапиfi, но и из крПтического ана-
JIиза осIIоI]ных llонятийтеории измереllий.

ОIIРI}ДЕЛВ}IИЕ 1 .ЭмшИри ческой аксиоматической теориеfi
булем называть набор М =1 ОЬsV ,V,W, S ), где ОDsИ -- изме-

рите.IIьпая процедура, задающая пн,герпретацию симtsолов сJlФ.
варя И. Ее применение к произвольному мцожеству бъектов
А = {с1.... ,сr,} дает формальную конечную конструкцию рrУ,
состояuý/ю из си}!волов объек,гов @l, . . . , cna, симвоJIоЕ словаря
И и, возможilо, других вспомогательных символов, Эту Korr-

струкцию булем называть протоколом нб-,lюдения, цроведенно-
го в соответствии с инструкIlией ODsY HaJl множеством объектов
zt в словаре И. Будем пре.лполаr,а:гь, что Езмерительная прФ.

цеJ{ура ОбsУ применима к любому мнох(еству объектов А. Это
всегда можIIо сделать ввелеfiием ,гретьеr,о значения истинllос,ги
"не <rпре.лелеIIо" для отношеший из И. Кроме того, булем прел-
rIолаI,ать, l{To измерительвая процедура опредслена настолько

2CoB<rKytlHocTb 
универсtцIьных форму;l можfiо предстаьить в

виде совOкуrlнос,ги Ilравпл вида С - (ДlkД2 &...6с ,4д + До).
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подробIrо, что IIocJte предъявления множества объектов А, да;rь-
пеfilций ход измерений, вплоть до получения цротоко.па, ollpe-
де.ilяется однозначно.. 'I'аким образом, О}яУ можно опред€л-Iить
как отображение, ставяще,е в соответс!,вие каждому множеству
объектов А протокол рrV = Oblv (А), tде prv --- протокол на6-
лк)деIlия. N{ы сrlеllиально не булем конкретизировать вид этой

формаrrьноfi конструкцпи, ,гак как в разных наб.пюдеrтиях она м(}.

rr<e,t, быть различноfi. Елинственrlо, что Bcet)(a будст требовать-
ся - это точное оllреде.псIlие шстинности высказываний в с;Iоваре
V Haprv;

V = {h,... ,Рп1} - c"lloBapb (сигнатура) наблюдаемых тер
миIIов. Булем предпоJtагатьi что равенстDо "=" всегда содер-
lкиtся в И;

W = lQr,,..,Qп2} - словарь (сш,натуllа) тсоретических
терминов. Отношеrtия из Ir7 являются теоретическими KoIrcTpyK-
,гораil{и, и ид(lа.тIизациеЙ непосреjlствеttно I'абJ-Iюдаемых (),гноUIс-

ний Р1,..,,Рпt словаря V - {Pr,...,Pnr}. Взаимосвязь от-
кошений теоретиtIеского и эмппрического уровня должпа осуще-
ствляется с помоп[ью правиJl соответствия;

S = SY U,SW U 5vvw ..система аксиом l} слоl]аре VUW.
Она включаеT, аксиомы .SИ в словаре И наблюдаемых терми-
шов, аксиомы SVUW, включающие одновре}tенtlо термиtлы э}ttlи-

рическою и теореl,ического уровнеЙ, <rпреде;tяют прави,;Iа соо,г-
ветствия [3, 4] межау эти}lи уровняIt{и. Эти правш;lа до.;lжны
выволится из той сстественнонаучной теории, в рамках котороft
описывается измерштельная процеIryра o}sy. Ес;lи правиjI соот-
ветс,гвия нет, то IIет и теоретического уровня, Тогда мноЕ(ес,гва
W, S.Y U SYUW пусты, и эilrцирическая аксиоматичсская теор}rл

прини}rает впд: М =1 ObsV,V,Sv ).
Булем говорить, что эмпиршческая аксиоматпческая теория

имеет эмпирическую интерпретацпю, есJIи выполнены следую-
щие ус.ловия: Ее только правила соо,Iветствия Dыlt(цятся и ин-
терllретируются l} рамках рассматриваемой естественtlоltауч troй
1,еории, IIо и измерительЕая проltедура ОЬsv ,IlJ)отоколы наблю-
леtrия рr,У, с.lоварп V, W и систе}tа аксиом 5'оtlисываются в

рамках :атой ,l,еории. El да.пьнейшем мы бlием рассматршt]ать
только эмпирически лlнтерпретируемые эмпирические аксиома-
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тические теории. [Iонятие эмппрической системы М =1 A,W },
используемое втеории пзмерениfi можно сформу;rировать в рам-
ках эмцирпческих аксшоматпческих теорий сJ]е.дующим образом.
Эмпирическая спстема является неприводимой [5] молелью си-
стемы аксиом лSW (прпмем Sw = S). Смысл неприводлlмостш
состоит в том, что лlбые два бъекта с,0 € А различимы с по-
мощью отношений пз W. Понятшем эмпирической системы мы
булем поJIьзоваться в этом смысле. Тысим образом, эмпириче-
ская система перепишется в 1,ерминах эмпшрических аксиомати_
ческих теорий следуюшшм образом: М =1 ОЬsv ,V,W,S ), где
У = {P1,...,IPrrtl1, W - {Рr,.. ,,Рп1 }, (словари И, I,Y совпа-

лаrот) S = SИ U,SW U 9vuw = .9W = Е. Вид измерительной
процедУры оЬsV п протокола prv дадпм fiI,IrKe.

2. Поиск наиболее сильноfi эмпирическоfi
аксиоматическоfi теорпп

Б}цсм. предшоJIагать, что система аксиом Е представляет со-
бой совокуппость уЕиверсаJIьных формул (солержащих только
KBaIrTopы всеобщности) без фуякционаJIьных символов. I} [1 1] по-
KaiJaHo, tITo такая система аксиом Е может быть логи.tески экви-
валеIIтIIыми преобразованиямш приведена к совокупности фор
муJI вида:

С = (Д а Д2 k ,.. & Аь +,4о), (1)

гле дi = Pi@|r,...,*ъj)'j, j = 0,.,.,&, '9,...,а!rо,r|,...
...,cbr,...,of, ...,t\lb *свободныепеременны€i по,. ..,flk -местности предикатных символов Ро,.,,,Рьi символы €0,...
,,. ,€k € {0, 1} озЕаIIают н€ыIичие (0) отсутствие (1) отриr(а,ния.

flа.шее мы булем предполагать, tlTo (:истема аксиом представ-
ляеr,собоfi совокупность формул вида (l), которые булем шазы-
вать прави.;Iами.

В случае } = 2 мы пмеем деJ-Iо с, законом транзитивIIости.
ОIIРЕДЕЛЕНИЕ 2, Бинарное отilошение Л транзитивно на

множестве S если Va,b,c е S.((аЛD) & (йЛс)) * аRс.
, Задача тестирования систем аксиом Е на зqданной эмпири-

ческой системе М состоит в следующем.
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Проана-пизируем задачу п()иска наибоrlее сильной эмпириче-
ской теории. Что можно сказать об иствпности с.истемы акси-
ом Е на эмпирической системе М. опираясь только на логи-
.tеский анализ? Мо:кно сказать, во-первых, что правило С =
-- (ЦkД2k..,&Д* 9, Ао) может быть истинпым на эмпприче-
ской системе только ltотому, что посылка правила всегда лож-
на. На самом jleJle, как мы покажем, это озIIачает, что на эм-
пирической системе истинно некоторое лЬгически более силыrое
"llодправило", связываюttlее между собой ryгомы посылки. Во-
вторых, прави.IIо С может быть истинно на эмпирическоfi систе-
ме то.пько потому, чт'о некоторое его логически более силыlое
tlодправило, солержапIее только часть посылки и то же заклк)-
чение истипно Еа эlrtпирическоfi системе потому, что фактически
на эмпирической сис,геме истинIIа некоторая система подправиJr
данной системы аксио}t, шз истинности которой в свою очередь
следует истинпость системы аксиом. Какие из подправил бу-
дут фактически истинны на эмпир}lческой системе мы заранее не
зflаем, tro все такие подправила вместе с самой системой аксиом
Е мы 61,лем с.tIитать гипотезами для проверкп на эмпирическоfi
системе.

Из логики п м€тодоr-Iогии flауке хорошо известно, что те из ги-
потез следует считать законами, которые при одинаковой их пол-
тверждеппости на экспериментальных данных наиболее фапьси-
фичируемы, просты пfплп содержат наименьшее число парамет-
ров. В нашем случае все эти свойства, которые обычно трул-
но точно определить, сJIедуют из определения логиlIескоfi силы
высказывания. " I Iодправило" явJIяется одноврсменно ш,погиче-
ски более си.пьньтм высказыванием, чем само прави"по и более

фальсифиltшруемым, так как содержит более слабую посыJIку
и, следовательflо, применимо к большему объему данных и тем
самым в большей степени подвержено фальсификации; и б()лее
простым, так как солержит меЕьшее число атомарЕых высказы-
ваttий, чем шравило; и вклюtIает меньшее чис.IIо "параметров",
так как лишние атомарпые выскаitывания тоже можно считать
параметрами "подстроftки" высказывания под данные.

Почему же закон до.;lr(ен быть наибо;tее фальсифпцируе-
мым, простым и солержать наименьшее чпсло цараметров? Ра.з-
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ные авторы придерживаются разных мвениfi на этот счет, либо
не объясняют этого вообще. Очевиi{но одноt что это пужно лля
,tого, что бы максимаJtьно близко приблизиl,ься к реzulьным дан-
tIым и наибо;tее точно отразить реа.JIьные зависиi\rости в данных,
а не наши гипотезы о них. В нашем случitе лля гипотез вила (1)
мы мо]кем б<l;lее To.tHo ответить на этот вопрос. Так как все оIIи-
саI{шые свойства закона вытекаю,г из логической с:илы высказы-
вашия, f,o поиск логически боJtее сильных "подправил", истинных
на эмllиркческоfi системе, IIозвоJIяет нам не т()лько lIроверить ги-
потезу об истинности системы аксиом, но и решить принцппи€шIь-
но более Ёажную задачу: выяснить, а какова на самом деле та
наиболее сильпая ("погически) теория, вытекающая из этих пра-
вил, которая описывает нацIи данные и возможно лежит в осно-
вании неизвестного нам закона lrх порождения? PetlterIиe этоfi
3а,цачи обнаружения закона в данных или, что тоже самое, поис-
ка си.пьнеfiшеfi теории в даЕных как pa:J и требует нахожденпя
сре.,rди всех IIравил впла (l) логическ}r паиболее сиJ,Iьных (среди
истинных на эмпирической системе). Имепно такие пpaвlt.;la в со-
ответствии с суцtествующими преllставлениями сле.дует счи,гать
закоIIами эмпирическоfi системы.

flоэ:,оллу :tалача обнарух<ения сильпейшеfi эЙпирической
теории в данных сводится, таким образом, к задаче обнаружения
ttcex законов в даппых. Дока>rсем это утверждение формальttо.

пЦ,ля далыIейших рассмотрений необходимо выдеJlить фраг-
мент язь!ка первого порядка /,()J), солержащий только внело-
гические символы системы акспом Е. Сиr,натур<lй S(Е) язы-

где Pl,.., , Р& - все предикатные символы, tsстречаюlциеся в ак-
сио!уIах Е; nt , . . . , n/c местности соо'tВетствУюЩих преДИКаТЯЫХ
(]имвоJ!ов; X(D) =а tlt.., ,хm ) - множество в(:ех свободных
переменIIых, вхо/{япlих в Е; U(E) - множесl,во всех а,гомарных
формул (атомов) вида Р(r1 ,..,,tr,), ol,...,0" € Х(Е), входя-
цtих в аксиомы из D; S(E) - множество утверждениfi языка
-L(D), полученIIое замыканшем множестRа I/()J) относительно лФ.
гических оrrераций &, V, -. }Ia элемеrrтах булевой аr:гебры S}(Е)
опреде.пено тождесr,во утверждениfi. Будем предIIолага,гl,, ltTo

логические константы И 
= дV -д и Л 

= 
A&-.tl всегла принад-
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лс}кат Гt()J). Так как число перемеtlных и атомарЕых форму.ll
конечно, то и алгебра ft(D) конечна.
, Пус,гь у нас есть некоторая эмtrириItеская система

дtI =1 А,\ц >, гдс z1 - oclroBнoe Mнox(ecl,Bo эмпириttеской си-
(:,гемы, aW =1 Pt,... ,Рь ), } > 0 - множество llредикатов.
ollpeлe.TleнIlllx на zl. Ка:rtлыЙ IIреликат Pj местности пj опре.ле-

ляетподмножество Р {Ц х...х Лпi АIlаборовоб,ьектов, на
которых оfi истинеЕ. IIод истинностью системы аксиом l на эм-
п ирической системе jll булем поним irгь с,Iандартное оп реде",,IеII ие
истишIIости высказываний па моделях.

выясвим из истинrtости каких логически более сильныхl'по,ll-
правил" на эмIIирическоfi сис,геме М с;rедует истинность самого
правиJIа. Тем самым мы получим оllреде.цение "пojtttpaBllj!" и
опредеJIение закона для эмlrирпческой системы М.

1'ЕОРЕМА 1.3 Правuло С = (Аl&Л2& ...kД* + Дп) лоеtt-
чесrч слеOуеm (в uсчuсленlrч высrазuванчй) uз любоео правu"lа
BuOa:

'. 
ДitkД;rk.,,&Дih + -А;о,

еOе {Д;r,...,Дiь,Аiо} С {Аr,...,r{*}, 0 < h < k, m.е.

(Дil&.,.kAib + -,4) |- -(,41&...&ztе) F (j,& ...kдь + /о);

'. 
ДilkД;, k...РДiь =} lo,

еOе lДir,...,/iо} С {Аr,...,Ал}, 0 < h < k, m.е.

(Д;r& . . ,kДih 9, z1o) l- (/1& . . .kД* + До).

ОПI'ЕДЕЛЕIIИЕ 3. Полправилом некоторого праRи.па С бу-
дем называть ,пюбое из логически б<r;tее сиJrьных пI)аt}ил вида 1

uлп 2, опре.делеIIпI,Iх в теореме 1 для прави.па С.
Как легко вилеть любое подправило такжс имеет вил (l).

Обозначим через л9лSuD(Е) мно:кество всех подправил, вместе (:

самими правилами, системы аксиом Е.
СЛЕДСТВИF, 1. Еслч неrсоmорое поOправuло провuла (} uc-

rпuнно на al'lпuрччесrоil аrcrпеме М, rпо ц само правuло С uс-
muнно па л[.

3,I[оказаге.тьс,гво теорем 1-4 приведено в дипло}Iной работе
Леменк<lва П.С. (СБнаружеtlие эмIIцрическоfi аксиоматической
теории в условиях rIryMoB). }lГУ, Новосибирск,2003 г.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Законом эмпирической сис.темы М =
=1 д,}У > булем называть .пюбое, истиIIное на М uравило С
вида (1), для KoTopor\o ках(дое его поi{правило у}ке не ис,гиНно
на М.

В ре:зу.п ь,гаге проведен н ых п реобра:зован и й за,цача тес,tирова-
ния систем аксиом сводится к сле-дующей задаче.

'ГЕОРЕМА 2. Совоrупносrпь BceI заrоt.ов эrйпuрччесftоil сu-
сmемы яв4яеmся сuльпеttшей элrпuрцчес Koil mеорuей 0анныr
преOсrпавленflыr эмпuрuчесrоt7 сuсmеллоil М =1 A,W >.

Таким образом, задача обнаружения сильнейшеfi
:)мItирической те<rриrr сво,Ilптся к задаче бнаружепия всех за-
конов на эмпирическоf, си<:,геме.

3. Понятие эксперименT а (rrрот<rкола).
Оrrрсццеление закона на множесlDе Dсех Dоitмох(ных

:rксперимен:гов

Свял<ем проверку истинносl,и системы аксиом на эмпшри-
ческой системе М с конкретными коtIечными экспериментами,
tta КОТОРЫХ ЭТа И(r'ГИ}tЕОСTЬ ПРОВеРЯе'ГСЯ, И 'ГеМ СаМЫМ СllеЛаеIvt
проверку истинности кошструктивноfi . Под иIlтерпретаtlпеil язы-
ка J(E) на эмпирической системе М =1 Д, И > булем пони-
мать ilвa отображеttия: а) интерпретацию сигнатурньlх символоR
I(M) :3\(Х) -+ I,И. ставящему в соответствие Kaжlloмy сигнатур-
кому симво.rу Р.1. € S(E), j = 1,...,&, местности nj нек()торый
предика,t Pi и:зW той же местностп, и 6) интерrlретацик) перемен-
ных / : Х(Х) -+ Х(А), ставящему в соответствие I}заимноодно-
3начно всем своболным перемеrIшым Х(Е) =( frl, ...,8m) языка
J(Е) псременные по основному множеству А эмпирической си-
стемы М, пре.лставленные rIабором Х(Д) -а 0l, . . . ,Хп ), ПОД
состоянием s ; Х(А) + ,4 булем понимать отобрахtение набора
перемеrtllых .Х(А) =а t L,..., trп ) в набор об,ьектов { а1,..., а1 )
из .zl (не все объекты обязательно I)азличны). Множеств() всех
во:rмож}rых с:остояний оСrозначим чере:з л9. Таким образом мы
залали измерите.ilыfую процеду ру о Ь sV эмпирической акс:иома-
тшческой теории.

Определи.lt форма;lьный вил прот<lкола наблюлеllия рrУ че-

рсз поtIятие эксперимента.
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определим неформально что такое экспсримент.
Эксперимент состоит в том, чтобы при за'tанной rrнтерпретаtlии
I (М) : i}(D) -+ И предикатных симвоJIов Е заданноfi интерпрета-
ции / переменных, выбрать из основного мно}кества l некоторьтй
набор объектов ( (r1, ..., сm ) и полставить }Ix вместо переменных
( cl , ..., tm ). .Щ,апее опредеJIить значения истинIк)сти всех ато-
марных формул Ht} ( с1, .,,,аm ).

I)ксперимент определим как нбор

Дзр(s) = Ecp(I(M )/(Х(Х)), s) =

=(( ct,...,&m >,/(м)/(х(Е))' >,

где s € S, s(X(.a)) =( о1, ...,а,п )i I(M)/(X(E))" _ суперпо:]и-
ция иHTeptrpe r,ацIltи /(J}/ ) преликатн ых симво;Iов, интерпре,гаtlи и

/(X(rj)) переменlIых и состояшия s. Псrcкольkу j(.j-Iя данной эм-
пирической системы М интерпретацши /(М), 1(Х(Е)) преликат-
ных символов и переменных фиксированы, то эксцеримсIIт
также булем обозначать через Ecp(s). Запись (( ol,...
...,аm >,I{M)I{X(E))" >, как и в случае моделей, озпачает,
что значения истинностп атомарных высказываний на
объектах набора ( ol,...,cm ) определены. Таким образом, за-
пись << a!,...,cltп>,I(M)I(X(E))" > представляет собой нбор
значений истинности всех атомарпых высказываrrий на о6,ьектах
из < с1,.,.,апl). Например, дJIя lИ = {-} и объектов 1 а,Ь,с)

(( с, Ь,с),1(М)/(Х(Е))., >=< (с - с) - И,
(D-0) -И, (с-с) =И, (с-D)=Л, (а-с) =И,
(Ь - с) - И,(D- о) = Л,(с- с) = И,(с- D) = Л > .

Отождествим попятие эксперимента с понятиеilr протокола
наблюдения эмпирической аксиоматическоfi теории Exp(s) -
= рrv - ОЬsV (Д).

Булем предполагать, что порялок атомарных отношений в
паборе (( с, Ь,с ),/(M)/(X(r))s > всеrда фиксирован, rrоэ,го-

му, ecJtи взять только нбор :значений истиrIности <И., И, И, .Il ,

И,И, Л, И, Л> или будем говорить бинарный вектор € лJrя со-

ответствуюIIlею эксперимеItта, то этот вектор будет оrr,нозначн()

характеризовать результаты эксперимента. Этот вектор можн()
пре,лставить как вершину девятимерного лвоичного куба {0,1}9.
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Полученный вектор с(Дrр(s)) булем IIазывать значением эксItе-

римента Ecp(s).
Пусть у Еас есть некоторыll эксперимент Ecp(s) множсстRо

значениll которого представляет собой лвоцчный куб Е. Рассмот-

рим взаимосвязь куба Е й булевоil алгебры Ш(lJ). Как извест-
но, любое утверждение из fr(E) есть лцзъюпкция элсментарных
коtlъюнкtшЙ атомов или их отрицаlIиil из U(E), Следовате.пьпо,
во-Irервых, зIIаrlеItие истинности любою утверждения А € m(rJ)
tla эксперименте Ехр(в) определеIIо и вычи(:лястсrt по прави,-
лам алгсбры высказываний, во,-вторых, любому утверждению
А е fi}(E) соответствуст пекоторое lrодмножество Д(А) ý Е век-
торов, Еа котором (и только lla котором) оно истинно. Так как
И = дV -,4 и Jl = дд -А всегда IIрина.цлехtат Ш(Е), то всему
мпожеству Е и пустому подмножеству 0 верluин так же соот-
ветствуют некоторые высказываfiия из Ш(Е). Поэтому, фактор
а;tгебра Ш(r)/= выскаэываний п множество всех подмножеств
двоичного куба Д изоморфны cooTBeTcTBcII}lo относительно ло-
гиllеских операций на fr(D)/; и теоретико-мно}кественных оПе-

раций на Е. Кажл<rму бинарному вектору e(IJrp(s)) =<И, И, И,
Jl ,И,И, Л, И, Л>€ Д, шре.ltставляющему собой результа,гы пе-
которого эксперимента, будет соответствовать при таком и:Jомор

физме элемеIIтарIIая конъюнкчия (с - а) k (Ь - 6) & (с - с) &
&-(с-Ь) &(с-с) &(0-с) &-(6-@) &(с-с)&
& -(с - 6) € St(E). оuисывающая результаты соответствующе-
ю эксперимента, которую будем обозяачать через A(Ecp(s)).

Определим длrl эмпирическоfi системы М множес,гво всех
возможrIых эксцериментов Еrр = {Erp(s) | s С S}. Опреде-
лим для эмпирической системы М множество Dсех возможных
эксперимеll,tоь Erp - {Eop(s) | s € S},

ОПРВДЕЛВНИЕ 5 .Формула С С S(Е) истинша на Eap(s)
(6,rд"" писать Еrр(а) Р С), тогда и только,l,огда, когда при опре-
деленном в эксперименте Ecp(s) наборе значений ист,ивIrости
с( Еср(s)), формула С истинна. Иначе говоря, формула С е m(D)
истинна на Дэр(s), еслп e(Eap(s)) С Е(С).

ОIlРL]ДВЛЕН}lЕ 6. Формула С е Ш(D) истинна на Еср тог-
да и ,голько ,гогда, когда она истинflа ца каждом эксперименте
Еrр(s) € Ехр.
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JIEMMA 1. Формула С е S(r) uслпuнна на э,illпuрчlrcсколI
сцсmслrc М (прч fiлo,ссчческолl понlll,lолluч uспъuннослпч высrcа-
зuванчil на моOелях ) mоеOа ч fпольrcо mоаOа, rоеOв она l!стпuнна
нв Ехр.

ОПРЕДВЛЕНI,IЕ 7. Система аксиом Е истпнна rra 1jcp тогда
и тоJIько тогда, когда каждая аксиома из D истинна на Епр.

ОПРЕ/IЕЛЕНИЕ 8. 3aKolloM на Еtр булем IIilJыRать любое
истинное на Ехр правиJIо С ви,ца (1). кажаое подправило кото-
pol,o уже Ite истинно ла Еср,

ТЕOРВМА 3. Правuло О вuOа {l) явлаеmся заrоналl эмпч-
рччесtоil сuсmемы М =1 A.W > mоеOа u mолъко плоеOа, rcоеOв

оно яв,пяеmся законом па I:)п7l.

В результате задача переформу.lируется следующим обра-
зом:

,I[ля множества прави.;I .S.SuO определить, какие из flих яв.ця-
ются законами на -Еср. После этого проверить для кажлой ;tи
аксиомы из D есть подправило из.SSu0, являющееся законом на
Erp,

4. Событня и вероятности событиfi

Сделаем с.педующий шаг обобпrсrlия, булем прелполагать,
чr,о объекты для экспериментов вь,lбшраются некоторым случай-
ным образо}, из основноIю множества .4 эмпирическоfi сис,гемы
как из гепера;,тьноfi совокупности объектов. Это позво,llит нам
ввести вероятность на мно}кестве эксперимептов, не меItяя пока
определения эксперимента как некоторого " фрагмента" эмпири-
ческоИ системы. Опре.лелим вероятность m на Е.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Вероя,l,нос,гью lta .Е булем называть ото-
бражепие rпl. Е -+ [0, 1], у;tов;lетворяющее условиям:

1. Е.ев rn(e) = 1;

2, m(е) = 0 <+ {Ecp(s) | e(Bap(.s)) = е} = 0.
Смысл условия 2 опрe,tеления вероятностп 9 объяснястся

леммой 3. Он состоит в том, что Rероятность дол)t(ltа бы,гь
согJIасована с истинностью выскiltываниЙ: если высказывание
z{ тождественЕо истинно на М, то el,() вероятность должна быть
равна 1, если же оЕо тождественtIо ложIlо, то его вероятшость
лолжна быть равна 0.
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ОtIРtЦЕЛЕIIИЕ I0. Событием в эксперименте Лrр(s) бу-

дем называть любое подмножество FJ(;4) Е Е, e(Exp(s)) С Д(,4),
,4 е m(E). Вероя,гностью rrr событпя Е(Д) буаем называть вели-
чину m(Д(,4)) - f.." rп(е).

Бy.ireM l,olJopиTbt что в результате эксIlерименT,а Дrр(s) про-
изошло событие Е(А) и",rи событие А, ес;lи е(Еар(s)) € Е(П).
Событие А является элемеfl,tэм булевой а;rrебры fr(D), KoTopylo
так lr(е булем называть булевой а;lгеброй событий. Вероятность
rп инJ(уцирует вероятнос,гь rla булевой алrвбре fr(Е),

ЛlrNI}IА 2. Фунхцttя п(Д) : rп(Л(а)), А с S}(lJ), опреOелен-
ilаr. Nц St(Е), лвляеmся веро,ялпносrпью нс fr()J), m.е. алл любых
Д, В € ft(Е) fунr?аuя п уOовлепrcор,яе.тп слеOуюtцuм вrсuомам |6|
(l - ilоrcазуе.|tостпь в uс|luсленчч выс,r;азываtшil):

1) n(zl V В) + п(ДkВ) = п(.4) + п(а);
2)п(-Д)=1_п(.4);
3) еслчts Д= В, mо п(,4) = п(Л);
4) еслчl Д, тпо п(А) = 1.

Но пе только при выволимости высказывания его мера доJIж-
на быть palrfra 1. Из условия 2 опредеJIеIIия вероятности 9 сле-
дует, !Iто и цри ис,гинности высказывания А па эплrtирической
системе М, оно должно иметь вероятно(:ть равную l.

ЛЕММД 3. Для любоео выс,сазыванчs Р Д € П(Е) выполне-
t tы слеOуюuluе условlrа:

1,МFА<+п(z1) =t;
2. М ts -А <* n(zl) = g;

5. ОпредеJIение вероятностноI,о (rакоIIа на эксп(lрименте

Ввелсlм определеfiие вероятностного закона IlyTeM <lбобц(ения
понятия закона па вероятнос,гныti сJlучай. Сделаем это так, что
бы поняr,пе закоIIа на Ехр было частным случаем этоlrэ бо.пее
обrцего опреде.ценпя.

Вспомним определеЕие закона на Еср. Законом wа Еuр яьля-
етсл истиЕное на Eup правило все подправиJIа которого ложны
tla .Ехр, Можllо иначе uсреформулировать IIоIIятие закоIIа на
Дар. Закошами явJIяются ,лакие правила, исlгинные lla Еср, кото.
рые нель:tя более ушростпть иfплu логически усилитъ, сохраняя
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их истинность. Это своЙство неупрощаемости позво.;Iяет сфор
мулировать elo не только в терминах истиtlностш но и вероятIlо-
сти и тем самым перекинуть мост между детерминпрованIlыtrt и
вероятностным случаями.

ТЕОРЕМА 4. ,[lля правuла С - (Цk...&Аr + А6) oudo (l)
слеOуощuе 0ва условtlя эrевuваленmцui

l) правuло С явмеmся закоflом на Еrр;
2 а) условн(м вероялпностпь п(ДgfД1&.,.&/4е) правuла опре-

0елена (m.е. п(Дlk...g.4*) > 0) u равна 1;

6) условная верояrпносmь п(Дб l Д1&,...&а*) прввuла (:fпро?о

болъше условныý вероятпносmеt rаuсOоео lB е2о поOправuл.
Теорема 4 дает нам эквивалентное опрелеление закоIIа на

l!xp ь терминах вероятностеlt.
ОПРЕДЕЛВrIИЕ 'l l. Вероятностны}4 законом па Еср ь дс-

терминироRаIIIIом случае (для вероятllостей удовлетворяюlцих
оIlрелслепию 9) булем tlазывать прави.IIо С = (Д1& . . .kДь 9 Ао)
вила (L), удовлетворяющее усJоRиям:

1 ) условная вероятност ь п(Дg / Ц &...gА*) правила опредеJtе-
rra (т.е. п(,41&...&,,1*) > 0) и равна 11

2) условная вероятность п(Дg/Д1&..,&Ае) правиJIа стIюго
большIе условIrых вероятностеfi каждоrrо из ею подправиJI.

СЛЕДСТВИЕ 2, Верояmносrпныtl закон на Еrр в 0еmерлвu-
нuрованнолl случае лвляеmся законом эмllчрччесrоti сuсmем М.

Задача тестирования систем аксиом теперь сволится к заllаче
обнаJ>ужения вероятпостных :taKoHoB в детермишированном слу-
час.

Задача: Проверить л;rя каждой ли аксиомы из Е есть пол-
правило из ,SSu6, являющейся вероятпостныIrr законо}r в детер-
миЕироваfiном с.лучае па Ехр.

6. Обобщение понятия вероятностного закона
и экспериментаJUrя тестированпя спстем аксиом в

условиях шумов

Ошрсделение эксперимента Еср(s), как некоторого "фрагмен-
t,a", эмпирической системы не вкJrIочает в себя всех видов слу-
чайностей, которые могут быть в эксперименте. Пока что оIIре-

.ilелсttие вероятности 9 в си.ltу ус.|IоDия 2 исключает возможIlость
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искажеtIия зЕачеIrшй истинности предикатов, Чтобы обобщить
поня,гие эксперимепта на сJrучаfi, когда во:]можны ошибки нз-
меренпя, шумы и.пlл ошпбкп в ответах испытуемого необходимо
ввес,ги Rсе эl,и случайпые искажеflия в эксперимеIlт.

Известно [7], что в языке IIервого порядка и, значит, в оIIре-

делеЕных в языке первого uорядка экспериментах, можно ввести
несколько типов с.пучайностей.

1. Случайнос,tи, связанные со случайным выбором стимулов
или их с:.llччайным IIоступJIеЕием из Irенеральrrоfl совокупности
(случайность на б.пасти [7]).

2. Случаfiностп, вызывающие оIшибки в оIIрелелеIIии значе-
ний истинности атомарных высказываниit и связанные с ошибка-
ми измерепия, ошибками в ответах испытуемого, шумами прибо-
ра иJIи шумами, воздеfiствуюrr{пми на испытуемого (случаfiность
на множе.(:тве возможных мшров [fl),

R этих случаях вероятность может вводиться, вообще гово-

ря, различным образом [7] как вероятшость на "области" в пер-
вом случа€, или на множестве "возможных миров" как во вто-
р()м (:,ilучае. Определеfiпе вероfiтности 9 является llpиMepoм ве-
роятности на "области", так как учитывает только случайности,
связанпые со случайным выбором стимуJlов, но, в сtlлу своfiст-
ва 2 определения 9, определешо дjIя экспериментов, которые
являютса " фрагпtентами" эмппрических систем и, следоватеJIь-
Hor не соj{ержат случаЙностеfi вида 2. tIтобы у.lесTь оба типа
вы]lIеприведеЕных случайностей небходимо одЕовременно обо6-
щить опреде"ilенис вероя,гIIост}t и эксперI|мента.

ОПРЕДDЛЕ}IИЕ 12. Веgюятностью па Д tlазовем отображе-
ние m : Д + [0, 1], 1цовлетворяющее условиям:

1) Е.ев m(е) = l.
лля "детермишированных" экспериме}Iтов, должно быть вы-

полнен() так же сJlедующее условие:
2) m(е) = 0 {+ {Eap(s) | e(Ecp(s)) = е} = 0.
Эксперимен,г ()прелелим как набор

Ecp(s) = J" (( al, ...,аm >, I(M)I(X (Е))., >,

tде F-случаfiноеотобрал<ениеF: Е -+ .8. Вслучае, когда
Л - то;кдес,I,венное отобрахtение будем говорить, что мы имеем
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"детерминированный" эксперимент. для которого должно быть
l]ыполIIешо условие 2 определеlшя 12.

Ilапример, в экспериNrенте с проверкой транзи,гI,Iвности c,lly-
чаfiное ото(tражепие F мохtпо залать следующим образом. Рас-
смотрим отображеппе {(с, D, с) = (fr(с,0), Ш(0, с), Ш(с, с)), где
ft(a, D) = 1 если (о < 0) и 0 иfiаче. Кажлая компонента троfiки
может при}tимать противоIIоложное значение с Ite пу;lевой ве-
роятностью. l переходит в 0 с вероятIIостью сr, а 0 псреходит
в 1 с вероятItостью Р (| > а,0 > 0). Таким обрапом, мы ввели
двоичныЙ шу}l в теорию с проверкоfi транзитивности. Кроме
того, lшум булем считать не:rависимым. Элот tllyм назовем неза-
висимы}r случайны- двоичным.

".Ц,етерминированный" эксперимент совпа,ца€т со стары}r
определением эксперимента. .щ,анное определсIrие экспершмен-
та Длр(s) прL,дставляет сбой случайно искаженныl,t функцией
.F"'фрагмепт" эмпирическоfi спстемы. Характеристики функ-
цши Л как случайного ото(lражеIIия по;IнOс,!,ью оlIределяю,гся ве ,

роятностью пr. Отlрелеление вероятности I! остается прежншм,

.Щ,ля экспершмснтов, опреле":rеЕIIых в опредеJtении 1, 1 с раз-
личными типами случайностеfi уже пельзя требовать пстинно-
сти аксиом ла Eup, Поэтому опреде.lение закова на Еrр теряет
свой смысл. Эквивалентное оIIреJIеленпе всроятностноIк) закона,
ланное ts теореме 4, lplя которого доJtжно быть выпо.llяеrtо усло-
ьпе п(АglДr&...&.4*) = 1., так же теряет смысл, в силу того, что

условная вероятн()сть не может быть равна 1 в экспериментах с
Iцумами. fIо:э,гому необходимо ввести обобщение этоrтr определе-
ния путем улаления условияl которое не может быть вышолнено.

ОПРЕЛЕ.ПЕНИЕ 1i|. Вероятltостным закон()м на Ехр бупем
Itазывать правило С = (А1&...&Дь + ,4g) вила (1), уловлетво-
ряю]цее условию: усJIовная вероятность п(Ап | Дfu ..,&Ад ) прави-
ла оtlрелеJIена ш стJюю больше условных вероятностей ка:кдого
из его подцравил.

I-1окажем, ч,го в результате удаJIения условия
п(ДпlДft...&Ад) - t из оltредеJIения 11 вероятностного зако-
на д.пя детерминированного случая, }lы Itичего не потеряли из
сущес,гва определешия закона.
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Всполtttилlr, ч,го именно свойство неупрощае}rости позволило
нам сф<lрмулшровать определение верояl,постного закона в детер-
минированном сjlучil€. Посмотрим на теорему 4 с точки зрения
неулI)оrцаем()сти закона. В вероятtIостных терминах свойс,гво не-

упроIцаемости закопа звучит уже несколько иfiаче; дJIя прави-
Jta, истиttttого lla М, для кото[юю ус"цовная вероятность palr-
Hir l, неупро]llаемость правила означает, что если мы возьмем лю-
бое логичtlски более сильное его цодправи.;tо, то его условная ве-,

роrтность строго уменьшится п с,ганет строго меньше 1, т.е. ве-

роя,l,tlос,l,ный закон на Ехр в летерминированном случае нельзя
уIlрос,I,ить, не уменьшив суlцес,Iвеtlно его условIIую вероятность.
П<rэ,гому лва эквиRаJIентшых оIIредеJIения закоЕа, сформулиро-
ванных в теореме 4 могут быть переформуJlированы втерминах
неупрощаемости закоIIа, To.rIbKo олно из них дJIя зfiаlIения истин-
ности, а другое лля ycJ-IoBнofi вероятно<:ти. Из этоЙ переформу-
лировкш Itидно, ч,го д";tя IIонятия закона важЕы не сама истин-
ность, Dероятность или то, что условная вероятItость равна l, а
Еевозможнос,гь его упроlцения с сохранением этих Оченок (ис-
тиЕности, вероfl,l,ности и т.д.). Это лает возможность лать болес:
обшrее определеIlие закона лJIя правил вила (1), охватывающес
как детерминированный, так и вероятностный слу.lай.

ОПРЕЛЕ";IЕНИЕ 14 (определение закона). Законом являет-
ся такое ilравиJIо С вида (1), характеризуемое некоторой оцен-
кой, что его IIеJIьзя "упростить" (л<rги.rески усиJrить в соответ-
с,l,вии с тесrремой 1) не уменьшив cylltecTBeHHo этой оцснки.

Эквшвалентность двух разлпчных определеflий закона с Точ-
КИ ЗРеIIИЯ .rI&IIHOI'O ОЦРеДеЛеIIИЯ ЗаКОНа ЛЛЯ ДВУХ РаЗЛИЧtlЫХ ВИ-
j(oв oIleHoK - оцеrlки истинности и оценки условной вероятности
paBttoй 1 /(оказана в теореме 4. При лереходе от определсния 11

вероя,гllостного :]акона в детермипированпом cJly lla€ к определе-
ниrо lll ве[)оя,t,ностtlого закона мы замени,Iи or(eнKy закона с ус-
ловноfi веJ)оятности равной 1 па просто оценку ус.лtlвной вероят-
ности, оставаясь в рамках опреде"тIешия закона 14.

Ус.ltовная r]ероятшость, используемая B,Ieopeмe 4 и определе-
ниях 1,1 и 13 как оцеIIка закоЕа, инl,ересша не то.цько тем, tITo

это вероя,гнос,гь, а ец{е и тем. что она является оценкой предска-
зательной си-lы закона, являющейся наиболес, важttой харак.де-

оо



ристикой законов вообще. Понятие закона Bcel)la, прежде всего.
связывается с его способностью IIреJ1сказывать, поэтому пере-
ход от характеристики закона в Tepм}ll{ax истиIIности, приня-
тоfi в философскоЙ J-lогике и связапноЙ с приllципом фа;lьси-
фипируемос,ги, к характеристике закоflа в тер}rинах IIредсказа-
Itия является пе просто уходом от старой параjlигмы, а перехо-
лом к более ecTecTBeItHoMy определеItию закоIlа. Теорема 4 в
этом случае означает, что для детерминироваIIпого случая, кФ
торый хаРактеризует возмоr(ность lIредскаI}ания в с;'tfчое отсут-
ствия ш!rмов. определепия закона через истпнность и условную
вероятность совпал.ают. IIо если мы имеем стохастическиfi сл_ч-

чай, коtда tIравила не истинны lla М, опредеJtение Закона через
истиltность теряет свой смысл. а опредеJIеЕие закона, оспованIIое
на ус.;rовIIых вероятностях, сохраЕяет своfi смысл.

7. Тестирование систем аксиом в условиях шумов

Процесс получения резульl,атов некоторогrэ эксперимента
мо}кно раздели,гь на два этапа --- шо.lучеЕпе результатов экс-
перимента в ".lистом" виде, как "фрагмента" эмпирической си-
стемы, а затем полуllение результатов реаJIьного эксперимента
"добавлеttием" ltlyмoв. Выделсltие этих двух этапов можно сде-
лать, введя две вероятностных меры для значений эксlrеримеfl-
тов ---,вероятн()с,гную меру в детермиtIированЕом и стохастиче-
ском сJIучаях. Псрвая их ших Drn будет удовлетворя,гь лополни-
тельному требованию l 2 для вероятностей в детерминированном
случае, а вторая .Sm булет вероятностltой мерой в общем слуtIае,
как опреде.пено в опрФl,елении 11,

Введение двух вероятностных мер позволит нам ввести ве,-

роятностную модель пIyMoB, Вернемся к опрелелению эксIIери-
мента из опредеJIения l l

Еrр(s) = F << а!,...,аm >, /(М)l(Х(r))" > .

Мы можем рассматривать по.пучение результата
стохастическоIu эксперимента R два этапа: сначаJIа получение

результата летермиrrированного эксперимента при сос,гоянии б в
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соотвgIствии со значениями истиЕностп на эмпирическоfi сшсте-
ме и верояT,ностной мерой Dтп, а затем применение случайно-
го преобразования Л значенпй истинности в результате шумов,
сrшибок, тоltнос,ги шриборов и т.л. в соответствии с вероятностной
мерой .9rn. Приведем соответствующие определения.

Определим переход от значениfi Erp(s) детермишированного
эксIIеримента, представленного некоторыми наборами в двопч-
ном кубе .Е, к зrlачению стохастического эксперпмента, в соот-
Rетствии с лействием шумов, ошибок, неточностей и т.д. как дей-
сT вие случайной функuии l' : Е + Е. Отобрах<еtlие /" есть неко.
торое случаliное взаимноодllозначное отобрах<ение Р : Е + Е,
Вероятнос,гные харак,геристики этого отображепия и, соответ-
сl,веIIно модель шумов, зыIаются соотЕошением лвух вероятно-
стеft Dm п Sm. [Iри этом вероятность Sm - есть вероятпость
реаJIьЕых экспериментов, а Dm - вероятность r,ипотетического
"идеальноIrc" эксперимента II& эмпшрической системе.

Вернемся к заJIаче тестпрованпя систем аксиом. Теоре.-
мой 4 и сJrедсl,вием 2 д.пя вероятностей Dm эта задача была
решена и сведеЕа к задаtIе: "Проверить для кажлоfi ли аксио-
мы и3 Е есть полправило из,SSчD, являющейся Вероятностным
законом в.цетерминированном случас на Brp". Можно ли дока-
зать аналогичIIые теоремы в стохастическом случае для вероят-
ностей Sm? К сожаJIению, в бщем случае это принциIIиаJIьно
trевозможно ввиду огромrIого разнобразия возможfiых моделеfi
шумов, ошибок исlIытуемых, молелей приборов и т.д. IeM не
менее, большоfi опыт решения практических задач, а так х(е мо-
лельные эксперименты [8-13], ссылка на эксцеримеrtты (моде.llь-
ные и с }rсrlытуемымш) показывают, что поtlятие вероя,ftIостно-
го закона устойчиво относительно большого числа типов шумов.
Устойчивость относитеJIьно шумов означает, что если некоторое
множество правил {С;} являются вероятностными законами в
детерминированном случае, то эl,о же самое множество правил
является верояl,Еостными законами и в с,гохастическом сJIучiл€.
Тем самым реIIrение зяцачи тестирования систем аксиом в стоха-
стическом случае сводилось бы так же к реIuеник) задачи: "fIро-
верить для каждой ли акспомы пз Е есть подправило из SSu0,
являющеfi ся вероятностным законом в детерминированпом слу-
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чае Еа Е*р", за исклIочением проверки условия, что усJIовIIые
Dероятнос,I,и вероятноствых законов равны 1. Последнее yc.;to-
вие в стохастическом случае Ее Mo}t(eT быть выполнено }t долх(IIо
быть заменено на величину равную (1.-6), где б - оцснка уровня
tIIyMoB. Оценку уровня цIумов можно получить в процессе экс-
перимента, например, время, от времени предъrвляя случайrrо
совершенно одинаковые стимулы [14].

Эти рассух<дения ставят следующую проблему: опредслить
какие веро8тности и модели шумов сохраняю1, мцожество
вероятностных закономерностеfi .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Назовем сохраняющими моделями шу-
мов те пары вероятностей Sm, Dm которые сохраняют, содержа,-
щиеся в Ilих вероятнос,Iные законы (т.е. множество вероятIIост-
ных законов д.тя вероятностей Sm п Drп одинаково).

Если мы огранпчим себя рассмотрением только сохрапяю-
tцих моделей шумов, то зацача тестированпя скстем аксиом в
стохастическом случае сводится к следующей задаче:

.Щ,ля тестирования систсмы аксиом Е в стохастическом слу-
ча€ для сохраняюцlих моделей шумов необходимо проверить для
ка:кдой ли аксиомы из S есть подправило из S.9uD, являющееся
Rqроятност}lым зi}коном на Exyl,

Таким образом, для решения задачи тестироваIIия системы
аксиом в стохастическом случае не.обходимо знать (либо про-
верить машrинным моделированием) является ли модель шумов
сохраняющеft или нет. Поэтому данная рбота ставит проб"тему:
ошределить множество сохраняющих моделей шумов.

8. Устоfiчrrвость эмпприческоfi теории
к дроичному шуму с параметром А

Предположим, что у нас есть эксперимент .Ecp(s) -
=(( al ,..,,аtп >,/(M)J(X(E)), > и вероятность л.iIя детерми-
нированЕого случая Dm.. ОпределиL{ шумы, задающие случай-
ное преобра.}ование F : Е -+ Е. Предполох<им, что каждое
атомарное высказывание, значение которою получается в экс-
перпменте, подверtается воздействпю IIезависимой и оДинаково

распределенноfi двузна,rной случайной величины Д, принrtмаю-
щей зпачение l с вероятностью Д > 0.5 и 0 с вероя,гностью 1 - ),
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Если значения эксIlеримеII,fа представить как двоичilый вектор
( 1, 1, 0,...,0, l >, lде 1 -- истина, а 0 -ложь, то ttребразование
F:Д+Ё'приметвид:

( 1,1,,0,...,0, 1 >=}< А11, А21, )з0,...,}r_l0, )r, l ),

г;lе )1 , А2 , ..., ), -, разлшчные пезависимые сJlучайные ве;,Iичпны,
имеющие распределение Д. Эксперпмент с преоr)разовапными
зIIачениями а,гомарIIых выскitзываний о6<rзначим rIерез F Еар(s).
IIусть Sm - вероятность, удовлетворяюIllая опредеJIеIIию 11,

для слу.lаfi но прсобразованного эксперимеIIта.
оПРЕДЕЛЕниЕ 16. Эмпирическая аксиоматическая тео-

рия устоЙчива к шуму, если множес,гва всроrл,flrостных законов
для эксперимента Еrр(s) с вероятностью Drn и эксперимента
F'Ilxp(s) с вероятIIостью лSrп совп&дают.

'ГЕОРЕМА 5. ЭмпuрччесхOя аrсuомаfпччесrом тпеорuя ус-
mоilчuвв r Oвоччtлсlлсу лцуму с парамеmроJуl Л,

.IlОКАЗДТЕJlЬСТtsО. }Iужно доказа,t,ь, что !Iрави.lrо С =
= (,4l&...&,4h + л0) явJrяется веI)оятlrостным законом ,ц,ля экс-
п()римен,га Еrр(s) тогJlа и только тогда, когда оно является ве-

роятностным закопом для эксперимеflта Fltrp{s). В с:тохастиче-
ском эксперименте FЕrр(s) правило )*С прилtет вил (,\|А1&...
..,&^;/е + .\аА0), где 

^i,...,}i, 
.\fi - случайпые величины пз

множес,гва lt , lz, ..., Дr, есJIи литеро ,41, ,.., Дк, Ао це солержит
отрицаIIия, либо случайные величины пз множества l - )t,
1 - Дz,...,1- ),., если литера содержи,I отрицанис.

Надо докалзать, что правила С = (Цk...kДь +.Ag) и А-С =
= (Лi/1&,..&Л;,4& + ЛБ/40) одновременно либо являкrтся, "пибо
не явJIяются вероя,гностIIыми закоfl ами. floKaxceM это Ilосле.,Ilова-

те.IIьностью эквивалештных преобразованиfi . Пусть правило )* С
является вероятtIостным законом.'I'оrда

n(}fr/o/riAl&...&A;Ae) > n(.\fi.a6l,\;az&,.,&^;/k) (2)

л.rIя полпраьпла (\iД2&...&^;,4е + 
^Ба0) 

правила А* вида 2 тео-

ремы l.
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Расслtат;,lивая значенпя литер До, At, ..,, Дh, как точку в двФ.
ичном кубе, мы можем заменить опсрацию конъюнкции на умнФ.
жение.'IЬг;tа по,;IуrIим следующее эквrrва-,тентное неравенство:

n(Afi,Ag о .\iA1 о ... о.\[/д) t п(ДfiА9 о \iД2 о ... о А[lд)

"Пй;:rТа)-2@,
Это неравенство легко пребразуется эквива,Iештным обра-

зом в силу независимости случаfiных величЕн.\ как мех<ду сбоfi
так и относитеJIьно лиl,ер 11,..., Ду,Аg:

ЗЦ;/.. )iА, . .... Л;АО _
п(,\|.,t1 о ", о,\iдд)

> п (А[ l 9 /) i Azk...k 
^i 

А* 1 = " 
()Б 

f,',ЧY' *,i,,ЧР)

_ n()fiAg о \!2Д2 о... о.\iАд) _- 
"(^И2. -- Цr{*)

_ п(Аб o.\i о ... о Ai о z4o o.4z о... о.4л)
п(Аi о ... . ,\; о Д2 о .... Аь)

Если два сбытия Д, В независимы, то п(ДkВ) =
= п(А)п(а). Так как операция является конъкlttкцией, то
п(Д о В) = п(Д)п(В). Отсюда получаем сJIедуюIцее эквивалент-
lroe rIреобразование неравенства:

,\fi о Д| о ,.. о )[ n(Ag о Д2 о ... о Др)
(+li . ...o,\i п(А2 о .. . А*)

п(Дg о Д2 о . Zlr)о п(.,4о o,4r О ... о А*) ,w 
п(Дl о.... А*) п(Д2 о... . Z1*)
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Но tIoc,lleдHee Ееравенство и ес.ть то что нам трбуется дока-
зать, а имеfiно вероятвос,гное неравенство аналогIlчное неравен-
ству (2) но только относитеJIьно правила (,', а не прави.,tа At(,'.
'IaK как цоследнее перавецство было tto.1ty.reflo эквиваJIештнь]ми
преобразованиями, то обратное так же Beplto, т,е. если Hepaвetl-
ство (2) выIIоJIнено дJIя правила С, то оно будет выполIIено и длrI
правиJIа )-С'. Справедливость &н&л-Iог}lчного неравенства отно-
си'гельно других подправил вида 2 теоремы 1 доказывается аЕа-
лоt,ичцо. 1'аким образом справедлuвос,гь теоремы <rIшосительно
подправил вцда 2 доказана.

Л;tя заверlllениrt llокffjательства теореLrы rrеобхоilимо дока-
зать аналогичное неравенство для подправ}rл вида 1 теоремы 1.

Рассмотрим HepaBeHcтK)

п(Дfi.аOlАi/r&...&)iД*) ) n(-AjlllA;A2&...&^;Ae) (3)

Распишем его анаJIогичным обра:rом. Отричание
-AiAr равно (1 - 

^i),Al. 
Но поскольку сама случаfiная функ-

шия )j есть лпбо ,\1 , либо l - )1 в зависимости от наличия либо
отсутствия отриltания у а,гома 11 , то обозна.lение случаЙноfi
величины -)i мохсно оставить тем же самым, а имеtIно ,\|. ГIо-
этому мы lI()Jlучпм неравенства

n()fi .,t9l)j.z11 &...&л;/*) = Чfi*frlffiuЩ,
> п(.\]д1 l\iAzk...k)[лt) = 

n(,li4r&}t!tzt, &:ti_at)
п(.\!;42&...&А[Лt )

Заменим операцию конъюtlкции на операцию умножения
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_ п()i o ,\i о ... о )i o .t11 о Д2 о,.. . .,tt)
n(.\i о .... 

^i 
о А2 о.... r4*)

Отсюда по.iIучаем слелуюrцие эквиваJIен,Iные пре.обрilrовапия
,\Ё о Ai о... o,\l п(Ао o,4r о ... о Л*) _.l1.....,ц"(а,.--A*) '

t Ai . Ai ....o.\i п(А1 о Д2о.... А*)

' ,lffir...-A*) -o
л .\fin(.49 о z41 о ... . А*) t )jn(.49 о А2 о... . ,{t)
- пИl . -. . А-;I- ' - "В2 

. ..- Ц) -'
Так как 

^Б 
= Лi = }, то мы получаем требуемое неравен-

ство, так как послелнее неравенство и есть то ч,го нам требует-
ся доказать. Аналогичное доказатсльство можно провести для
остальных полправил вида 1 теоремы I. Е

'L ак же может быть доказан сле,дуюUций факт, rITo если тран-
зитивность С = ((о < D) & (D < 

") 
+ (с < с)) яв"ляется вероят-

ностцым законом д.;Iя эксперимента F)ор(s) в детерминирован-
IloM случае с вероятностью 0m, То она является вероя],ностЁым
законом дj,Iя эксперимента FЕхр(s) в стохастическом с;Iучае с
вероятЕостью лSrп в том c;lyllae, если неравеIIства для условных
вероятностей в детерминированном случа€ лля подправил ви-

да l выполнены с превышением на величппу (i - l).

9. Устоfiчивость эмпирическоfi ,геории

к шезависимому случаfiному дцrоичному цlуму
сп8раметрамиацР

Ilрелположим, что у нас есть эксперимент Erp(s) =
=(( @1,...,@m ), I(M)I(X(E)).s > и вероятностьдля детермиrlи-
рованпого слуttая I)m. Определим шумы, задающ}rе случайное
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преобразовапие -F' : Е -+ Е. Предполох<им, что ках(дое а,го-
марное вLIсказываIIие, значение которою цолучается l] экспери-
менте, подверга€тся воздействию независпмоli и одинаково рас-
пределеIIной двузначноfi случайноfi ве;lичины Т, llереводящей 1

в 0 с: веJrоятнос,l,ью rr и 0 в 1 с вероятЕостью 0 (a,F € (0,1)).
Есr:и :rначенt4fl эксllеримента представить как двоичныfi вектор
( l,1,0,...,0,1 >, где 1 - истина, а 0 --- лох(ь, то преобразование
I- : Е -+ /i rlримет вил:

( l,, 1,0, ,..,0, 1 >=}< ,п|, 12|, 7з0, ..., ?n-10, 7r, l ),

гд€ 7l , ,f2r...,^лп 
- ра:lличные независимые случайпые ве.[ичиIIы,

имеюrцие распре.деленпе Т. Эксперимеrlт с преобразованflыми
3начениями атомаршых высказываЕий обозначим через F.Еrр(s).
IIусть л9m - вероятность, удовлетворяющая определению 11, для
с"тучаЙно преобразованного эксперимеIIта.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ t7. Бишарное отношение } полно тогда и
,гоJIько тогда, когда Vc, D € .9 лшбо а | Ь, лuбо Ь | а.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Бинарrlое отвошеItие является отноше-
trием безразличия, еаlи Vо,D€ S а- Ьё ((о > D)П (0 } а)),

Транзитивность } влечет транзитивность а.
.i-I,"тя 

,грех элемен,Iов а,Ь,с €.9 существует ровно три возмож-
ности:

1) пи одrrа пз трёх пар не находится в отношении безразли-
ч}lл;

2) тольксl одЕа пара находится в отношении безразлп.lпя;
3) все три пары нахолятся в отношении безразличия.

(Случаfi, когда две Itары в отtIошении безразличия, а одIlа нет,
не имеет мес,га в силу транзитивtIости отпошения безразличпя.)

TE()I'EMA 6. Эмпчрччесrcая аrсuомаrпчl.еская mеорuя, со-
0eyx:aulш rпольlсо правuла BuOa ДlkД2 =} Ао, усmоilчuва к не-
завuсllмому с:лучаtlнолlу 0воuчнолву ш!ма, еслч оlпноlденuе | - -
полilое ч веролmносmъ mройкu без парu в оrпноалепчч безразлu-
|.1!8 llo rpailHelI мере в 2 рвза Bыltlc, чем у mройttu с оdно& парой
в оfпtaоллен,цч беэрозлuчt1,1t,

С) с = D, т.е. только равенство элемеIIтов може,f быть <rTHo-

шение}t безразличия. В этом случае, если элементы появляются
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с равнымп вероятностями, условпе теоремы б действительЕо вы-,
полняется. Следовательно, такая эмпирическая теория с тран-
зитивным отношением будет устойчива к незавпсимому случай-
ному лвоичному шуму.

ЗакJIючение

В работе IrолуtIены ус"tовия устойчивостш эмширической ак-
сиоматической теории к двоичному шуму с параметром ) и неза-
висимому случаfiному двоичному шуму. Это позволяет обнару-
живать эмпприческую аксиоматическую теорию, представимую
ЕравиJ,Iами вида С - (А1&/2& . . .&,4t 9 Ао) для слуrIая двоич-
ного шума с параметром l. Кроме того при рассмотренип тео-
prrй представимых правилами вида С - (hkД2 + /о) доказана
устойчивость к независимому случайному двоичному шуму с па-

раметрами (о,ý). Таким бразом, наfiдя множество законов по
реальным эмпирическим данным мы Mo}t(eм утверждать, ч,го по-
строенIIые закоRы совпадают с действительными, в том случа€!
когда данные зашумJIены этими лвумя типамп шумов.

Автор выражает благодарность своим научным руководите-
лям Гончарову С.С. и Витяеву Е.Е. эа постановку задачи п по-
мощь в проведенном исследованип.
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