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В,цапtrой статье продоJIжено иссJrеловаЕие понятия простоты
научной теории и Meтojloв ее измерения. В от.llичлtе о,г тех подхо-
дов, гле сложность тсории оценивастся через сложlIость класса
моде;lей этоtl теориш, автор предлагает метод измерения слож-
flости мtlожества внелогических аксиом этой теории и соо,гноси,г
наIЦенное значение сложнос:гп со сло}кносr,ью собственtIо тео-

рии. П<rказано, что предJlо]кенный метод измерсtIия сJtожltос,ги
,геории бо;lее точеtl. Опредlелено поI{ятие солер}катеJlьноll с.пож-
tк)сти1'еОрии и }кilзaНtrl }сrlовия и а.пгориr'м и:)меl)еttия этоil pa'r-

ll<lв}rлllо(:1,и (:ложIlости. I'Iреллоltеп Meтo/t измерения дескриIl-
,l,и Blroll и (:oll()p жirгt1,1l ы lой сло ]к llос,ги утвер жлfll и й т<rории.

1. l] l96 l гоr(у [I.1'удмеп Ilуб;lпкует в [5] окон,lаlс.пыIуlо вср-
сию своего метола измерения структурноfi простоты множества
внелогцческих ,гермишов ,I,еории или сисl,емы. Каждсlму набору
терминов соответствует к.пасс интерпретаr(пй эт<>го наб<lра тер-
миIIов -, K.,Iacc моrlелеfi. Н,Гуамен ко}lструирует сtlособ пI)иIIи-
сываItия всякому такому KJraccy иптерпретацпfi .tис,па, которое
характери:Jует llpocToTy (и.llи слолсность) этоI,о мIrол(ества тер
шlиIIоI}.

[l рс rr<де всего, I I. I'yaMeH оговари ва(),г. !lT() в ы}tу жllеrt " <ll,1raH и-
чи,l,ь сво() иссJIеловаuие лишь очепь ма.цой час,l,ьIо пlюб;l<lмы, llри-
в.ltекаюшtей вшимание исслелователеfi" [7]. l'Iол "теорией" lloltи-
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мается система утвержllений, а он намереп касаться .пишь tTpoб
лемы измерепия IIрос,готы множества понятий, пли словаря тер-
миIIов, исIlо.пьзуемых в этих утверждениях. IIри э,fом он подчер-
кивает, чl,о рассмотрепию подлежат лиlllь RнелогиtIеские терми-
ltы, ltричем 1,е из них, которые lte определимы в данЕой системе.
}Iмспно эти термины и яRляются "примитивtlыми" и йразуют
"эксL,;lаltоги.lсt:киli бiцзис" (или м<lдель) системы. [lpocToтa это-
lKl "экс.,грilп()l,,иtlеского базиса" и иссле.rlует(:я в ег() работах.

Mtllla ltlroc,1,o1,ы. tlо(il,роснIlая I{.['y.ltMcH<lM, (lазиlr.у<тгся tla яс-
llых и lrпо.цltс lrl)исм.цемых tlриttr([пах. [J {rиксиllоваIlпом я:}ы-

ке конечllой сигttатуры первого IIорядка самым простым терми-
rloý1 считitе,],ся о,,дноместный преr':lикат. .П,вухместныЙ предикат
в обrцем сJIучае лвляет(:я структурЕо бо;rее с;lохrным чем одно-
мес.тllый, Tpcxмecтtlыil - с.пожнее, чсм двухместный и ,гак да-
.|ltx). Кромс того по.ilаlъется, что если flекоторое фиксирован-
rIoc множест,во lIр(,дикатов может бы,гь "заменено"l Itекоторым
лругим фиксированным мt ожеством l1редикатов, то сложIIость
исхоllноt,о Mt{Oжec,I,Ba IIре.дикатов Ile болыltе сJIожносl,и B],opoIT)

множес,I,IJа прсдикаjгов. Каждыfi экстралогиttескиЙ термин тео-

рии мож(уг о6.1tадаL:, теми иJlи иtrыми своliствами, выразимыми
l} .цоt,ике п(l[)l}оIю поряJlка, Из всевозможных с.войств, оlIисы-
ва€мых форму;lами первопорядковоfi логики Н.Гулмен выдеJIя-
ст вполtlс определенпые, шазываемые ре.лебснrпнцмu своfiства-
ми. Основная примечательность э,гкх свойств состоит в том, что
оtlи tlозволяют определять исхолные ,термины через боrrее про-
стые. Здссь пtlобходимо уточнить -,- что это значит "6о.пее про-
стыс"? Имеетсл в Rиду, в Ilервую очере.дь, структурные харак-
,геристики каждого термина.. Например, ,гак как предполагает-
ся! ч,I,о oJlHoM()CTItIrIlt прtдикат проще двухместItоtа. то своЙствоl
tlо:зволяюlцее опре/lели гь /lt]ухместItыfi ttреJlика:г riерез дttа o/lнo-
м(](:,гltых. ]l().Ilei]ll()e своfiс.тво. Симмстри.lttый двухмес,гltый пl)е,r(и-

кЕг иtl,r,_ч]tl,ивrl() кажет(:я (ю.lltrс trpocTl,tм, lteм не <:иммс,t,ри.tнt,tй.
'lаким обрiвом раз,пичкого рода структурные характерI.lс,гики,
,I,акис как количе(:тl]о предцкатов нашlего словаря, местносl,ь

lIiсли рассматривать классы моjlелей этих двух множеств
llpe;lиKaтoB, то замеIlяемость имеет смысл иltтерпретируемости
оjlrlого KJracca модс.llсlй в друtlом.
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каждоIт) tIрелика,fа, а также информаltия о возможtIом tl&боре ре.-
.,lеRаtt,гIlых (:вой(lт}, каждого rlр(диката (рiчr;lичrl<rr,о р<rла рес}лск-
<:й внос,ги, си ý{ме,tри чrlосl,гь, самопол нота как с и.;rьная ра:rIювил-
ность транзитивности и лругое) является ваrкной для создапия
измерительных стандартов, Такого рода стаfiдар,],ами являются
в теории II.Гулмена релевuflrпные rcлассы моOелеtj. [I<rнятие ре-
левантного класса моделей в теории I,I.Гуltмена ,rвляет(:я одшим
из осIIовопоJrагаюrцих. Рассмо,грим это понятие.

1.1 Чтобы о6;rеt,чи,гь послелуюulее изJIо)t(ениеt мы снаtIала
определим операцик) cu?tпmypвoil сумлlы классов модеJIеlt, ко-
,горое в явном виде отсутс,гвует, к сожалеfiию, у }I.ГулмеIIа, хотя
и исIlоль:tуе,гся и}l, так сказать, "по умо;Iчанию".

IlycTr, Lt,Lz, Lз - произвоJlьные классы молелей сигtIатуJ)
Q1, ()2, Qз сооТв€тственно. Мы ппшем Lз = LrФLz, ес.'!и И'ГОJrЬКО
если:

1) а1 п Qz = 0 ,- множества сигнатур}lых терминов Q1 и Q2
Ее имеют обlцих элемеrrтов;

2) Ol U Oz = Qз - объединение множеств сигнатурflых тер-
минов Qr и 0z совпа/lает с мнох(еством терминов f)з:

:t) Lз [Qt = Ll --,класс м<rлеllей i1 Il{)л}чен обе;lЕеuием
KJlacca м<целеЙ .Lз до сигнатуры ()1 иjtи, по лругому, ес.,lи из
кал<до1,1 молели класса молсле1,1 ,Lз выкиtl}ть в(:е отноluеttия, It()

сOответствуюllIие сr,tгнатуре or, 1.о мы получим в ,гочIIос.ги класс
моделеЙ 1,1 ;

'l) Lз [ Qэ = Lz --, см1,Iс.п эТого У(:лоRия аrlа.Ilогиlr(lll сN!ыс.JIу

услоltия 3;
5) ЛЛЛ ;lюбых двух моделеfr М1 п М21 ,tаких что М1 цринад_

ЛеЖИт КЛiЮс_у МОДеl-Iей Lt (Ml € Lr), а М2 ПРИlrаДЛеЖИТ КJIаССУ
моделей Lz (Mz € L2) и бе эти модели шмеют один и тот же
носитель U найдё,гся модель Мз €Lэ такая rITo Мз [ ()r = Mt п
мз l()2 - м2.

Всли Lз = Lt Ф L2, то мы называсм класс моле;tеil Lз cu?l{o-
mурноtl суluлtой Kl,tEccot] моделей L1 u L2.
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1.2 Перед тем как опрелелить понятие ре.певФfiпноlо класса
моOелеl1, ввеIIем ,цля удобства изложения неко,горые всItомога-
тельвыс поItятия. Д.пя .;tюбрго натура,л),ного числа п., п ) 2, мы
булсм rtазывать п-местный Ilредика,г Р:

- uррефлсксlлвrlылц еýли и только есJIи

Vgl ,..rп(Р(а:1,...,Е,) -+ (rr # с2)&(r1 # rз)&....&;(r,-1 #,.,));

-. uзбwшочнOar4, ес.пи и т,oJtbкo есJtи

Vct...cr,(P(c1,...,cr) --} 01 = а2 =...= лr)i

-- коJйпозчцuонно рефлексuвttаara, если и 1,олько.если

frr...r"(Р(r1,.,. ,rп)&(л1 l а2)&(r1 #rз)&...&(r,.-, # с")) +l

Ф fуr . ..у")(Р(и,... , у")&,(у| = у2 =... = у"));

-- лпоm,алыю 0uBepcuBHъa,,ta, если и только если

Vrr...r,((cr } r)k@1l,r)&...&(r,,-, # ""\) 
-+ Р(r1,..,,r,,));

- тпоrпальлlо рефлексuвtaъaл, если и только если

Val ...rrr(gt - Е2.,.=а1 -+ P(a1,...,a,n));

-- обаеOuпенно рефлеrсUбNшл, если и только есJIи

Va:1 ...л,(I)(а1,...,со)&(с1 l с2)&(а1 # "з)&,..&(""-, #,") -+

+ Р(о 1 , fr l . . . r r:1 )& l)(r2, x2t , . . , лz)& . . . &Р (.rr, , . . . , с" )); .

-.- рефлексlr6,(ьa.,t{ с.4е€с, ес.ли и только есJtи д.пя rleкoтol)ol,o

фиксироваlrноl,о fr

Vrt...u"(Р(с1,... ,с,,)&(с1{ r2)k{хl # rз)&..,&(""-, # r") -+

-+ Р(с1,..,,r1)&Р( 82,...,rr)&...&Р(сд,...,сr));
--- рефлеrt(ltвным спрввс, есJIи и только если лля rlекоторого

фиксировапноr,о /с
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Vcl ...r,(Р(.r1,... ,с,,)&(r1 l r2)&(с1 l "з)&...&(r,-, # r,") -+

-+ l'(r:л,...,ад)&,Р(O,с+ll...,rл+l)&...&Р(а:,.,...,rr));
" СiQМОТlО,ПНЫ"Ц О'ПDНОСlrfПеЛЪНО ВСе:i JИеСm, ()СJlИ И'|'О.ПЬКО еСJlИ

Vat ...r.Vyr .,.v" (( Р(r1, ..., c,.)&P(yt, ..., Urr) + P(yr, r2, ..., rп)&

&Р(r1. !!2,xз,...,cr,)&...&/'(a1,...,on-t,yr))i
-, самополнuлl оIпносuтпелъно по апос ле аовцmельносrпе Й меспl,,

если и тольк() если для Eeкoтoport фиксированноЙ подпос.'iIедова-
телыrости lvlecT (j1 ,. . . , j*)

Vct ...c,,Vyt ...у,((Р(r,r,... ,r")ПР(уl,... ,у,,) -+ P(ri,... ,с;)),

гле пос.Ilе.довательнос,t,ь переменных 0i, . . . , с} от.ttичается от по-
СJIеЛОВаТеЛЬНОСТИ Пеl)еМеllНЫХ 0l,... tOrr ТеМ, ЧТО ШеРеМеННЫС С

иlr,,{ексами (j,,...,jt) заменены па lIсременпые ajr,..,,yjk;
-, сu,|уlме mpur{Ho.rt впуmрu фuксuроввtзноt| поOпос. ле O овапleлt

носпlч л!,есrп, если и только еслп для лкlбой перестаIrовкп т пн-
дексов фикси;r<lванной подпоследова,Iе.;Iьности мест (jl, . . ., jb)

Vc1...o"(P(..., rjt, ...,с jb, ...) е Р(..., 
""U,), 

..., * o1i*1, ...)),

'I'o,llbKo что п риведённ ые одиЕнолll&тlr опредеJIеItиll оrI исы ва-
ю,г свойс,гва ,гех мпоI,оместtlых отноltlеllиfi, которы() дщ:тагоч-
llo часто tiс,греrlарaaя в паучной практшке. По эr,о}l llри(lиtlе
}l.['улмен исlrолl)зуе,г эти свойства D KatlecTl}(: исх(цrlых "кирItи-
чеfi" для постросниrt своего рода этаJtонtlых K.lIacc.OB моде;lсlй "-

так trазываемых " ре,певаfi тных класс:ов" 2.

2[Ia самом деле Гудмен'прибегает к ещё несксlJIьким добаЬоч-
llым определеЕиям, lIозволяющим рассматривать rr-Mec,f ltые о1,-

ношения со специалl)нымш типами симметрий, cooTBeTcтl}yк)tllиx
специzulыlым Itодгруппами группы всех перестаllовок на мноr(е-
стве индексов l, . . . , п. Так что фактически t} качестве уllомина-
емоft trиже совокупtlос,ги Г у Н.['улмеuа фиrурирует более ши-
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Обозtlа.Iи м э,l,у совокупность из оди ннадцати вышечказанных
предлоr(ениfi через Г. Обозначим также через Ф ! I' произ-
во.пыIос (одно из 2ll возмохtных) подмttожес,гво предло:r<ений.
Булем обо:значать через (U, п - месrп.|Ф) произволыlую модеJIь
класса молелей, в сигЕатуре которого едиЕстIlеt{ныfi п-местllый
Ilредикат, удовлетворяющий всем релевантным свойствам из Ф,
с носи,геJlем U. Если Ф = 0, то вместо (U,r- месm.,Ф) шшшем
(U, r, - месm) .

Булем говорить, ч,го класс моделей является реле.ванrпным
классом| ес"пи п только еслп выполнено хотя бы одно из слелую-
щих условий:

-- э,го класс всех моделей пустоfi сигнатуры;
-- э,го класс всех моделей вила (U, п - месm.) для HeKoTopoID

п) 1;

-- это к.пасс всех молелеft вида (U, п - меслп.,Ф) лля всякого
пZ2 п произвольной фиксированной совокуппости Ф С Г;

-- э,го,г класс есть бъединение лвух релевантных классов;
-- э,го,г класс е(:ть пересечеЕие двух релевантных классов;

- этот класс есть разность JlByx релеваIIтных классов;

- 
этот класс есть сигнатурная сумма двух релевантIIых клас-

сов.
1.3 Щептра-,lьной час,гью замысла Н.Гулмена является по-

пытка задать Ila семействе всех реJlевантных классов s числовуlо

функчикl uс : З -+ fiе такую, чтобы uc(K) можпо было рассма-
триRать как числовой показагель сло)t(IIости класса К С S. Ру-
коволяIrlая илея jl.пя выбора TaKolt функции заключа;Iась в том,
чтоСrы такая функция удов.петворяла следуюutему нбору иптуи-
тивtlо приемлемых ,гребований. I}сли обозначить для краткости
записи свойство ирllефлексивности п-местпоI,о предпката через
upp., свойство самопоJIноты -,- саJй. ,l черз [п - месm.l -" класс
мо!,€.l-t€Й, в сигнатуре которого один п-местныЙ предикат, то эти
требования таковы:

рокое множество, чем указыва€мое нами. Однако это отJIичие
носит чисто техническлlfi характер и не влшяет на ход наших ра,с.-

сух<дениfi. С лругоfi стороttы, точное следовапие гудменовскому
оригиналу излишlне загромозлило бы излохtеttис.
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- еслИ релевантнЫй класс моделей к = [1 - лесrп.], то
о6(/{) - 1;

- если К = [1 - месrп,|, а L - произвольныll релеван,гныfi
класс пепуст<rй сшгпатуры, содержащий хотя бы олну модель, не

все отношения которой логические3, то u6(К) S oc(Lh
-- еслш К = [2 - месrп,f, L = |2 - лlесп.i upp.], ,го uG(K) -

- u6(L) + 1;
-,- (,,сли К = [2 - Me.:п|.i ttpp.;caM.l, L = (l -лесrп.), то

uc(K) - 2u6,.(L);

--- если К и L --,произl}ольные peJteBaHTIIыe к.Irа(:сы и кJIас(:

К замeнuм классом L, то u6(K) < uс(L);
,- еСЛИ К, L1 И L2 -- IlРОИ3ВОЛЬНЫе РеЛеВаНТНЫе КJIаССЫ И

К = Lr Ф Lz, то uG(K) - uc(Ll)* u6(L2);

- 
если К и L 

- 
произвоJIьные релевантные классы, то

tlс(К) Su6(KuL);
- если К и L -- произвоJIьные релевантные кла(:сы, то

u6(КпL) S u6(К);
,-- если К и L -- произвольные релсваптные классы, то

uG(К) < oc(L) + ч6(L) = u6(L \ К);
- если К rr L -- проItзвольные релеваfiт}tые кJIассы, т()

uc(K) < 
"c(L) + u6(KuL) - uc(L);

-- ес.,lи К и L -- произttоJlьные реJIеван,гI!ые классы, т()

?с(К) < uG(K i.l L) + о6(К u L) = o6(L).
flдя примера приве.дем теоремы, устанавлпвающие значения

сJIожностп для неко,горых релеваЕтных клtlссов:

- "с 
([n - месm., uрр.7) = 2п - l;

-- ?6([n - Jцестп,Iuрр.,сам.|
пk

. uс([п-лесm.])=DI
/c=l j=0

)=п;
(_1)'l(2}- l)(fr-,)"

,!(* -,)!
Таким образом, ках(дому релевантному клас(:у моделей при-

писыl}€}ется llисловое значенис с,по jкности. Зпачеlt иtl сложtl ости
произвоJIьпоt,() к.пасса моделсй можно оцени,гь tIсрсз знаrlеltис
сложнос,rи миflимаJIьного по об,ьему реJIевант}lого кJIасса мо,д,е-

лей, которому оцениваемый класс принадлежит, а именЕо, под

3Гулмен называе,]] ло?ччесхuм всякое отпоUIение, лвtIо опре-
делимое в терминах равепства.
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сло?tсносmьlо uG(I) llрои:]во'llьного класса моделей r коttечной пре-
ликагной сигllатуры предлагается lIонимать сложность IIаиме-
lte(l с.пожного рслеван,гноlтr K.rta(:ca, всё ещё ()хватыI]аюIl(еl.о это.г
K.llacc:

u6(I) - rnin{u6(K)|K Э I,K- релевапmпыtJ клас.с .ttоOслсi]|.

'IЪхпические детали подробно изJ-Iо)t(еЕы I{.I'удrменом в его
позднейIшей работе "Тhе Struсtuге of Арреагапсе" [5]. Соврсмен-
Еое изло}кение основных пр}tнц}tпов подхода Н.Гудмеrrа можно
найти в статье автора "С.по>ttпость "экстраr]огического базиса си-
стемыD по Гуамешу }t сj,lожпость научной теории" [3]. .Щанныfi
tIодход позвоJIяет оIlени,гь значеIlие с.пожности класса моле;Iей
произвольшой r,еории первоlý порядка конечноfi сигrrатуры.

2. КонцеllтуаJIьIrое богатство подхода Н.Гуамена к измере-
кию с,:rож}l()(:ти I|ноже(:тва вttе.погиtlеских IIонятиfi тtlоlrи и (>ыло

при:rцано бо.;lьшинством как его критикоlt, так и стороItItиками
этого подхо,ца. Следует отметить один факт. Ес.пи мы имеем две
КОНКУРИРУЮЩИХ ГИПОТеЗЫ --, h1 П h2, ОЛИШаКОВО ХОРОШО СОГЛа-
сующиеся с опы,гflыми данItыми, то для выбора простейшей из
этих двух гипотез лостаточно оценить простоту внелогических
терминов каждой из гипотез. И этого по сути уже достаточно
Jlля оказания trрсдпоtlтения одrtоfi из них. IIотому что Bollpoc о
сп<rcобе форму"rировки этих гипотез явJtяе,гс-я вопросом об улоб-
с,гве и llоltятнос,l,и, ,f.е. этот вопрос носит сугубо rtрагматический
харак,гер. TtlM пе Mellee лля практикующих иссJIедователей :ати

а(:tIск,гы ус,гройс,гва теори}t могут имсть суlt(ес,гвеrlное зfl ачение.
С болtlе lrpocT<rll в этом контексте теорией ;rегче работать. Ме,го/l
l{. Гулмена llозво;rяет оц()нить зllачение с.:lожltости це;'tоl,о кJIас-
са теорий, как равносильных, так и разл}tчающихся между со.
бой логической силой теорий. Логически бо"цее сильrrая теория
является и более солержательноft теориеfi. В прагмати!lеском от-
пошении она и более сложна, Использование метода Н.Гу.lrмена

указанным выше способом приводит Ilac к тому, что в бо.llьшин-
стве случаев мы будем приписывать таким теориям ()дtо и то же
значеIIие сложностш.

IIусть, HaltpиMep, .Sr и ,9z две элемеIrтарных теории в я:}ы-
кс, содержаЩе]\| ДВа оfl}IоМёС'Гflrrlх IIреликат}rIdх симВоJIа Р и Q.
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пусть sr Ее имеет вttелогических аксиом, а едиЕственная внело-

гическая аксиома,геории ,sz - это формула

VrЗу(Р(э) -+ Q(у)).

О.lевидltо, что теория .Sz является более содержате;IьноЙ, чем
теория,sr и класс моделей теории ,sz являстся подклассом класса
моде.llеЙ теории .S1 , а вмест€ с 1,ем оЕи имеют олI,rваковое значение
сложflости. Этот пршмер и показывает, что мера сложrtос,ги tto

}l. Гулмеrrу по:]Rоляет оценивать све[)ху (:трукту рну к) слож lIocTI>

цеJrого кла(:са теорий, в cJlytlae когда они цмеют оллlи и ,ге же Blle-
логиtIескис термиtlы. }Iеобходимо также отмеl,иl,ь одиtl важный
аспект подхода Н,I'улмена. Этот метол, ирпользуе}Iый вышеука-
занЕым образом, позволяет оцениваl,ь сверху значеtIие сJIожнФ-
сти IIе сбственно теории, а класса моделей этой теориш. Есте-
ствеЕным лвляется желание разлпчать сложность класса моде-
лей теорип и сложнос,гь самой ,геории, tITo Itозволит отJIичать tlo
cJloжttocтt{ различные по содержатеllьной силе теорип.

Попытаемся применить авалогиlIные методу II.Гу,шмена со.
ображения к множеству внелогпческfiх аксиоil, теории.

3. Кажлое утверждеrlие теориu носит содержательный ха-

рактер. Термины, исIIоJIьзуемые в утвержJtениях ,геоJ)ии, могут
от.;Iичаться меr(лу собой относительно их содержатс:лыlости. 5Ic-
но, что двухместный термиrr теорши содержательнее одноместно-
1,o, трехместныfi термин содержательнее двухместшого и т.д. R
том же отношении порядка онп располагаю,fся и по их с,гепени
сло}кности и поэтому, еслп мы хотим оценить содерr(ательную
сло}кность какоrо-либо у,I,верждения, необходимо учитывать со-
держаjгельную (а в данном cJlytlae olla и структурна,я) слохtность
каждого термишЬ, исIrользуемоI,о в утвер}кдеfiии. Одкако одно и
тоже содержакие может быть передirно мЕожеством эквиI}аJIеIIт-
ных (отtlосительtlо вывода) шред.ltожений. EcTecTBetIHo IIoJtaI,aTb,
что самое IIро(:тое из всех экrrива,Iен,гных у,гверх(лr:ший то, D ко-
тор()м }lсllоль:t},ет()я iltиl{имаJrьное ко.;Iичество (:,пов. оценка зна-
чеЕия сложности этого утверждения и булет харак,I,ериювать со-
лержагельпую сложность этого множества пред.ltох<ений.

[IycTb Д - язык первого порядка конечной сигнатуры Q и
7 -- произвольная i[ксиоматическая теорпя этого языка. Рас-
смотрим произвоJIьное утвержде,iи" ф теории Т. Пусть Ф ==
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= {Фr,...,Фr, } - мпо]кествовсех эквиваJIентных Ф относи-
теJIьно l}ыво,ца формул и пусть фt ц фz формулы из мв()жества
формул Ф.

Булем цолагать сrпраrсrп!рNо бол.ее просплоil из этих двух фор
мул ту, которая содерх(ит наимецьшее колиrIество вхождений
предикатов (под колпчеством вхоrкдсниfi предпкатов в форму-
лу будем понимаf,ь здесь возможное количество использованиfi
каждого предиката). Это вполrrе естественное, как было сказа-
но вышIе, предположение. ЕстествеIIно также полагать при этомl
что чисто логпческие средства (скбки, логшческие символы и
,г.д,), являющиеся общилrи для всех теориf, первоlо порядка, в

учет не принимаются.
Устаlrовим отношение сложностп мехцу двумя такими фор-

му.пами, ,Цля этого lrеобходимо каждой форму,пе соllоставить
число, характеризуюrцес ее сложность.

Основные tIринципы установления такого соответствия булут
следующими. Во-первых, булем полагать, что сложность утвер
ждеЕия зависит от сложности входящшх в HeI,o ,гермлIнов и, во-
вторых, что сложшость утвержденшя зависит от количества вхФ,

дящих в пего терминов. Таким образом, бу,дем учитывать два
фактора - (:о,цержательность, а следовательЕо и cJtoжHocтb ка-
ждого термина и экоЕомичность предJIожения в целом.

Сашrый простой способ приписать значенпе слохсности фор
муле аксио.vатшческой системы - способ, аналогичный olleHKe
с.поr(ности к.ласса интерпретаций мпо>r<ества внелогических тер-
минов по Гу,,11Iаен},. С<rг.пас.но этому способу булем Itолага;гь, ч,го

если {P/t,..., Р!^ } есть MltoжecTвo всех вхождеttиfi предикатов
'tl lm'

в формулу ф и если оСюзначить через u6(Р/&) значение сложно-
сти класса моделей, в сшгнатуре которого едикствепныfi преди-

ка" rf} , ,I,o значение сло)t(ности формулы q1 можно опрецелить
lй :_

следуюlJtим об;rазом: ur (Ф) = Е oc(P/n ).
Ic=f1

'Гаким образом. из jlвyx эквивалентных форму.;I, с помоIцьк)
предложеtlttоfi прочеlryры измерения, всегда можно выбрать струк-
турно более простую. [lаименьшая цо сложltости tРормула из
всего множества формул Ф и булет характеризова],ь соOерэrcа-
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mелънуlо сло?lсносrпъ каждого из этих утверждений. Здесь необ-

холимо указать Qтличительные характеристики Itонятия содер
жателыtой сложности для прояснения даJIьнейшего изложевия.

.Щдя этоtо необходимо определить некоторые поIIятпя.
4. [IycTb /, ,-- язык сигнатуры О и пусть 7'-- элемеtrтар-

ная теория в этом языке, Д gT есть мltожество внеJtогических
аксиом, поrюждающих теорию Т =1'h(Д).

Вахtltым случаем коItссрвативных расширеttшй эllемен,гарной
теории лв.,Iпется так называ€мое расши|)(1пие теор1,1и с llo}loll{bю
опредеJIеIIий или 1ефuнuцuальное расширение. Определим :а,го

понятие. Рассмотрим два типа расш,ирениfi элементарвоli тео-

рии.
Расширения первопо тппа. Пусть 7Т" -- акспоматическая

сис,гема сигIIатуры ot; cr t. .. tхп - различные IIеременные из
множества И перемеrlных языка; iU формула теории 7jП' такая,
что мнох(ество свободных переменных этоfi формулы

J,'Y({,) ý {rr,...,fr,,}.

Образуеrчl теорию Tj]' лобавлеfiием к Т{]' HoBoгo n-ýtec,],Bol,сl
символа Р (Р ё /l1) и вовой нелоt,иtlеской аксшомы

Vc1 ...с"(Р(rr,... ,g,r) ё Ф(rr,... ,rr)),

которую назовем опреOеляющеil сrсuолtоil для Р. Здесь и да-,IьuIе
для краткости пишем Х ++ Y вместо Х -+У&Y -+ Х.

Назовем теорию ff' ро"шlrренuе.tл Т|' первоао muпа.
Расширения втоIюпrr тппа. Пусr,ь ?,'' - аксиоматиt{t)-

ская система сигнатуры Q1; 11,... ,frll, lltraz -- ра3.IIичные tt(r

ременfiые из И; V {>орму.па теории {)' такая, что FИ(iU) е
{rr, . . ., rr,, yt} и выtIолняются с.пелуюlt{и€ .}с,lоl}ия:

(l) Vc1 ...r,rЗуlV(r1l... lfrn,yr) € ?(ar):
(fi) Vr1 ...оr,Vуrи(Ф(rr,. .. ,хп,у1)&Ф(т1 ,.,. ,nn,!lz) *

+ И -- !z)-
Образуем теорию Tf'лобавлением к ?rО' нового п-местноIrэ

функцион*rьного символа / (/ d &) и новоfi нелоги.lеской ак-
сиомы:

Vrt... x,Vy(!l =.f(rвr,... ,о,) о rU(a1,... ,f,,,9)),
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которую назовем опреаемюlцеil аксuомоt дJIff .f. Будсм называть
выражение (i) условuем суu4еспхвованuщ а выражение
(ii) - условllе.м сОutrcmвенносmч д.;lя /, а теорию 4'" .- роr-
шuренilем вfпоро?о muпа.

Указанные определяющие аксиомы мя Р и .,;Г называются
так же явнtl"лlu опреOе,пенuялu п-местного предикатного символа
Р и п-местного функltионаJIьвого символа / соответствепЕо.

'lЪория'?f" назыв.етсл расшuрепuе!уa tпеорuч с помоu4ьlо опре-
fuеленuil (flефuнuцuалъным расlцuренuел теории fl)'), если f'
получtl€тся из If}' конечным чисJIом расшrирениfi первого и вто-

рого тшпа.
В связи с: необходимостью сопоставления рil^злиtlных теорий

отпосительн() лруг друtа необходимо уто!lни,гь неко,горые, ис-
lIользуемые в лалыtеft шем тсрмиrlы.

IIусть'Г и S -произвольныеэлементарltые теории конечных
IIреликатных сигнатур. Булем говорЕть, что теория'1' опреOела-
ern теорию .S, если и только ссли существует теория У такая,
что она лвляется одновременно дефиниllионапьным расtцпрени-
ем теории Т и консерватпвным рilсширением теории s.

IIусть D -,- класс всех элемеЕтарных теорий конечных пре-

дикатных сигfiатур и цусть Sr,Sz е 
'.Тогда, если .St опре;lеляет Sz, а Sz определяе1, ,S1 , то мы

Iюtiорим, что теории .91 и 52 явJIяIотся переопреOслеr{lJлrdU лруг
лрУга ш булем llисать St - л9z.

[IycTb /: )J -+ lle - llроизвольная чисJIовая характеристика
тtlорий из )J. Мы тогла и только ,гогда Itазываем "f соаср)rcа-
mельной характсристикой (и;ш с-rсраftmерuсtпuкоd), когда для
любых St, Sz € )J, если St - SЪ, то /(,Sr) = /(Sz).

В любом другом слуtIае / называется dеаерuппl,uвttоil харак-
теристикой (или d- rсрс rmepuctпttnoil).

Таким образом, если / есть чшсловая характеристика слож-
ности, то будем разJIичать две разновидности структурной слож-
Ilости.

5. ()п 1rcrre.ltи м солер ж ател ьн ук) c"TIo }к ност ь п роизвоJIьного п рел-
ложеIIия tz,, множес,гlза Ф сле,дующим образом:

u,.(u,) = miп{чl (Фt), где Ф; С Ф}.
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ПрелложенIIая процедура измеренпя содержательно}l слож-
ностп утвеI)ждения стаJIкивается с опредеJlенными,грудностями.
В случае, когда элементарная теория разрешпма (это означает,

что сущ,ес,гвует iLтIгоритм, позвоJtяющий по любому выражепик)

ф теории 7 узнавать, явJrяется ли ф теоремой Т илtд нет) мож-
но построи,l,ь необходимый алгоритм с конечным перебором фюр
My.Tl. }Iапример, есJtи пd есть тtЦелевский Holilep ф<lрмулы ф, то в
силу To1,o, что естественltая гёде,lltlвская нуNtерация является мо-
но,гонной о,1,IIосительно структурной сложности форму.ll, вIIолt{е

естественно, что эквиваленT пые формуле ф отн<rсительно выRода
и более простые в HailIeM смысле формулы будут иметь меньший
Ёделевский rroмep. Это озшачает, что искомая формула вычи-
слима за конечшое число шагов. В общем х(е сJtучае нахох(дение
формулы с наименьшим колпчеством пре.дикатов и эквившIент-
ноfi относительно вывода данной является задачеfi апI,оритмиче-
скrl не разрешимоfi. Тем не меIIее, важен факт, что формула, ис-
поJrьзуюtцая наименьшее количество вхождений llредикатов су-
ществует.

Как yxte было сказано, кажлая теория есть ttекоторая си-
стема утвержлениfi. Rсе богатство утверждеIrий r,еории, вся ее
содержатеJlьная часть за,тI,а€тся мIIожес,твом внелогпческих ак-
сиом.

Пусть Д - язык конечной сшгнатуры () и ?'- аксиоматиче-
ская сшстема, IIоfюжда€мая формулой ф (если аксиоматtlческая
система залается конечным множеством аксиом, берем их конъ-
юнкцикl), т.е. дедуктивное замыкание формулы ф есть Т цлп
т =I,h{Ф).

Пусть также Ф = {Ф, ,. . ,,фп,. , .} - шредIrолат,аемое мIIоже-
cтIio всех эквпвaUIентIIых отЕосителыlо вывода формул, порож,ца-
ющих аксиоматиtIескую систему Т.

Аналогичным бразом, как в случае с содержа,телt ной слож-
ность,ю от,rlелыlоlо прелложенил, опредеJlяем солеl)жатель}Iую
сJIо]кность теор}lи ? как u"(?) - miп{аs(Ф;), где Ф; € Ф}.
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Очевилн<r, что если оценивать содержательную с.пожность и
отлсльного пре.длоr(ения и теории в целом прелJIоженпым tбра-
зом, 1,о такая мера бу.чет устоfiчивой относительflо дефиници-
апьных расширениfi экrft теории п следовательно это с-харакrпе-
рuсfпurа,

Пусть ф произвольflая формулапз множестваформул Ф. та-
ких, что 'r = Тh(ф). Б.удем полагать числовую характеристику
ud(T) - оl(Ф) ilесrcрuптпuвноil характеристикойтеории 7, так как
значение этой характеристики зависит от формулы ф С О. ДеЯ-
ствительно, пусть фt п фz формулы из множества формул Ф и
u.r(фr) < u(фz).Тогда оа('I'h(ф1)) < аа(Тh(ф2)).

О,гметим одrrо немаJIоважIIое свойство tlре.дjlагаемоli меры
сJlожllости.

У'l'ВЕРЖJlIttIИЕ. [Iусrпь.Sr ч 5'z 0ве равносu.пъные rпеорчu.
ТоеOа еслч ur(Sr) < 0r(Sz), mo u6(лS1) S oc(Sz), zOe uc естпь
ilесrcрuпmuвпая rараrстперuсrпurcа сло?tсносrпч по Н. ГуOмену.

ДОКАЗАТЕЛЬСТtsО. .Щеfiствительно. Есllи теория теория
,S2 цол}чеЕа дефинициаJIьЕым рitсщпреIl}tем теории .S1 , то т€о-

рия .92 бу,пе,г содержать определяемые в ней термины, которых
нет: в 51. В этом случа€ утверждение очевидЕым образом спра-
ведJrиво и ес.пи or(Sr) < о.r(Sz), то и u6(,S1) < uc(Sz). Есrrи ;rtc

от.циtlие э,гих r,еориit состоит лишь в том, что в 51 более простая
акспоматика, ]]olдa 

".r(Sr) 
< u.r(Sz) и u6(.S1) _- oc(Sz).

1'аким образом, пок€вано. что оценка структурfiоfi сложпо-
сти содержа,ния теории есть более точная оцепка. JIегко пока-
зать, что обрагное не верно. То есть из того, что u6(S1 ) < ос(5Ъ),
не следует, что Ur(Sr) < ur(Sz), напрI{мер, вслучае, когла в ак-
споматике .s1 очень громозлкаfr формула.

Учитывая сказанное, процедура выбора простеftшей из двух
а,IьтерцатиRных и равносильных гипотез ,Sr rr л9э должна выIuя-
леть сле.дуюulим образом:

-- ес.ilи uc(.Sr) ( u6(5'2), ,го выбирасм ,S1;

-, если oc(,Sr) = uc(Sz), то сравниваем u1(5'1) и ul(S2) и
выбираюм простсlйluую.

6. ПJrс.,t;lоженttыfi способ измерения с.,tо)t(ности формул Te<l-

рии позво.цяет оlLенить значение сложностп как oT/leJlbнotю утвер-
}кдения лервопорядковой,геории? так и теории в целом. Кроме
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тог0, мы можем различа,Iь эквива.пентные утвержленшя по их
дескрцIIтивноЙ слох(ности. МинимаJIьное по знаtIению сл-Iожно-

сти утвержленпе из всех эквивеrrентных утвержлений характери-
зует содержательЕую сло }кность этого множества утвер ждеIIиfi .

[Iредлагаемый метод оцепки де.скриIт,ги вной сложItос,l,tt теории
являе,tся в рассмотренном выше контексте более точным.R связи
с этим еще ра:] отметим сJIедующее обстоятельство. СJrожнос,ль
теории и (:JloжHoc,fb класса моделей этоli теорrrи, по мЕению ав-
тора, являются ра:}JIIitчными понят}lями. Оцеrrка сложпостI4 те-
ории через сложность класса моделеfi этой оказыва€тся доста-
TotIHo груб<lй, что показыва€т пршведенныll выцlе пример. Это
IIропсхоllи,г потому, что в свою очередь сложшость класса моде-
лей теории мы оцецива€м сверху зIrачеfiием сложttости класса
интерпретаци й внелогических термиIIов этой r,еории.
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