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ВведеЕие

В ходе любого бизнес-процесса осуществляется преобразова-
ние ресурсов (трудовых, интеллектуальЕых, материаJIьIIых,
природных, финансовых) в продукцию. В сплу этого основноfi за"
дачеИ экономико-математического ана,Iпза бизнес-процессов яв-
ляется опре/IеJIение условий оптшмальноt0 применения ограни-
ченных и имеющих определенную стоимость ресурсов. В статье
на основе систематизации различных [1-14] подходов в решенпп
указанной задачи сформулирован аJIгоритм определения и пс-
следования оптимаJIьных решенпfi пары взаимно двоfiственных
экономико-математпческпх задач - исходной задачи лпнейною
программирования и двоftственноfi ей зя.qачи. Алгоритм вклю-
чает 19 этапов получения оптимаJIьных решениfi и l0 процедур
их эконом пко-математическою иссJIедованшя. Алгорштl{ преду-
сматривает решение одноfi из двух взапмно двоliственных зялач.
Оптимальное решение другоП задачш определяется на осIIове по-
лученЕого оптимаJIьного решения первоft зап,ачп. Алгоритм ана-
лиза бизнес-процесса Еацелен на формшрование данпых для под-
готовки решений по ею совершенствованию. После определенкя
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оптимаJIьных решениfi пары взаимно двоЙствепных зallatl, Itолу-
ченных при постоянных значен!{ях tlapa}MeTpoB модели, прово-
д}tтся исследованпе устойчивости полученных решений при ва-

рьировании значенпй ее параметров. Апализ чувствительности
оптимаJIьных решениfi взаимно лвойственных задач к шзменению
параметров экономико-математическоfi модели бизнес-процесса
пллюстршруется на результатах решения десяти взапмосвязан-
пых оптимизационных экономико-математических зяlач пара-
метрическоtр линейного программирования. IIри этом иссJlелo-
вана устойчивость оптимаJIьных решений при изменении каждо-
го пз шести параметров модели по отдельности и при олновре-
менпом измеttении двух"грех и четырех параметров,

1. Аlrгоритм получения оптимаJIьных решениfi взаимно
двоfiственных экономико_математических зqдач

Длеорumм опреаеленuя опfпuм(мъноzо решенuя взаuлllо
iвойсmвенныI экономurо-лзаmемаfпччесЁur заOач преOусмаmрu-
ваетп вuполненuе слеOуюlцuI этпапов,

Эmап 1. Определенпе исходных данных для оптима-lьного

решения пары взаимно двоfiственных задач:

п,fп,Д= ||сr||-*о,Б,7, (1)

где п - число видов выпускаемой продукципi fп - число ви-

дов используемых ресурсов; А = llayll-"n - матрица техноло-
г!{ческих параметров; D = (ЦLz,...,Di,..,,0-) - количество
заIIасенных ресурсов i, i =Т,тп; E:_(ar,czl ...,Cil,..lc") -
рыночные цены на пролукцию j, j = l,п.

Эmап 2. Построение экономико-математшческоft модсли
производственного процесса в виде исходноfi задачи лилtейного
программирования в стандартной форме на основе резуJtьтатов
выполнения этапа l:

п

.L(Т): D",r, -) mах (2)
j=1

при
fп

Zочr, 1Ь;, ai 2 0, j = ТlБ, (3)

i=l
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где ^L(Т) - выручка от продilки на рынке продукции, произ-
ве.денной по плану Т. Вырахсение (3) определяет об"rlасть Хдв
допустимых реIцениfi Е исходной задачи.

Решение исходной зацачш (2)-(3) сводится к составлению та-
кого оптимiлJIьного плана производства С = (ci,ri,...,rj,..,
... ,r;), т.е. к отысканию такок) набора чисел cj 2 0, j - ТП,
определяющпх оптимапьные объемы производства, при реали-
зации которых предпрпятие получа€т выручку trЬ"* = tr(r-) =

п
= f, сзсj, максимаJIьно возмох(Еую на зацакном множестве ис-

j=l
ходных данных (1) при строюм соблюденип условиfi (3).

В ходе выполнения оптимаJIьнопо плана производства Е'
часть запасенных ресурсов Б, - а именно потреблеtrные ресурсы
Бrl(Т-) = (Dtп, Ьzп,... ,0iп,...D-п), - преобразуется в рыночные
продукты. Оставшаяся часть запасеЕных ресурсов, - а именно
D;o(E-) - D; - D;п(Т') >_0, f = ffi, - составJIяет пеиспользо-
ванную часть ресурсов б прe,llпршятил.

Эrпап 3, На осrrовании исходных данных (1) и псходноfi за_

дачи (2)-(3) построить экоfiомпко-математическую модель
бизнес-процесса в виде двойственноfi задачи линеfiного про-
граммпрования в стандартной форме:

s(7)=fD,n +miп (4)
i=1

при

д
Louyr> cjl yi > 0, j=ГБ, i=Tfr, (5)
d=1

где yi - стоимость единитlц ресурса i, i = ffi, внутри пред-
приятия; .S(r) - стоимость запасеЕных ресурсов Ь по ценам Р.
Выражение (5) опреле.пяет область Уд, допус,гимых решениft Р
двоllственlrой задачи.

Оптима,пьное решение Е* = (yi,yi,...,yI,...,yl) двоfiСТ-
венной задачи - это такоfi набор чисел у| ) 0, i = ТЕ, т.е. та-
кое решение Р из множествадопустимых Удгl при котором стои-

мость s(T) -- миflимальная из всех возмох(ных Si,'n = S(U') =
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m

= D D;yi. Оптпмальное решение Р* двоfiственной задачи - си-
d=l

стема оптимапьных внутршпропзводственных оценок yi стоимо-
сти ресурсов d, i =П, обеспечRвающая неубыточность опти-
маJIьноIю производственноrю плана Т*, определяемого в резуль-
тате решения исходной заqачи,

п п

ll,",. = Д,.,(Е*) =,Ёf;{r{Т)} = 
"Ёрi"I.r",, 

= Гciaj =- -- j=l j=l

- f а,ui = gЁ}Ё,frа,о, = -min {S(0)} = s."ln('-) = s;i,,, (6)

При этом предприятию одинаково выгодно продавать на рынке
как планово произведенную продукцию С по рыночным (внепро-
пзводственным) шена"v 7, так и производствеIIные ресуры D по
вЕутрипроизводственным ценам f Именно в этом смысле двоfi-
ственные оптимапьные оценки стоимости ресурсов Р' гарантиру-
ют рентабельность оптимаIIьного плана проtлзводства 7'.

Эmап 4. Определить: Kaкyro из пары взаимнолвойственных
задач (исходную или двоfiственпую) легче решить? Например,
проще решать ту задачу, где меньше число перемеIIных или не-
известные параметры экономико-математическоf, модели нахо-
дятся не в ее ограничениях (3), (5), а в ее целевоfi функrrии (см.

ý 3). При этом в последующем нужно будет рrпать только од-
пу из двух вза}tмltо двоftственных заllач, а oIITиMit.;IbHoe решеtIие
другоfi задачи можно получить на основе полученного оптшмаль-
ного решенпя первоfi задачи. Если принято решение: <t)ешать
исходную залач})r то перейти к выполнению этапа 5. В против-
ном случае -- перейти к выполнению этапа 12,

Эmвп 5. Получшть оптимiulьное решение Е* исходltой зада-
чи графическпм путем (при п ) 2), ана.питически, симплекс-
методом или с помощью Эвм.

Эmап 6. Получить максшмаJIьное значение целевоfi функ-
ции исходноfi задачи ,L}o*, подставив оптимtlJIьное решекие 7* в

формулу (2).
эmап 7. определить на основе оптимального решения ис-

ходноfi заlачи d в стандартпой форме оптимальное решение
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EJ16 исходной задачи в канонической форме Tko = (зi,эi,... ,

..,,ci,...,Cl,c}11,0l1z,",,ol+i,",,0i+-), при этом значе-
НИЯ rП ДОПОЛНПТеЛЬНЫХ НеОТРИЦаТеЛЬНЫХ ПеРеМеННЫХ ai1; ОПРе-

деляются по формуле ci+; = D, - Ё crcj 2 0, 
' 
- Гrп.

j=1
Эmап 8. Проанализпровать оптима,Iьное решение исходной

задачи и определить:
о подмножество Jп положптельных компонент исходЕоfi за-

лачи cj > 0, j € Jп и rl+; ) 0, f е Jп, которому соответству€rf
подмно)t(ество нулевых компонент yk+i = 0, j € Jц и у| = $,

i € Jп оптимаjIьного решения двоfiственноfi задачи в канониче-
ской форме pi<o = (yi, yi, . .,, lli, . . ., !k,!hаэ,, abaz,. . ., Yi +j, ...

... ,УL+о); при этом значенпя п дополнительных неотрицатель-
ных переменных у}*; определяются по формуле y}*i =

m

=f,c;r.yi-c;, j=T,n;
d=l

о подмножество J9 нулевых компонент исходноЙ задаtIи

'i = 0, j cJo и8i+i =0, i€ "Ig,котоIюмусоответствуетпод-
множество положптельных компонент у}1; > 0, j € Jo и yI > 0,
i € Jo двоfiственноП задачи в канонической форме !ft6.

Определение подмножеств Jп и "I0 осуществляется по сле-
дующим правила}t:

о для подмножества Jп : если r; > 0,то y;+j = 0, при этом
стоимость .S;п потребленных ресурсов при производстве едипицы
продукции j равна ее рыпочноf, стошмости, т.е. Slп = cj; если
ci+; ) 0, то yi = 0, при этом D; ) 0;п, Dio ) 0;

. для подмножества Jg : еслп ,i = 0, то y;+j ) 0, при этом
.Siп ) ci; если 0i+; = 0 то yi ) 0, при этом D; = 0dп, 6;о = 0.

Эmап 9. Получшть оптиммьЕое решенпе Р* двойственноЁ
задачи путем решения системы уравпеншй:

yi =0, iC Jп; Dо,эуi = ci, j е Jп, (7)

m

d=1

ОlIтшмальные цены Р* на ресурсы i, i = ffi, характеризуют
скорость изменения макспмаJIьноfi выручкп предприятия Lb.*
при изменении запаса ресурса i на одну единицу (А0; - 1). При
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этом существенным является то, что цена yi на ресурс i выража-
ется в едпницах ценности выпускаемоfi проду,кцпи, т.е. едпнuцах
пзмерения критершя оптимаJIьности .L}.* исходной задачи.

Компоненты yi оптимальноIю решенпя !* имеют предель-
ный характер. определяют верхЕиfi предел цен yi на ресурс f,
i = IБ, которые предприятие согласво заплатить за дополни-
тельные количества AD; ресурса i. IIри этом сохраняется опти-
мапьное решение 9' двоfiственноfi за*1ачи и рентабеJIьность tr[ю-
п3водства, что беспечивает оптимальность решениfi Е' и / пары
взапмно двойственных задач.

Этпап 10. Получкть мпнимальное значенпе целевоfi фун*-
циш двоЙственноfi задачп 5}61 подставпв оIIтимаJIьное решение
/ в формулу (4). Убелиться в том, что Siin = Д}.*, где зIIачение
ifu" - результат выполненпя этапа 6.

Эmап 11. Определпть оптимаJIьное решение двоfiственноfi
задачи в каноническоfi форме yi<o на основе оптимаJIьноIр реше-
нпя двойствеrrпой задачи 7' в стандартной форме.

.Щ,алее выполняется заключптельныfi этап &пгоритма (этап
19).

=} Переход с этапа 4, когда решено, что наf,ти оптим€lJIьное

решенше двоfiственной задачи / проще, чем определить опти-
Ma,IbHoe решение Т* исхолной зФ1ачп. При этом счита€тся, что
после нахождения Р* оптимальное решение исходноfi задачи il
булет опрчtелено с использованием Р* без решение исходноfi за-

дачи. 3аметим, что взаимно двоfiственные задачи пмеют опти-
маJIьные решение Е' п 7*, когда одна из задач имеет оптиммьное
решение или области допустимых решеншfi этих залач одноl}ре-
менно являются Еепустыми множествами.

Эmап 12. Irолучпть оптимальЕое решение Р* двоfiс,гвешной
задачп графическпм путем (при п ( 2), анапитически, сим-
плекс-методом или с помощью ЭВМ.

Эmап 13. fIолучить мипимаJIьное значение целевоll функ-
цrrи двоЙственноЙ зя.цачи S}ln 1 подставив оптима,Iьное решение
Р* в формулу (4).

Эmап 11. Определпть на основе оптимаJIьною решения
двоfiственной задачи Р' в стаrrдартноfi форr" оптимапьное ре-
шение двоfiственноfi задачи в канонпческоfi форме Pftp.
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Эmап 15. Проаrrалпзировать оптимальное решение !ft"
двойственной задачи и определпть:

о подмножество .[ц положительных KoMпoHelrT двоfiственноfi
задачи yi > 0, i е /п и y},+j > 0, j € Jп, которым соответ-
ствует подмно}кество нулевых компонент 0l+; = 0, i € /л и
о.r1 = 0, j е Jп оптимаJIьного решения исходноil зад,ачи в ка-
нонической форме Eftg;

о подмножество 19 нулевых компонент двоfiствеrrной зада-
чи yi = 0, i € Io u !k+i = 0, j € /g, которому соответству-
ет подмножество положительных компонент ci+; ) 0, f € /о и
с; > 0, j € /0 оптимаJIьного решения исходной задачи в канони-
ческой форме 7ft6.

Определение подмножеств /ц и I0 осуществляется по сле-
дуюц{им правплам:

о лпя подr,rножества -Iц : еслп yi > 0, и 0i+; = 0, при этом
D; = D;л, Ь;о = 0; если у}*; ) 0, To rJ = 0, при этом S;п ) c.l,i

о дJIя подмножества 19 : еслш yi = 0, то aia; ) 0, прrr этом
D; ) Dtп, D;o ) 0; если у}*; = 0, то cj ) 0, при этом S;п =с;.

Эmвп 16. По.пучить оптимаJIьное решение Е* исходноfi за-
дачи путем анiшитшческого решения уравнениft:

,J = 0, j е /п; Ёо,r"r'= D;, i € /п. (8)
j=1

Эmвп 17. Получить макспмаJIьное значение целевой функ-
ции исходной задачи .L}.*, подставив оптимаJIьное решение Е* в
формулу (2). Убелиться в том, что i}." = Siin.

Эmвп 18. Определить на основе оптимальIlою реllrенпя Е*
исходноft задачи в стандартной форме оптима,Iьное решеfiие дан-
ной задачп в каноническоfi форме Tiaa.

еmап 19 (заключптельныf,). Выполнить экономико-мате-
матпческое исследованпе (см.ý 2) по.llученных оптимаJtьIrых ре-
шениft пары взаимно двоfiственных зацач в стандартноfi форме
Е*, Дi*,il, Si,in и каIIонпческоfi форме Ei<o, и 7i<o.
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2. Алrорптм экономикФ-математического исслqдования
оптимальных решенпfi взаимно дtrоfi ственных заJlач

Экономико-математическиfl ана-IIиз оптимаJIьных решений
пары взаимно двоilственных задач явJIяется одним из основных
этапов экономико-математическопо моделпрования [l4] и пресле-
.цует две цели. Первая цель - дать экономическую интерпрета-
цлю полученных оптимil,JIьных решенпй:

С, фо, Д}.*,il, y-i<o, Si,in. (9)

Вторая цель - исследовать чувствительность полученных опти-
маJIьных решений (9) к новым ограничениям и к изменению
внутренних {А,Б,п,m) и внешних (а) параметров мод€;-Iи
(см.ý 3) анализируемого бизнес-процесса.

Длzорumм эrеономurо-маfпемапl,чческоао uсслеOованuя опrпu-
мальнur решенчt парu взаuмно 

^воilсmвеflнuх 
заOач преOусма-

fпрuввем послеOоваmельное вuполtленuе слеаующuх процеOур.

-> 1. Дналuз опmuмальноzо реuенчл Т'- (а], ti,...,2},.,.,
.,. ,r;) uсхоOноil заOачч в сmанOвртпноil форме. Компоневты
решенпя iD' выражаются в едпнпцах продукции j и определяют
оптимаJIьIIые объемы cj произволства продукции j, обеспечиваю-
щие максимум выручки предпрпятия trl,." при продаже по ры-
ночвым ценам ci, j = ffi, выпущеЕноЙ по о_птимапьному плану
Е* продукцип, произведенIlоf, при ресурсах 6. Любое иное реше-

-l-,нпеТ t' Е' приводит к неравенству l.."(Е') ) tr-or("), т.е. К

уменьшению выручки Д."* предпрпятця. Оптимальное решение
,, -эrго, в конечном счете, оптимаJIьIIое распределеfiиезi}пасен-
ных ресурсов Б межлу п способами произы)дства.

ПРИМЕР l. Оптимальное решение исходной задачи Т' =
= (0,30,10,0) означает: лишь в результате пропзводства про-
дукции 2 в количестве cj = 30 единпц, продукции 3 в количе-
стве ot - 10 единиц и непроизводстве продукции 1 и 4 прел-
приятие будет иметь максима,Iьную выручку ib"* = 150 ден.ед.
от продажи пролукции оптимапьною плана Т* по ценам рынка
а - (3,4,3, l).

-+ 2. Дналuз оптпuмальtло?о решенчя ii16 ucxo1Hoil заOа-
чu б rснонuческоil форме. Решенпе бJ16 включает оптимальные
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значенпя основных переменных с} в решении с и оптимаJIь
flые значения дополнптельных перемеЕных o}.u;; Выражеflных в

единицах продукцIrи j и определяемых на основе оптимаJIьною

решения исходноft задачи в стандартЕоЙ форме jE* и исходных
параметров (1). ОптимаJIьные значеЕпя дополнlrтельЕых пере,

менных с}*r. исходноfi задачш определяют колпчества 0;о(-С) ре-
сурсов i, i, = t,rn, оставLlIихся Еа предприятии после выполне-
ния оптима"пьfiого плана Е*. .Щля дефицптных ресурсов этп ве-

личины равны нулю, для недефицптЕых - больше пуля. По
сути оптимаJIьные зшаченпя дополнитепьных переменных с}*;
определяют превышение запасов ресурсов Еад их оптима,Iьнымш
потребностями.

ПРИМЕР 2. Ддя условиfi прпмера 1 оптимаrrьное решенпе
исходной задачи в каЕоншчаской форме Ei<o = (0,30,10,0,0,
200,0) озfiачает: оптимаJIьное решенпе исходной задачи в стан-
дартноfi форме имеет вид: Е* = (0,30, l0,0), т.е. включаЕт пер
вые четыре компоненты Eft6. Значенпя остмьных трех компо-
НеНТ С| = 0, оБ - 200, r? = 0 определяют: ресурсы | и 3 - в
дефиците, ресурс 2 - в иэбытке. При этом посl,Iе реализации
оптимiLпьfiою плана f, т.е. оптпмаJIьного потребления запасен-
ных ресурсов Ь1 = 80, D2 = 480, Dз = 130, ресурсы 1 и 3 бу-
дут использоваIIы полностью, а ресурс 2 - лишь частично, т.е.
Dzп = 280 ed., а его остаток D26 = 480 - 280 = 200 ed.

-> 3. ОпреOеленuе маftсuлвльr|о?о значенtи целевоil фунrc-
цuч ucxoOHoil заOвчч - выручки лL}"r, которая выража€тся в
денех(ных единицах и определяется оптимаJIьным решением Е'
по формулу (2) с учетом рыночных цеп Е,

-+ 4. Дналuз оптпuмально2о peueчlw !* ilвоilсmвенноil за-
0ачu в сrпанdlартпноil форме, Компоненты решения Р* вырах<а-
ются в едпницах измерения целевой функцпи псходной зпцачи,
т.е. в денежпых единпцах, опредеJIяют оптимальные внутрипро-
Itзводственные цены yi на ресурсы i, i = ТF, беспечивающше
минимум затрат.9};п на запас ресурсов D и неубыточность опти-
маJIьного производственного плана С.

Оптимауrьные вIIутрппропзводственные цены Р" на ресурсы
определяют их дефпцитность и ценность. Использованный пол_
ностьк) запасеншыЙ ресурс Ь; прп выIIолнении оптимального пла-
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На Т*, Т.е. когда 0; = D;п, D;о = 0, дефицитен и имеет поJIожи-
тельную оптим:щьную внутрппроизводствеЕную цену d > 0.

При превышенпи запаса ресурсов 0l над потребленным D;ц
в ходе выполнения оптимtulьного плана f , т.е. при D; ) Diп,
Ее полностью пспользованныfi запасенныfi ресурс 0;.при выпол-
нении оптимальноIо плана Е' является недефицитным и имеет
нулевую внутрппропзводствепнУю ценУ yi = 0, при этом cl+; =
D;g, i € [1, nt]. На"тичие остатка D;o ) 0 свпдетельствует о том, что
при реаJIизацип оптима,tьноtý плана Е* невыгодно пспольювать
весь запасенныfi на предприятии ресурс Di, выгодно конвертиро-
вать в готовую продукцию плана С лишь ча€.гь этого ресУрса
D;п=6t-D;о.

Результат работы предприятия завпсит не только от коли-
чества запасенных ресурсов D, но и от их распределения в со-
ответствпп с оптимальным планом производства С. Реализация
плана d не лимитирована недефицштtIыми ресурсами i € [1, -].
Недефичитные ресурсы f, д.lrя которых yi = 0, пмеют нулевую
ценность.

.Щефичитность ресурса i определяется способностью принФ
сить дополнительныf, доход, увеJIичивать максимум выручки
ДЬ", а мера епо влшяния на i}"* IIзмеряется его положитель-
ноfi оптимальной вкутрипропзводственной ченой yi. При этом:
чем больше зfiачение yi получилось в результате оптимаJIьного
решения взаимно двоfiствеIlЕых задач при анаJIизе бизнес-п;lана,
тем ресурс i более дефицитен.

Оптимальные цены на ресурс fl позволяют Ее просто каче-
ственно оценить вJIияЕие каждопо ресурса i С [l,rnl на макси-
мальныft объем выручки Д}"*, но и количественно взвесить от-
носительную ценность каждопо ресурса i, его вклцд в увелпчение
максшмума Д}"". Так, если полученная в ходе анаJIиза бизнес-
процесса вIrутрппрошзводственная цена yi дефицитного ресура f
маJIа, то зкачительному увеличению запаса данного рсурса бу-
дет соответстк)вать небольшое увеJIичение максимума выручки
лL}л*. Если же в ходе анаJIиза бизнес-процесса внутрипроизвод-
ствеrrная оптима.rrьная цена ресурса у| оказапась бо.ltьшоfi, то в
этом случа€ даже незначительшому увеличению запаса данного
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ресурса i булет соответствовать существеЕное увеличение макси-
ма.пьной выручки Д}п*. Щенность такоtю ресурса велика.

Напршмер, при пифферснциации трудовых ресурсов по ква-
лификаuии в оптимаJIьном решении / кахсдая группа трудовых

ресурсов (менедхtеры, инженерпо-техническпе рботникп, вспо-
могательныЙ персонал) буд", иметь свою цепность, т.е. оптп-
маJIьные цекы yj, i € [l,rп]. Анализ этпх цеп мох(ет пршвести
к выводу: незначительное уве.ппчение вспомогательного персо-
нала может дать большшfi прирост выручки предприятия, чем
дополниl€льное прпепечеЕие основнопс персонiша.

3аметим, что в оценке ценностп ресурса f по величиЕе его
оптшмаJIьной цены yi, i € [1,nr] можно убедпться не только при
увеличеЕии запаса Ь; рес}рса f, но п при его уменьшении. В по-
следнем случа€ скорость уменьшенпя велпчины i}"* булет опре-
деляться той же ценностью данною р,есурса yi.

Оптимальные внутрипроизводственные цены заIIасенных ре-
сурсов Р* гарантируют рентбельность выполнения оптимаJIьно-
го плана d. Всякпfi неоптимальныfi план - убыточен. В оптп-
Ma,IbHoM плане предусматривается пропзводство лишь неубыточ-
ной пролукц}rи j, дJIя которой ,J > 0, прtt этом в вычислении
убыточности и неубыточностп продукции j € [1, п] испо;Iьзуются
оптима,Iьные внутрипроизводственные цены yi на рсурсы.

С математическоfi точки зрения компоневты yi, i С [1,rп]
оптпмiшьного решенлlя двоfiственноfi зцдачи Р* определяIот влп-
яние количества 0; запасенноm ресурса i на велш.tлtну оптималь
ного значения целевой функции исходноfi задачц, В связи с этим
появляется возмо)r(ность исследовать чувствительность к изме-
нениям компонент Б величины максимума выручки J}., через
значения компонент yi оптимапьною решения Р*. При этом прак-
тическиfi интерес представляет определеЕие допустимою
диапазона изменения количества Ь; € [Di,.,.,in,D;r"*] запасенногrэ
ресурса f С [1,rп], прп котором оптимаJIьное решение двойствен-
ной задачи t, - а значпт и оптимапьfiое решение псходноfi за"
дачи Е*, - сохраняются. Оптимальные внутрипроизводственные
цены Еа ресурсы позволяют рассчитать рацпональные нормы за-
мены для взапмозаменяемых ресурсов.

163



Таким образом, оптпмаJIьные решения f пt взапмно увя-
зывая разJlичные внешние и внутренние параметры и экономико-
математическпе характеристики анаппзируемого бшзнес-про-
цесса, позволяют псследовать чувствителькость экстремапьных
значениfi целевых функцпп исходной задачи tri.' и двоfiствен-
ной задачп Si,in к изменениям I4сходных данных, а значит и к
запасенным ресурсам D.

ПРИМЕР 3. .I|,ля условий примеров 1-2 оптимальЕое реше-
нпе двойственноfi задачи в стандартIrоlt форме 7- = (yi,yi,Yi)=
-(4/3,0, 1/3) означает, что ресурсы l и 3 лефичптны, их оптш-
м€шIьные внутрппроизводственные цены в денежных едlиницах

Yi - 4l3, yi - l|3 и увелпчение заIIЕ}сов Dt = 80,0з = 130 на одну
единицу приведет к росту максимаJIьноЙ выручки l}"* на 4/3 и
1/3 лене:кных единиц соогветственно. СледовательЕо наиболь-
шпм ипновационным потенциаJIом дJIя анщIпзируемого бизнес-
процесса обладает первыfi ресурс: его потенциал (yi = 4/3) в
четыре раза выше чем у третьею ресурса (у; = 1/3). Ресурс 2 не-

дефицитен, он в избытке, увеличение данного ресурса на едпницу
не }tзменит макспмальную выручку Д}.,. так как не использова-
ны оставшиеся 200 единиц ресурса 2, и поэтому его оптимiulьltая
цена yj - 0.

+ 5. Дtшлuз опfпл!ллалъно?о решеflлrяliаб ilBoilcTlBeHHoil заOа-
чu б rснонuчесrой форме. Решение Р|16 включает оптимаJIьные
значения основных переменных yi (оптималlьное решение двой-
ственноfi задачи в стандартной форме f) и оптимапьные реше-
ния дополнптельных переменных 9}д"чi, выраженных в единицах
измерения целевой функцrrи исходной зяцачи, т.е. в денежilых
единицах. Последние определяются на основе оптимаJIыlого ре-
шения двоfiственной задачи в стандартпоf, форме и исходных па-

раметров моделп (1), Оптпмапьные значения дополнительных
переменных двоfiственной задачи y}ra; определяют превtяшение
затрат на производство единицы продукцltи j над их рыночноfi
ценоfi с;. Другими словам}r, оптимаJIьные значения дополнпт€л,Iь-
ных переменных двоfiственноf, задачи у}*, опрелеляют степень
нерентабельности производства продукцпи j, j = 1,п, соответ-
ственно.
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ПРИМЕР 4. .Щ,ля условий примеров 1-3 оптималгlьное ре-
шение двойственной задачи в каноflическоfi форме Ui<o =
= (4/3,0, Lf3,7,0,0,29/3) означа€т, что оптима,Iьное реше-
ние двойственной задачи в стандартной форме шмеет вид Р* =
- (413,0, 1/3), т.е. вклrочает первые три компоненты !ft6. Из
значениfi остальных четырех компонепт: yi =7, уý = 0, уЁ = 0,

yi = 2913 следует, что производство продукции 1 и 4 убыточно,
отсюда дi = 0, fri = 0, и степень нерентбельности спосбов
производства 1 и 4: ai-7, у| = 29/3. То, что yi = 0, уЁ = 0, го-
ворпт о нулевой нерентабельности, т.е. рентабельности способов
производства продукции 2 и 3. В связи с этим, их производство
прQд5rсматрива€тся в оптимальном плане: ai = 30, ci = l0.

-+ 6, ОпреOеленuе лluнu,мально?о зuаченtlя целевоl1 фупк-
цuч ilвоilсmвенной заOачч - расходов S}ln на запас Ь ресур
сов i, i € ТП, вырах(енных в денежных единицах. Величина
,S}ln опрелеляется по формуле (7) оптимальными внутрипроиз-
водственными ценамп на ресурсы yi (оптимальным решенпем
,,).

ПРИМЕР 5. Ддя условпfi примеров 1-,4 минима.пьные рас-
ходы на запас ресурсов ,S}ln - 4/3. 80 + 0 , 480 + 1/3 . 130 =
- 1 50. Равенство максимtulьнопо значения trb." целевой фуrrкциш
исходlrой задачи минимаJlьному значению .S}in целевой функ-
ции двоfiственной задачи подтвержда€т оптимальность ршеншй
Т* = (0, 30, 10,0) и Г = (4/3,0, 1/3) взаимно двоfiственных задач.

-+ 7. ИсслеOованuе возмо?rcносmч увелчченuя маrсuмальпоil
вuручlсч L\"* преOпрлмmuя за счетп увелuчеflu.fl звпасов 0ефu-

цurпных ресурсов прч посmоянныt рuночных ценаt е u прч оЬ
новwленном л!з,|rененuч эmuх фаrmороо (привелено в ý 3).

-> 8. ИсслеOованuе возмо)rcносrпu увелччеfluя маrсuмальноil
выручrч L|л* преOпрu.яrпuя за счеfп увелччеiluя номеtлrслаtпурu
п (введения IIовогrэ (п*1)-го способа производства) вuпgсrcаемоil
проOуrcцuu.

Оптимальные внутрппроизводственные цены на ресурсы
g - мера целесоооразности введения в номенклатуру производ-
ства новой продукцип. .Щеfiствительно, если пзвестны техноло-
гические параметры нового (п*1)-го способа производства aij,
i =ffi,, j = п+ 1, и стоимость сl.ь1 едпнццы продукции j = п* 1
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на рынке, то. зная оптимаJIьное решение Р* двойственной зцдачи
при номенклатуре, включающеfi п впдов продукцип (оптима-тlь-
ные впутрипропзводственные цены yi на ресурсы f, f = l,rn),
Mo)t(Ho дать отвgт на вопрос о целесообразности введеЕия новой
продукции (п+1)-ю вида в номенклатуру производимоfi пред-
приятием продукции.

Так, если расходы на производствоединицы новой продукции

(п+1)-го вида выше ее рьЕЕочноf, цены сlr1-1, т.е. Е o;"+r .yi )
i=1

) Crr+t, то новую продукцию (п*l)-го виде нецелесообразно вво-
дпть в номенклатуру производства предприятия. В результате
oi+t = 0, при этом прежде наfiденное оптимальное решение Tr
для случая п вшдов продукIши сохраняется, T?"l.B протирltом

случtt€, если прибыль преDышает затраты, т.е. Ё оrrr*, .у' >
d=l

) сr,+1, то Ilовую продукц}rю (п*1)-го вида целесообразно ввести
в оптимапьную программу производства, но при этом оптимаJIь-
ное решение исходноfi зацачп I[зменится Eirr+r) # Tbl.B этом
случir€ булет оптимально пгюпзводить вместо ojlrr; едпниц про-
ДуКЦИИ j r}1,.1r1 едпниц этоfi продукции.

,Щругими словамп, наряду с оптI,IмаJIьным решенпем Eir,1, прИ
котором максимilJIьныf, объем выручкп предприяти я Lbo, =
- Lлоr(Тiп1), существует другое оптпмаJIьное решение r[r,+r) с
большим макспмаJIьным значенпем целевой функчии исходпоfi
задачп i,no*(Ei,,+r)), т.е, Д.."(%*rl) 2 l.."(Ei,,1). Послелнее
говорит о шелесобразпости введеншя новоfi (п*l)-fi пролукuии
в номенклатуру пропзводttмоfi предприятием продукции.

-+ 9. ИсслеOоввхuе возJlлоэrсtлосfпu увелчченчя маrсuмалыюil
выручru L\", преOпрuяmчя за счеfп розумноil часmччtлой проOа-
сrcu лuбо прuобретпенчя ресурсов в завuс.uмосfпu оm соолпflоlценl!я
ur опrпuллOльныr внуmрuпроuзвоOстпвенныt !' u рыночнurQ цен.

Ресурсы предприятия Б могут пополняться (закупаться на

рынке) прп развптии производства (в ходе инновационного про-
цесса) или продаваться на рынке. Эффективность указанных
операций с ресурсами определяется в ходе сопостЕlвления оптп-
маJIьных внутрипрошзводственных цен 7* на них с рыночными
ценами на ?ти ресурсы Т= (qr, Q2,.,, ,Q;,,.. ,Qrr).
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Еслvl yi --- оптимаJIьная вЕутрипроизводственная цена еди-

ницы ресурса i € [1,-], а gi -- рыночная цена единицы этого
же ресурса, то при yi ) qi предприятпю выгодно дополнительно
прпобрести небольш<rе количество AD; этоrэ ресурса, Ее меЕяtо-.

щее оптим€LrIьное решенпе двойственпоfi зцдачи, т.е. велrrчину yi.
[Iри этом расходы flа закупку ресурса i, т.е. q;Ab;, п возникаtо-

щее прп этом увеличение максшмума выручкп АtrЬ.* - yiAD;
при 9; < у:, i € [1, m], соотносятся слqдующим образом: q;ADt (
< yiAD;, Вывод: если оптимаJIьная внутрипропзводственная це-
на yi на ресурс i, i € [1,m], выше его рыЕочноf, цены gi, то
рентбельно приобрести дополнптельное количество AD; данно-
го ресурса.

В противоположЕом случа€, когла yi 1 q;, i € [1,m], пред-
приятию выгодно избавпться от части ресурса i ва величину AOi.
При этом доход от прода}ки ресурса q;A0; превысит возникаю-
щее при этом снижение максимума i}.* выручк}r предприятпя
от продажи продукцпи оптимаJIьнопо плана f по рыночным це-
нам Е, т.е. при сa > у; справелппво неравенство: {;А6; > уiАD;.

Рациональное примененпе оппсанноft выше процедуры с ре-
сурсами i обеспечивает дополнительный доход предпршятию в
размере АДi,",. = AD;|yi - gil, i € [1,rn].

+ 10. ИсслеOованuе влuяlлл!я новut оzранчченuil на получеfl-
нuе опrпчJулальнъrc релценч.я парu взалr.мно 

^воilсmвенныt 
заOачi'

u / прелполага,gг подстановку решениfi i' п!* в новое ограни-
чение. Если новое ограЕиченпе на оптимальных решенlлях Е' и

fl выполняется, то данное ограппчеЕие является избыточным.
В противном случа€ пару взаимно двоfiственных задач ну]кно
решать запово. Аналогично исследуется чувствительность опти-
маJIьных решениfi i' пТ'к устраненпю частп огранпчениfi, при
которых они получены. При этом пасспвные огранпчения (они не
участвуют в определенши чисел Т' п!* ) не влияют на решения
Т' пТ и изъятие этих ограничений из рассмотрения не меняет
оптимаJIьных решений. Активные ограниченпя существенflы, так
как Ilепос|)едственно определяют оптпмtulьные решения 7- и Г.
При изъятии из рассмотрения активных ограничениfi требуется
заново определять оптlrмаJIьные решения взаимно двойственных
задач.
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3. }Iсслелование чувствнтельн(rcти оптпмальных
решениfi взаимно ддоfiственных зqдач к изменению

параметров бнзнес--процесса

После определения оптимаJIьIIых решен}tll взаимно двойст-
вепных задач, полученных прI.I постоянных значениях парамет-
ров модели, проводится исследование устоfi чивости полученных
решеншй при варьпровании значенпf, её параметров. Исследова-
ние чувствптельности оптимаJIьных решениfi взаимно двоичных
3адач к изменению параметров экономпко-математическоfi моде-
ли бизвес-процесса проиллюстрируем на результатах решения
десяти взаимосвязанных оптимпзацпонны)( экономико-матема-
тических задач параметрпческого лкнеfiного программирован}tя.
При этом выполнен анаJIиз устоfiчпвости оптимаJIьных решений
ПРИ ПЗМеНеНПИ КаЖДОЮ ПЗ ШеСтИ ПаРаМеТРОВ МоДеЛИ ПО ОТДеJ-IЬ-

ности и прш одновремекном изменениш двух, трех и четырех па-

раметров.
Рассмотрпм задачу лпнеfiною программирования на макси-

мум (2)-(3) при условиях: ,?l = 2, п = 2 и двух дополнительных
ограничениях на объемы производства: 01 - xz S dl, xz S dz,
позволяIощих учесть результаты анаJIиза спроса на продукцию
1 и продукцию 2 на рынке. Экономико-математическая модель,
определенная в виде исходной задачи в стандартноfi форме в вы-

ражениях (2)-(3), в рассматрива€мом случа€ }rмeeT следующиfi
вид:

,t(T) = L(rу х2) = clol * с2ч2 -> mах (l0)

при

ottсt * anxz S Ь1, а2lО1 } а22а2 1, Ь2,

t|-a2Sdt, rzld2, ч1)0, с220. (l1)

в табл,Iице в строке l приведены результаты оптимального ре-
шения исходноf, задачп (10)-(11) при следующшх исходных дан-
ных

ctr = 0.Е, crz = 0.5, сэt = 0.4, czz = 0.8;
Dt = 400, Dz = 365;
dr = 100, d2 = 3б0;
ct = 16, cz = |4.
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Таблшца

Максимум
целевоfi фупкlдии

c2r;

4200.0

4900.0

Jt!

пlп

Направление
экономико-математшческого

параметрическопэ

исследования

оптимальное
решение 01 d1

изменение
параметров

целевой
функцииri а, t(T-) с2а1 бr

^lп
bz

^lп
dt

^/п
dz А/п С| С2

l 2 3 4 5 6 8 9 10 l1 12 Iз 14 15 lб 17
1 Определить исходное

оптимаJIьное решенпе fi 312.5 300.0 9200.0 5000.0 400.0 А 365.0 А l00.0 п 350.0 п l6.0 I4
2 Определить оптt{мiшьпое решение

7l прп увеличении пaDa,IvteтDa Dr 370.8 270.8 9724,0 1932.8 3784,2
*до
432.1 А 365.0 А 100.0 А 350.0 п l6.0 l4

3 Определить оптимшIьное решение
Ei при увелпченпп параметра Dz 281.2 350.0 9303.2 4483.2 4900.0

4200.0

400.0 А
)k ДО

392.5 А 100.0 п 350,0 А l6.0 |4
4 (Jпределить диапазон пзменения

параметра d1 при сохранении
решения ti =й 312.5 300.0 9200.0 5000.0 400.0 А 365.0 А

* от 12.5

до 500.0 п 350.0 п 16.0 l4
5 Определить дпапалзон изменения

параметра d2 прrr сохранении
решения Ei = 4 312.5 300.0 9200.0 5000.0 4200.0

4200.0

400.0 А 365.0 А 100.0 п
* от 300.0
до 456.2 п 16.0 |4

6 Оrtределить диапазон измевепия
ПаРаМеТРа С1 ПРП СОХРаНеНИИ

решения Ti = тi 312.5 300.0
от 6387.5
до l l200.0

от 2187.5
до 7000.0 400.0 А 365.0 А 100.0 п 365.0 п

* от 7.0

ло 22.4 14
7 Определить диапазон изменсния

ПаРаМеТРа С2 ПРИ СОХРаНеНПИ

решеfiия d =4 312.5 300.0
от 8000.0
до 14600,0 5000.0

от 3000.0
до 9600.0

4900.0

400.0 А 365.0 А 100.0 п 350.0 п 16.0
*от t0
до 32

Е Определпть оптимальное решеЕие
Еý при одновременном
увеличенпи параметров й п Ьz 450.0 350.0 12100.0 7200.0

*до
535.0 А

*до
460.0 А 100.0 А 350.0 А I6.0 |4

9 Определить оптимаJIьЕое решdние
Еý при одновременном
увеличенип параметров bt,bz п dt 850.0 350.0 18500.0 13600.0

*до
855.0 А

*до
620.0 А

*до
500.0 А 350.0 А 16,0 14

10 Определить оптпмаJIьflое решение
Eio при одновременЕом
увеличении параметров 61, Ь2,

dlUdz 956.2 456.2 21687,5 15300.0
*до
993.1 А

*до
747.4 А

*до
500.0 А

*до
465.2 А 16.0 |46387.5



Результаты исследования чувствштельностп оптпмаJIьнокl

решения псходноfi задачи (10)-(12) к измененпю её параметров
приведены в таблице в строках 2-10. В таблице

о в столбце 1 приводлтся номер зqдачп;
о в столбце 2 указаны целх исследования при решепии задач

1-10;
о в столбцiх 3-4 представлены оптпмаJIьные решения задач

1-10;
о в столбце 5 приведены максимаJIьные зкачения целевоfi

функции в залачах 1-10;
о в столбцах б п 7 указан вкл&д в обшшft доход производства

продукIlии 1 и 2 соответственно;
о в столбцах 8,10,12,14 приведены значения параметров D1, Ь2,

dt,dz моделп аIrалпзшруемоFо бпзнес-процесса (определяют
область допустимых решениfi ) ;

о в столбцах 9,11,13,15 отмечен статус ограничениfi (1l) мо-
дели (в случ:l€ активности 

- 
А, в случае пассивности 

- 
П);

о в столбцах 16 п 17 приведены значения параметров с| п с2
целевой функции модели анаJIизпруемого бизнес-процесса.

В строках таблицы приведены конечные результаты оптп-
маJIьного решенця:

о в строке 2 - задачи 2 (увеличива,erся значенпе параметра
Dr ),

. в строке 3 - задачп 3 (увелrrчпвается значение параметра
Dz),

. в строке 4 - задачи 4 (увелшчивается значепше параметра
dr),

о в строке 5 - задачи 5 (увеличпваgгся значенше параметра
dz),

о в строке б - задачи б (увеличшва€тся значеЕI.Iе параметра
ct ),

о в строке 7 - задачи 7 (увеличива€тся значепие параметра
cZ),

о в строке 8 - задачи 8 (одновременно увепичиваются зна-
чения параметров D1 и D2),

. в строке 9 - задачи 9 (одновременно увелшчиваются зна-
ченшя параметров Dl,D2 и d1),
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о в строке 10 -- задачк 10 (олновременно увеличиваются зна-
чения параметров \,b2,d1 п d2),

В ходе экономико-математического парамgтрическою иссле-
ДОВаНИЯ ЗНаЧеНИЯ ВеЛИЧПН alrT2rdl,d2 ИЗМеРЯЮ'ТСЯ В еДИЕИЦаХ
продукции 1 и 2, значения величин с1, с2, L(x) , - а зпачит и с1 oj ,

czx|,, - измерярIся в денех(ных едиппцах.

Звездочкоfi (*) в столбцах 8,10,12,14,16 и 17 отмечены э.пе-
менты таблицы, в которых представлены границы предельно дФ.
Ilустимых изменениfi отдельных параметров исследуемоfi в за-
дачах 1-10 модели анаJIизируемогo бизнес-процесса. Так в за-
даче 2 (см.строку 2) шзменение значенкя параметра 61 от велп-
чины 400 до 432.1 прпвело к смене оптимаJIьного решения Et =
= (312.5;300.0) + т} = (370.8;270.8). В задаче 3 (см.строку 3)

увеличеrrие значения параметра D2 от величины 365 до 392.5 прц-
вело к смене оптпмальноtо решения Т', + Ti - (281.2; 350.0).
В зцдаче Е (см.строку 8) олноврменное увеличение параметра
D1 от значенпя 400 до величины 535 и параметра 02 от величи-
ны 36б до зЕаченпя 460 привело к смене оптимаJIьного решенпя
Ti -+ 

_cý 
= (450;350). В задаче 9 (см.строку 9) одновременное уве-

ЛИЧеНШе трех параметроВ МОДеЛИ - ПаРаМеТРа D1 ОТ ВеЛИЧИЕЫ
400 до значения 855, параметра Ь2 от величины 365 до значения
620 и параметра d1 от значепия 100 до величины 500,-- привело к
изменению оптпмаJIьного решения Ti + 4 = (850;350). R задаче
l0 (см. строку 10) одновремеЕIIое увеличешпе четырех параме-
тров модели - параметра D1 от значенпя 400 до величины 993.1,
параметра D2 от значения 365 до величпны 747.4, параметра dl от
зЕачения l00 до величины 500 и параметра d2 от зпачения 350 до
величины 456,2 - прпвеJIо к пзменению оптпмаJIьного р()шения
Ti -l Tio - (956.2;456.2).

.Щ,анные таблицы подтверждают важныfi вывод; изменение
запаса дефицитного ресурса всегда меняет оптимальное реше-
нпе экономико-математической эадачи. Так, результаты реше-
ния задач 1-3 и 8-10 покtrtывают, что оптимальное решенпе за-
дачи l меняется (оно чувствительно к изменению параметров
экономпко-математической модели) при увеличениш значениfi
параметров D1, 02, d1, dz, определяющих область допустпмых ре-
шениfi Хоо, до указапных выше велшчин. При этом значение
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максимума целевоfi функции, равное 9200 в з&даче 1, возрастает
(см,таблишу): в задаче 3 до величины 9383,2, в задаче 2 до велп-
чины 9724, в за.цаче б до величины 11200, в задаче 8 до величи-
ны 12100, в залаче 7 ло 14600, в задаче 9 до величины 18500 и в за-

даче 10 до велпчшны 21687,5. Изменение величины лL(Е') в запа-
чах б и 7 связано с пзменением значеншя параметра ct в з4да-
че б от 7.0 до 22.4 ч параметра с2 в задаче 7 от 10.0 до 32.0.

Исследованше чувствительностп оптимаJIьного решепия Е| к
изменению параметров ClrC2rdl,dz в з&дачах 4-7 позволило наЙ-
ти дпапазоп шх допуст}tмых пзмененшй, при которых Ei = Ei =
Tl = 4 = Е}, т.е. оптимаJIьное решенIiе iEt за,дачи 1 не меняется.
Так изменение параметра d1 € (12.5;500] в задаче 4, параметра
dz € (300;456.2] в задаче б, параметра cr € $;22.al в за,даче б и
параметра cz € (10;32] в задаче 7 не меняет оптимаJIьное реше-
нше Et. .Ц,ругими словами, оптимаJIьное решение Т] не чувствует
ИЗМеНеНИе ПаРаМеТРОВ С1, С2, dl rd2 В }Кil}аННЫХ ДИаПа,3ОНаХ.
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