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1. Многосортная логика первого порядБа

В этом раздепе наIIоминilотея основные понятия мнопосорт-
ной логики первою порядка [1]

ОllРЕДЕЛЕНИЕ 1. Многосортныfi язык i - это упорядочен-
ная шестерка (S,Р,F,и,;r,rc), где

о ,S - мнох(естк) сортов,
о Р - множество предикатньD( симвоJIов,
о F - мно}кеgгво функциона.тlьньхк симвоrIов,
о ч : PU Д' -l о - отображение местЕости симвоJIов,
.lr. U {о} хи(о) + S-отображение,сопоставляющее

осРUF
кilкдому аргументу симвоJIа епо сорц

о rc: Д'-+.S - mобрах<ение, сопоставляющее ка)Itдому функ-
ционапьному симвоJIу сорт его значения.

Костанты в дальнейшем рассматриваются как (Ьместные

функционапrьные симв(пы.
!ля краткости будем опускать симвоiIы отюбрахсений

vrр и к из обозначениfi многосортного языка и писать просто
I, = (s,RF).
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Понятие формулы многосортной логики первого порядI<а

практически Ttlкoe же, кшt и понятие формулы логики первого
порялка, за искJIючением однопо допопниt\еJIьного ус,Iовия: пе_

ременные такх(е имеIот сорlа, и при построении формулы сорт
переменных дОJIжен сОхрыштьСя прп подстанОвкМ т!ермОВ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Мноюсортнм (,S-copTHaя) структура й
многосортною язым .L = (S,Р,Д') это пара: Л4 = (tМrl
8 € S},и), где

. dмп(М) = {М6|s € ,S} называется носитФIем или основным
множеством структуры .,14 ;

r отобрах<ение

v:PlJr*U U P(Mqx...xMg1)
&€., (ar,...,8&)€S&

называ€тся отбражением интерпрgгации симвоIIов языr<а Д
(здесь Р(Х) обqзначение для булеана множества Х).
3начение v(a),a € Р U F в дальнейшем будет обзначаться как
aMi

. еспи р е Р, то { С Mpb,tlx ... х МрФ,п|,где п = и(р)

- местность р, п pfi называется многоместным отношением на
носителе dмп(М);

. еc.IIи .f е Л, то .fn{ - gю график отобрах<енйя !м :

Mt U,tl Х .... Х MpU,o) + М*{il, г!,€ п, = ч(l) - местЕость сим-
вола /, и /М назывilgгся многосортной операцией на носитепе
dоrп(М).

Определение огношения истинноgгп Р мех<ду мноюсортны-
ми егруктурами и мноrOсортными формулами первого порядIGа
практически не отлича€тся от односортного сJIучая, с единOгвен-
ным огрtшичением, что перемешные сорта 8 доJIжны интерпре[и_
роваться эJIементами в множестве Ms .

В rтlучае, когда одно из множеств Р или F пус,го, мы будем
опускать его из обозначения дJIя языка: Д = (S, Р) оr Д = (S, Д').
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2. Семантпческпе сцстемы повятпй

Семантические системы понятий (conceptual semantic systems
[3l) бьrли введены К.Э. Вольфом дпя формапизаlци разJIичных
пространственнФ-временных и д)угих, связанных с абстрактным
понятием 'tсостояния'l, явлений в рамках формtl;lьного анаJIиза
понятпй [2!.

опРЕцЕлЕниЕ 3. Пусть М - это множеегво, дJIя каrr<док)
эJIемешта пх С М зqдаfi форма;rьный контекст ý- = (G-, N-, f-)
и Е(ý-) - это соOгвегсгвующая решегка формальных понятий.
Пусть G это некоторое множество и ,, такое отобрах<ение Ё :

GxM+ U Е(S-),что к(9,rп)€а(ý-).
mеМ

Тогда чgгверка G = (G,М,{Е(ý-)|rп С MI,K) называется
семантической системой понятиfi , с семантическими шкапами

tý-l- е MI. Элементы множества М называtотся многознач-
ными атрибутами, эJIементы множества G на:iьваются иrцексадdи
примеров. Будем писать rn(s) = л(9,m) дJtя пары m е М п g € G,
а так же М(G) : {rn(9)|9 е G}.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть б = (G,М,{а(ý-)lm € М|,п')

- семантическая система понятий с семантическими шкilпами
S- = (G-,,lV-,I-),rr-ъ С М, и пусть int(c) бозначаgг иЕтент
понятия с. Тогда формапьный контекст К(б) = (G,N,J), где
lY = {(m,п)|rп е М,п е N-} и J = lЬ,(тп,п))|п € int(rn(g)),
g е Grm € М} назыв:lегся семантически-производным контекс-
том д.пя ý.

Решеткой формаlrьных понятий дпя семантической системы
понятий g называетсп решетка поняиfi соответствуюIцепо
семантически-производного контекста К(6) и бозначается как
Е(6).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Семаrrтическая сиgFема понятий
6 = (G, М,{Вл|m С Ml,K) называется однозначной, если для
лrобой пары эJIементов f1 , р2 е G, пз тою, что дJIя кalкдопо m е М
веРнО п(91,rп) = к(9z,rп), сIIедует gL = 92.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. ,Щ,ля любоil семаNmuчесrой сuсrпемы по-
няmuil б суtцесmвуеп mФсм оOнозначнал семанmuчеспаа сuс-
fпема понеrпutI ý', чtпо реlцеfпml формальflыа поflлmuil б u бl
wомофны.
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ДОКА3АТЕЛЬСТВО. !дя доr<азатоrьства достаточно заме-
тпть, что ес,Iи опредепить 6' как спстему 6, в которой д.пя кшtсдо-
г0 кJIасса одинаковых строк, различаIоццхся тоJIько индексами,
все кроме одной строки вычеркнуты, то дJIя решеrок формапь-
ных понятий а(6) и Е(6') одни и те же подмножеегва множест-
ва N = {(m,п)|m € М,п с lV-} (в обозначениях определния
семантически-производнопо контlекста) булут зqдавать интенты
понятий соответствуюu{их решегок. t]

В сиду этого утверх(дения даIIее мы будем расматривать
тшIько однозначные семантические системы понятий.

3. Связь многосортных структур и семантIлческих
сшстем понятиfi

Зафиксируем семейство форма.llьных контекстов Кч,s € S
вмеqпе с мноr(еством их индексов К = ({Krls € ý},ý) и бу-
дем называть тш(ие семейства,S-индексиров€шlными семействами
форммьных контекспов. Индексы ý € ,9 в дапьнейшем будут ин-
терпретироваться как симво,Iы сортов. Также введем следующее
обозначение: а(К) = {а(К")|s е S}.

Мнох<ество всех л9-сортных структур языка Д с носителем
а(К) будут обозначаться как Sfr(Е(К),Д).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть G = (G, М,|ts-|m € М},r) -
некоторая систематическая система покятий. Мы говорим, что
система б является системой няrц К, еош {rn1,. .. ,rп&} = М С S
П Вл = Е(Ь) дJIя каr(дою m е М .

ОПРЕЦЕЛЕНИЕ 7. Пусть б = (G, М,{Ел|m € М},к) - это
систематическая сисгема понятий над к п М = {-r,... rmn}.
Опредепим ассоlиированное с б М-сортное ??-арное отношение
8eI(6), определенное на {Е2, ...Еmп}, шrедующим образом:

. сорт переменной о; этого сутношения - это noi дJIя каждого
i,l п;

. дпя ка)r(дого кортежа ("t,..., сrr) € gmt х...хВmъ, будем
считать,что (сr,...,с,,) € 8еr(6) <+ З9 € G Vi<п K(g,mi)= с,6.

Ес;rи задано множество семаIIтических систlем понятий
Е = {g|j € J} над К, где бj = (Gj, Мi,{аlл|m е Mil,rcj), то
мы будем считать, что соответствуюцце отношения ReI(6j) обра-
зуют ,S-сортную структуру МЕ предикатного ,S*сортноrю языка
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Дв = (S,{Prgill € J}) с носитеJIем {ЯВ(К".)|s €.ý}, в которой
кФt{д&я систематическм система понятий ýJ является интерпрФ
т"ациеЙ предикатнопо спмво,Iа Ргбi м€стности и(Рrgi) = |Мr|, с
сортами переменньЕк р(Рrбi,i) = rni, где {*'r,... ,m!lyi) = Mi .

ОПРЕДЕ.ПЕНИЕ 8. Мнохкество Е семаrrтических сисзем пФ.
нятий пад К будем называть семаrtтической понятийной структу-
рой нqд К. Класс всех семантических понятийньпс структур над
К обозначаается CSS(K) и называgпся семантическим понятий-
ным классом над К.

Таким образом, в предьцущем опредепении мы построили
mбрах<ение i из понятийного класса над К в класс всех
ý-сортньrх структур пр€диквтного языка с носитеJIем Е(К): i :

CýS(K) + U ýtг(а(ф,^t).
i=(S,Р)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.Для ка>rцого л9-сортного отношения р с
носитепем а(К), построим семаническую систему понятий
Сss(р) = (GР, Мr, {Е(Ь)|m е М}, кР) следующим бразом:

о МР - {*rlt S "Ф)} 
где mi = FФ,i),

о GP =Р,о rcР(grrпi)=сё 9= (crr...,cr) ДС;=С.
Будем говорить, что дЕе семантические системы понятий бr и

62 (где Gd = (G', М,{tsл|m е M1,1ci),i с {1,2}) явJIяются Hepai}-

личимыми, есJIи сущестует биективное отобрахсение g : Gt + Gz
такое что K1(9l, m) = п2(9(g|),m) д.гrя каждого gr € G| п m с М .

В этом сJIучае булем писать gr 
=* 

ý2.
УТВЕРЖДЕНИЕ 2. ,Щ,лп хоэюOоil сuсmемопччесхал, сuсmе-

мы nolýmutt б Hcd К, u 0лл rоuсOоео S-сорmноео оmноLцеflu& I)
с носumелем В(К\ верно

о Сss(.Веt(6)) =- 6;
о лRеt(Сss(р)) = р.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Первое утверждение. Рассмотрим систематическую систему

понятий б = (G, М,|tsл|m € М},rc) над К и пусть М = {mt,...
... ,mп|. Тогда, по опредеJIению отюбршr<енпя Rel, ftеJ(6) - это
М-сортное |М|-местное отношение, носитеJIь которопо это

{E-ln е М| пдля кФкдого (ct,... ,с*) g|8mt х... х Е2,r, мы
имеем, что (с1,... ,с,) с fiet(6) +} Э9 € G Vi S п п(g,m6) = q.
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Из опреде,тения отобрм<енпя Сsв, мы имеем, что

Сsв(.Ееl(6)) = (GВе'(Ф), мЛеI(Ф), {Я8(Ь)lm с MI,rЕe!(6)1,

где
о [i[ReI(6| _ ,,
. решgтки понятий Е- те х(е самые что и в 6,
о @Леl(е) = Ееr(g),
. rrRet(o)1r,noc) = с ё g =(cr,...,c,.) А ci= с.

Определим отобрах<ение 9 : 8el(6) -r G спелующим образом:
g(cr,...,cr) = 9 тtжой1 что Vi 1 п п(g,m;) = ci.

Тш<ой 9 дJIя ках<доFо кортежа (cr, . . . , сrr) сущестует и3 опре
депения отношения ,Rеr(g). Ты<х<е, такой элемент 9 будgт единст-
венным, поскоJIьку иначе сиепематпческая система понятий б не
будет одrrозначной. Отбрм<ение g биективно, так как дIя лкF
бого g € С, существует ровно один кортеж ("r, . . . , сrr) такой, что
Yi Sп п(g,m5) = gi.

.Щдя доказатеJIьства первого утверждения достаточно 3аме-
тить, что БЛе'(ý)((с1 ,... ,сr), m) = ct = K(9(cr, ... ,сп),m) рдя
любою кортФI<а ("r,...,с,,) € Леl(6) u m е М.

Второе утверх(дение. Пусть р это.S-сортно€ п-местное отно-
шение на а(К). Тогда Сsз(р) : (GP,Mo,{a(K-)|rn с М},ка)
опредеlrяется спедующим образом:

о МР = {*ilt < и(р)} где mi = p(p,i),
cGP=P,
о пР(g,mа) = с ё9 = (cr,...,cr) hq = с.
Отношение fiet(Css(p)) это МР-сортное п-местное

0гношение на {Е-|пz е МРУ.Для каждого кортехса (cr, . . . , с,") €
6 Ernr Х ... Х Втпп, МЫ ИМееМ СПеДУЮЦ\УЮ ЦеПОЧКУ ЭКВИВа'IеН1}-
ностей: (еr,... ,с,,) € RеI(Сss(р)) <+ З9 € Gе Vi S п (кО(g,m;) -
=сi)ё=I("1',...,с;)ср YiSп (Ct=q) {+ (с1...,с,,) €р. Е

flдя ках<дой S-сортной структуры ;V1 языtса Д = (S, Р) с
носитеJIем а(К), мы можем построить соOгвgгствуюцlую поня-
тийную структуру 2 = {Сss(lfl)lр е Р}, и, по предItох<ению 2,
отобра:кение i является биекlцлей с точностью до отношения эк-
виваJIентности Ё* на понятиfiных структурах.

Структуру решеток понятий Es, s € ý, такх<е можно сохра-
нить в.S-сортной cтpyKтype.,t4 с носителем {Е9|s с S}, обога-
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щМ язык Д структуры.,t{ решеточными оперышями д9, Vg и
отношением (g на каr,r<доЙ компоненте Е5.

4. Испо.rrьзоваппе отображеншя i

В работе К.Э. Во.пьфа [5] вводятся понятия простршrственно-
временных семантических систем понятий таких, в которьDк в
множестве многозначных атрибутов вьIделенно три спеIшаJIьных
атрибута: Р,Т, L. Формальные понятия, соответствующие этим
атрибутам нtвываются обобщенными объектами, временными
ячеЙками и пространgгвенными ячеЙками соогветсгвенно. При
помощи пространственно_временньD( семантических сиегем в ра-
ботах [а-6| строятся мазематические модели дDижения бъектов в
проегранстве и времени, объектов, распредеJIенньrх в пространст-
ве и времени, частиц и вопн, а также соOгношения неопределен-
ноеги в квантовой мехаIIике.

Отбражениеi: СлSS(К) + U .9tг(а(К),Д), поскопьку
L=(S,Р)

оно сохралняет структуру и являgгся биективным, позвоJIяет рас-
сматривать семантические понятийные структуры (а такх(е се-

мантические понятийные системы как частный епучай) как мно-
госортные структуры первого поряд(а с носитеJIем, соgюяIш{м из

решеRок понятий.
Таким образом, пос.тlе подбною отождествления мы можем

использовать многосортную логику первопо порядка в приложе-
ниях к семантическим понятийным структурам, дпя описания их
своf,ств и извJIечения полезной информации, например в приJIо-

х(ениях к простршIственно.временным системам понятий.
примЕр.
Рассмoтрим две пространственно-временные семантические

спстемы понятий:
бl = (Gl, {Р|,Т,лL}, {a},a7,Er,},K')

u
62 = (G2, {р',т, L}, {аЪ,В7,В 1|, п2|.

Тогда опредепена {Рl,Р2,Т,Д}-сортная структура &1 =
= i({gl,62}) языrса | = {Prgr(pr, t,I), Рr6r(lц,f,l), (д,Iд}.
3десь строчные буквы бовначают переменные, соотвgгствеющие
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заллавным буквам сортов этих переменньгх, s,, - отношение час-
тичного порядка в решетке Въ ц Lъ - наименьший элемент в той
же решегке.

Опредеrrим оIедующие предJIох(ения языка Д:
оФ;:Vрt Зрi vt v' (Рг6;(р;,t,t)+зr'((Isr')^

Prg,i(pi,t,l'))), 
"де 

i l j С {1,2|
. ![d = Зt Vр; Рr6r(р;,t,Iд), i € {1,2}.
Смыс.lt этих формул достаточно очевI.rден. Первое предJIоже-

ние говорит о пом, что пространственно-временноfi пакет pd мо-
хrет быть пакрыт в пространстве нексгорым пш(епом р1 в lсажflыfi
момент времени. Второе предJIожение говорит о том, что сущест-
вует такой момент времени, что кахtдый пакет pi распtl,Iо:кен в
точке llшигдеll в простраtrстве.

п рýстранство

,

р

время
Нетрудно видегь, что М | Ф;Лt!; логически влечет М ts v,

дJIя всех i,# i С {1,2}, т.е. знм, что в паре сиgпематических
систем понятий 6| п 62 выпепнены усJIовия, сосlсвgтствующие
формулам Фi и 'iP;, мы можем сде.пать логическиfi вывод об ис-
тинностЕ 9; на сист€матическоЙ системе понятиЙ бi.

г,]
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