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ý 1. Определение вида гипоIез

.Щ,анная работа являgrся продолжением работ [1,2], в которых
описывается меfод бнарух<ения закономерностей и его примене-
ние. Пред.пагаемый метод предсказания опира€тся на это описа-
ние метода и соответствуюц\ую ему терминаJIогию, а также ис-
пользует идеи меlода предска:iания, изложенного в [3].

Напомним основные понятия мЕогосортной логики первого
порядд<a [5], которые нам понадбятся впосJIедствuп, СuzнаrпуРой
называ€тся упорядоченнм шестерка Е = (S,Р,F,?,р,rc), где ý -
множество сортOв, IP - мнохсество предикатных символов, F -
множество функциона.пьных симвоJIов, ? : IP U F -l crl - отбра-
жение местности (арности) символов, ,r U {а} х r;(a) -+ S -
отобрах<ение, ставящее в соответст""" *ffiJ"y аргументу сим-
воIIа его сорц ,, : ]Е -+ S - отбрал<ение, стачяrцее в соответствие
ках(дому функциональному симвоJIу сорт еIю значения.

Т"б""" *r"**".rlрll финансовой поlцержке РФФИ (грант
08-07-00272-а); Интеграционными проекlами СО РАН JVq 1, 115;

Государственным контракт.ом 2007-4-1.4-00-04; Советом по гран-
там Президента РФ и государственной поlцержке ведущих науч-
ных шкоJt (проект НШ-335.2008.1).
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Упорядоченная пара .4 - (Дrт) нtr}ывактся мноzосорmноil
влеебрuческой сuсmе,мой сигнатуры Е = (S,]P,F,7,;r,K), где

о Д = {/s ls С S} - непустое множество, называ€мое носите-
леIч1 или основным множеством апгебраической системы 

"41. т -.отображение множеgгва IPUF'B множестве отношений и
операций на множестве .А, называемое интерlrретацией сигнатуры
Е на.4;

. есJIи Р € IP, то т(Р) ý /л(Rr) х ...х ду(р,п), Гflе ?? = ?(Р) -
местность симвоJIа Р п т(Р) называ€тся многоместным отноше-
нием на.А1

. еоIи "f е F, то т(/) - отбрах<ение T(J) : Au(;,r; х ...
... х .Аr1l,о; + А*(D,где п = q(l) - меегность симвоJIа t п "U)
- называgгся многюместной операчией на А.

.Щ,ля определения понятия тперм будем считать, что с кalкдым
сортом s связаflо счgгное множество спмвоJIов yg 

- переменных
сорта ý. Каждм переменная имеет To,IbKo один сорт.

Термом сорта ý называ€т'ся любм пер€менн&я или констан-
та сорта ý, а также конечное выражеЕие вида /(t1 ,...,trr), где
/ с ш', цU) : п, n(l) = 8l tj - терм сорта ;r(/,l) дrr, кDкдого
i=1,...rn.

Дmомарпой формулоil на:tыва€тся выражение вида
P(tr,...,fr), где Р € Р, 1(Р) = п) ti - терм сортадt(Р,а) дrц
ка>кдогоа=1r...rn.

3начения многосортных термов и формул первого порядка
практически не отличается от односортного спучая, с едивствен-
ным ограничением, что переменные сорта 8 долхffiы интерпрети_

РОВаТЬСЯ ЭЛеМеНТаМИ В МНОЖеСТВе ,4.5.
Будем предпоJIапать, что исходныеданные представлены в ви-

де таблицы значений D, строки которой cooтBgncтByloT объектам,
в колонки - признакам объектов. То есть D = {D(l),. . . , D(N)},
где D(i) - i,-я строка таблицы (бъект с номером ?), D(r) =
= {D(i,l),..., D(i,m)l, D(i,, j) - значение тблицы на пересе,
чении j-й ко.понкlц п i-ft строки (значение j-го признака объекта
D(i)), D{i,i) € Rе, где Re - множеgгво действительных чисеп.

3афиксируем фрагмент многосортного языка JIогики первого
порядкасигнатуры Е* = (S,Р,F,?,дrrc), где
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. ý = {soaj, ýRе}, soaj - сорт объектов таблицы D, ýR" - сорт
деЙствительшых чисел;

о IP - мнохсество предrкатных символов пtrких, чт0 есJIи р € Р,
то P(Ri) = sR", где i: 1,...,?(Р), т.е. все аргументы симвоJIов
из Р имеют сорт ýR€;

о IF = Fr U IFz U lЕз - мнохtество функциопапьных симвоtов,
где

F1 - множ€ство функциональных символов .f С Fr,
lr$,i) € {sobi,sRe}, i - l,...,rr(.f), K(.f) = ýobj, т.е. аргуметны
СИМВОЛОВ ИЗ IFl ИМеЮТ СОРТ S66; ИЛИ SRe, а ИХ ЗНаЧеНИЯ - СОРТ
8obii

Fz - множество функцион:шьных симвоllов / € Fz,
т(/) = L, P(t,l) = sоьi и fi(/) = ýRel т.е. все функциона-пьные
симвоIIы из IFz оlцIоместные, их аргументы сорта Sobj, ь значения

- СОРТа ýRe;
Fз - множество функциональных символов / € Fз,

P$,i) = sRel где i = 1,...,T(.f) и fi(/) :sRel т.е. все аргумен-
ТЫ СИМВОJIОВ ИЗ Fз И ИХ ЗНаЧеНИЯ ИМеЮТ СОРТ ýRe.

Введем }Iногосортную шtгебраическую систему
,4* = ({D, Rе|,т) сигнатуры Х*, где D - таблица данных, яв-
ляющаяся носитеJIем сорта ýo0j, соответственно строки таблицы
являкутся объектами сорта ýоDi, Re - мнох<ество действитеJIьных
ЧИСеП, ЯВЛЯIОЩееСЯ НОСИТеЛеМ СОРТа sag.

Поясним на:rначение множества функциональных символов
lЕl,F2 И lFз.

Множество lГ1 позв0IIя€т описывать функции, организующие
доступ к р:хlличным строкам таблицы. Это могут быть, к приме-

ру, функции, которые возвращают строки, смещенные на опре-
дqпеfiное чиспо позиций в таблице относитнIьно зqдii,iiных строк,
или функции, возвращаюIцие строки по их номеру, как функции,
организующие поиск строки в таблице.

Множество lF2 позвопяег описывать фуrкции, орпанизующие
доступ к ра:tличным признакам объектов. Это могут быть, к при-
меру, функции, возвращающие опредеJIенноIo признака за,цаrlноЙ
строки, или функции, возвращаJощие номер строки.
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Множество Fз позвоJIя€т описывать функции, осуществляю-
щие различные преобразования над признаками объектов или
зIIачениями констант.

Для дапrьнейшего описания будем считать, что у нас есть
СЧеТНОе МНОЖеСТВО СИМВОЛОа V.bi - ПеРеМеННЬЖ СОРТа sебi И Ирg

- ПеРеМеННЫХ СОРТа ýRе.

Введем понятия lцоблона rпермов п tцблопа преOuкопов.
Шаблон rпермоа - это пара ?/ : (/{Vr,...,9,.}), где

.f €F'l , п=п(t), i[i={t1,...,tml}, i=1,...,f,i tд,k=l,...

..,,тпi, - терм сорта 8Re такой, что лrобая переменнм, входящм
в терм tд иil{еет сорт soDj. Шаблон терма Т/ = (f{Vr,...,Vr,})
определяет множество термов, состOящее из все термов вида
.f(tr,...,frr), где f; € й;, i = l,...,n. Будем бозначать через

[Т/] множество термов, определяемое шаблоном ?/. Мы мо:кем
определить множество термов ![; при помощи д)угих шаблонов
термов: {r, = [rf1] U...U[Т/д], где Tti, j,...,&, - некоторые
шаблоны термов.

Приведем пример шаблона термов.
Пусть /с-я KolroHKa таблицы даIIных содержит значеЕия неко-

торопо временнопо ряда (к примеру, цена закрытия акции).
Пусть r - двухместный функционапrьный символ, г € F1,

IiПеЬrеаkу,(r, 1) = яobj первый аргумент r cop1il s66;, p(r,2) -
sRe - второй аргумент r сорта ýRe. Пусть интерпретацией символа
r на А* является отображеlrие т(r)(D(i), k) = D(C + Ic), которое
дJIя заданной i-ft строки таблицы возвращает строку с номером
(i+tc) (предпоJIапа€м, чт0 r опредепена только дJIя цеJIочисJIенных
е).

Пусть hд - одrоместныЙ функциона"тrьныЙ симвоп hд € IF2,

интерпретацией которого на Л' являегся отобрал<ение
T(h*)(D(i)) - D(i,Ic), коmрое дпя заданного бъекта (i-й стро_
ки таблицы) возвращает значение его &-го признака (значение
таблицы на пересечении k-й колонки и f-й строки).

Рассмотрим шаблон термов (tr - 
'z, 

{!Р1,!Е2}), где
!Р1 = {hд(r(i,0))},
й2 = {hд(r(i, -1)), hд(r(i, -2)), hl(r(i, -3))}.
Легко видgть, что данный шаблон определяет три терма, ин-

терпретации которых на r4' представляют сбой функции, зап,а-
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ющие временные лаги от 1 до 3:
1) D(i, k) - D(i _ 1,ь),
2) D{i,e) _ D(i - 2,k),
3) D(d,&) - D(, - 3,&).
Шоблон преаuftоmов -- это пара Tp(R{Or,...,O,.}), где

Р€ IP, п =u(P), О; = {Tfi,.,.,Ttm;}, f = 1,...,пi Tlb,
h = 1, ...lfпil - шаблоны термов. Шблош предиката
?р(Р, {Оr,. . ., Ф"}) орпределяет мно]кество атомарных формул,
состоящее из всех атомарных формул ви.ща P(t1 ,...,fr,), где

'; 
с [7Л]U",U[T.fncl, i = 1,. ..,п.Тtь€ о1, & - 1,...,rп;. Будем

обозначать через [Тр] множество атомарньж формул, определяе-
мых шаблоном Тр.

Приведем пример шблона пред.{катов.
Предшолохtим, что k-я Ko.1toHKa таблицы даннь[к представля-

ет временной ряд со значениями дIевной цеЕы закрытия какой-
нибудь ценноfi бумаги. Предпо;rожим, что мы хотим опредеJIить
множество пред,Iкатов, сравнивак)ц{их д)уг с д)уFом цены закры-
тия посJIедних пяти дней. Это мохшо сдёлать, опредеJIив сIIеду-
ющий шаблон предикатов:

Тр = (t1 ( t2, {Оl,О2}), где Or = 7.f, @z = Tt
Tf = (x,{!tl}), где

Е = {hд(r(i,0), hд(r(i, -1)), hд(r(i, -2), hд(r(i, -3), hз(r(i, -4)};

функщлональные симвоJIы г п hд, и их интерпрепшцrи на.,4* опре-
делены в шредыд/щем примере.

В данном примере шаблон термов Tt за,дшt пять темов, ин-
терпретациями ксrпорых на .,4* являIqгся с.пелующие функщли:
rl(i) = D(i,k),r2(i): D(с-1,&),...,rз(i) : D(i-4,k). Таким об-

разом, шаблон пред{катов 7р за,дает множество атомарных фор-
мул, интерпретации которых на.4" представJIяют собой предика-
ты вида D(i,-Щ,е) < D(i-Dz,ft), гffе Ьl,Ь € {0,-1,...,-4}.

Теперь, испоJIьзуя понятие шаблона предикатов, мы можем
определить понятие хласоа 2uпоfпе3.

Клосс тuпоrпез - это пара ?r} = ({Tpr, ...,Трлl,Ро€), где
Тро - шаблон предикатов, Ро€ - це{,Iевая литера, Pg --атомарная
формула, € € {0,1} обозначает наJIичие отрицадrия формулы.
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Класс гипотез Th = (lТрr,...,Трл|,Рое) определяег мно-
жество формул вида

Vir,... ,iз(рr€& ...ер: + ро'), ft ) 0, (1)

гд€ i1 ,...,i* - переменные сорта ýooi, Р, С [Трr] U...U ITp*l,
i = 1,. ..,п. Формулы вида (1) будем называть правlмомu.

В дмьнейшем помимо указанной запЕси мы также будем ис-
поJIьзовать более удобную форму з€шиси формул (1) черз инди-
видные констапты. Вместо кванторов всеобщности и связанных
ими переменными введем константы Z|, . . . , Zk. Тогда формула ви-
да (1) преобразуетtя в формулу вида

рr'&.. .&Pf; -+ ро€ (2)

Смыс.п формулы (2) состоит в том, что при любой фиксирован-
ной замене индивидных констаJIт на объекты из таблицы D, из
истинности посьUIки доJIжна сJIедовать иgгинность закJIючения.

.Ц,анное выше понятие класса гипоте!} позволяет разра,fumть
интерактивный спосб зqдания классов гипOпез, проверяемых на
данньж. .Щля этого достаточно разработать иt{терактивную сиgге-
му конструирования термов, атомарных формул, шаблонов тер-
мов и шблонов предикатов из заланного нбра функционапьных
и предикатных символов. Подобнм интерактивная система за-
дания классов гипот€з была реализована в программной системе
<Discovery> [1,2,4].

Прдпоженный спосб задшIия кJIасса гиrrот€з также указы-
вает способ вычисления различных гипотез дJIя задffrного кJIасса.

.Щля этоrю достаточно реаJIизовать вычисJIитеJIьные процедуры
для базового нбора функциона.пьных и пред{катных симво,Iов.
ВычифIение различньD( формул вида (1) можег быть сведено к
вычисJIению сосrгветствующих базовых символов, из которьж по-
строены формулы. .Щаrrный способ вычиспения r,ипотез испоJIьзу-
епся в реаJIизованноfi версии системы <Discovery>.

ý 2. Общая формулировка метода предсказанця

Пусть Reg(Th) - множество закоIIомерIIостей, полученное
методом обнаружения закономерностей [t,2|, по заданному клас-
су гицотез Th = ({Трt,...,Трm\,Рf) на обучыощем множестве
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D С А, спучайно выбрilIном из пенераJIьной совокупности оfuек-
тов А..

В данном параграфе приводится общм формулировкiа метода
предсказания, испоJIьзующего множество обнаруженных законо-
мерностей Reg(Th).

Пусть P(Th) = {Pl,...,P,.} - множество всех атомарных
формул, которые мы можем попучить с помощью шаблонов пре-

дикатов lТрr,...,Трлl, вхоlцщпх в класс гипотез Th I2|. Пусть
из генермьной совокупности бъектов А шlучайно выбран неко-
торый новый объект Ь. В задача< предсI€зания считttgгся, что ис-
типностные значения некоторой части атомарных формул
РИ С P(Th) наобъектах D и D нам известны. Требуется, исполь-
зуя знания закономерност€й из Reg (Т h), по известным зfi аченияl*r
истинности атомарных формул РИ на объектаr< DUD предсказать
неизвестные значенпя истинности оста.пьных атомарных формул
РЦ = Р(Тh)\Ри на этих же объектш< ]IDUD. Таким образом, за,да-
ча предска:}ания состоит в том, чтобы по модели рr,о = (D, P(Th)),
на кoторой проводиJIось бучение, и модели уrИ = (DUD, РИ) вос-
становить модель рr = (D U b,P(?h), испоJIьзуя закономерноgги
пз Reg(Th).

Обозначим через Рý множество всех возможных моделей
рr = (D U Ь,Р(Тh), явJIяющихся востановлениями моделей р16,
рrИ. Так lct'rс множество ,Ее9(Тh) содер)rшт ст€}тистическЕе зако-
номернос,ги, то ра:lные восстановления могут иметь р:liзную веро-
ятность.

Таким образом, метод предскff}ания должеЕI состоять в том,
чтобы по закономерностям Reg(Th) и моделям yt,o,prИ вычис-
лить дпя каждой модели рr С PS некоторую оценку ее вероят-
HocTra u(рr). .Щля векоторых моделеft рт С P,S оценка вероятности
ч(рr) может быть не определена, так как можец например, ока-
заться, что ддя нее нет применимых к пей закономерностей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ L, МеmоOом преOсказанuа будем называть
алгоритм ,4Р : (Rеg(Тh),рrо,рrИ) -+ ч, преобрщующий трой-
ки (Reg(Th)rpro,prИ) в частично определяемое отображение u :

PS -* [0,1].
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ý 3. Метод предсказаншя

Уточним, в чем состOит смысп распространения моделей р16,
pru до моделей рr С PS. Есllи известны все вероятноgги, то дJIя
лrбой молели рr С PS можно подсчитать вероятность Bfu") ,о-
го, что при спучайном выборе объекта D из А мы в результате
эксперимента над DU Ь поlrучим модель, изоморфную рr. Поэто.
му для получения наибопее точного предсказ:}ния а"пгоритм .4Р
доJIжен стремиться получить оценки вероятности u(рr) наибоlrее
близкие к F@r).

.Щля восстановления модеJIи pr, надо опредепить значения ис-
тинности всех атомарньж формул из РП, на всех наборах объек-
тов, вкJIючающих хотя бы одно вхох(дение объекта D. .Щдя этой
цели могут быть испопьзовшIы те закономерности из .Rеg(?h), в
заключение которых стоит атомарная формула из РП. Разобъем
это мнох(ество закономерностеft Reg(Th) на три группы:

R"g, - множество закономерностей, включающее закономер-
ности, содержащие тоJIько одноместные а,гоматные формулы, со-
дер)(ащие одну ипдив}rдryю постоянную;

R"g" - множество закономерностей, заключение которых со-
держит только одну иtIдивидпую постоянную, а посьUIка содер_
жит, по крайней мере две различных индивидные постоянные;

R"g" - множество закономерностей, у которых в закJIючении
есть хотя бы две различные индивпдные постоянные.

.Щля произвоJIьного правила R е Reg(Tt}), ,t = Р,€' &...
,..kPý" -r Ро€О будем обозначать через Dц = P,u' &..-.а,еý"
КОНЪЮНКЦИЮ ЛИТеР ПОСЬUIКИ, а ЧеРеЗ Dg - ЗаКЛЮЧеНИе ПРаВИЛа
Рое0. Будем также обозначать через z(D) множество индивидных
констанц входящих в формулу D.

.Щдя осуществления предсказания необходимо, в первую оче-

редь, определить дIIя каждоfi закономерности Е е Rеg множест-
во моделей РS(Л) С P.S, которое будет являться прогпозом дJIя
данной закономерности.

Если fi = (Dп + Dc) е Reg(Th|, то проверим истинность
формулы Dц при подстановке в нее бъекта D. Естrи Dц истинн8,
т,о данная закономерность может быть испопьзованадля предска-
зания. Прогнозом закономерности Л будет являться множество
PS(a) = PS(Dc) тех моделей, на которых формула Dg истинно.
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Закономерности мнЬжеств Reg2, Rе9з принI{ипиаJIьно оlшича-
rсуЕся от закономерностей .Ве9 т€м, чlо в пих есть flескоJIько инди-
видных постоянных. Поэтому, подставляя объект Ь вместо одной
иrцивидноЙ постоянноfi, мы должны подставить некоторые объ-
екты и вместо д)угих индивидных поегоянньLк. Закономерность
в этом сJIучае говорит об определенной связи бъекта Ь с дrугими
объектами. Поэтому закономерности мно}кесrв Rеg2rfiеgз могут
быть рщличным способом испопьзованы дJtя предсI€:rания.

Если закономерность Л = (Dп + Dc) припадJIежит Rеh2(Тh),
m разобьем случайным образом обучающее множество D на l на-

боров объектов по Ic объектов в каждом, где J : f,, * = Б,
/с - ко.пичество иrцивидных постоянных во мIIожестве
z(Dy1)\z(Dg). Будем посJIедовательно подставлять эти наборы
вместо ипдивидных посзоянных и опредепять зшачения истин-
ности формулы Dn. Еши формула Dп исгинна хотя бы в одном
нборе объектов, то даflную закономерность можно использовать
дJIя предсказания. В противном сJIуча€ по этой закономерность
предсказания сделать неJIьзя. Прогнозом данной закономерности,
как и в предцдущем сJIучае, будет мноN<ество РS(лВ) : PS(Dg).

Закономерности из Леgз принципиаJIьно отличакугся от за-
кономерностей 8eg1 п Rеg2 тем, чт0 в них предсказывается не
истинность некоторого отношсния, за,висящего от одrой инди-
видной постоянной, а предсказывается определенное отпошение
межд/ одноfi индивидrrой постоянной и некOгорыми д)угими ин-
ДИВИДЕЫМИ ПОСТОЯПНЫМИ.

Пусть Е: (Dп а Dc) € fugу Обозначим через П = lzt,...
..,rzpl, П С z(Dd множество индивидных постоянных из Dg,
кOк)рые входят в Dп, но не входят в атомарные формулы из
РП. Предсказываеttый объект Ь можно подставить вместо любой
индивидной постоянной из П.

Подставив объект Ь вместо индивидной постояlлной z € П, мы
получим закономерIIость Лfi = ((Dп )f + (Dc)f ). Пусль z|,. , . , zh

- остtшьные инливидные постоянные, входящие в закономер-
rIосгь RВ. Разобьем спучайным образом все множество D
на l наборов объектoв по & объектов в ' rП

каждОм,ГДе{ = т,
rr-ъ = ]D. Пусть {(сr),.. ., (or)} - получеflное множество наборов
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(at) = {oi,...,oLl, oi € ID, i - 1,..,,l, j = (,...,k. Подста-
вим эти нборы вместо соответствующих индивпдных поспоян-
ных и определим значения истинности формул (Dп)i, (Dc)fi.Ec-
ли формула (Dп)i истинна хотя бы на одном наборе бъектов, то
закономерность ftf можно испопьзовать для предсказания. Мно-
жество моделей, явJIяющихся прогнозом закономерности ftfi опре-
деIIим следующим образом:

рs(л;) = ! rslлс)fi((аt))),
i=l

где PS(Dg)f;((o;))) - множество моделей из PS, в которьж фор-
мула (Dg)i истипна на наборе объектов (с).

Подставляя посJIедовательно бъект D вместо какдой инди-
видной константы из П мы попучим закономерности .Bfl ,. . . , Rr' ,i

ЕФtи хотя бы одна из этих закономерпостеfi будет применима
для предсl€irания, то закономерность .В моr(но испоJIьзовать дпя
предсказания. В качестве прогноза закономерности Е определим

множество моделей fiS(ft) = U РS(Л;).
i=1

Чтобы оценить точность прогноза через ч(рr) некоторой мо-

дели рr" € P,S, метод предсказания должен осЕоваваться на прФ,
гноЕ}ах всех закономерностей пз Reg(Th), спосбных предскfftать
модепь р7,.

Обозначим через .Ееg(рr) мнох<ество закономерностей из
Reg{Th) 1аких, что дпя любого R С Rеg(рr), рr € Р,S(Л).

flля получения итоговой оценки точности прогноза ч(рr) дrя
модели рr необходимо зцдать чаегично определенную функIшю
l, {И,Леs@r))} + [0,1], которая д.ltя каждой модепи yr е PS
на основании множества закономерностей Res(yr), прелска.зыва-
ющих даIIную модеJIь, вычисJIяgт оценку точности прогноза u(рг).
Тогда u(p) : .\((рr, леgи))).

В зависимости от специфики решаемой задачи функция.\ мо-
жет бьlть определена поразному. Приведем нескоJIько примеров
задания функции ). Обозначим через Reg+(p) С Ле9@г) мно-
жество закономерностей, примеItимых дJ!я осуществления про-
гноза.
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1. По максимапьной вероятности:

\{{pr, Reg(Ir))) = 
".;зрч"){т(ft) 

},

где F(Л) .- усJIовная вероятность правила Е.
2. По относитепьному коJIичеству срботавших правил:

r(фr, Rеg@r))) = , еgпи п(Rеg(рr)) #0,

\((pr,Res(pr))) = 0, если п(Ле9(рr)) = 0,

rде п(Rеg(рr)) пп(Rеg+ (рr)) - коJIичество правил во множествах
Reg@r) п Rе7+Qt).

3. По срелней вероятности:

)((рг, Ле9@r))) =

, F(л)
R€Rеg+(рr)

, еспи п(Rеg+Фr)) l0,п(Ле9+@r))

),((уr,Rеg(рr))) = О, еши п(Rеg+(рr)) = 0.

4. По средневзвешенноfi вероятности:

А((рr,ftеg@r))) =

D F(л)
RеЕса+(рг)--Е- 8(л),
Л€Ее9(рr)

),(фr,Rеg(lr))) :0, ес,," 

'

Re Rеg(рt)

fi€аеg(рг)

ý4. Метод предсI€зания, основанный на оценке
максимаJIьной вероятности [2|

4.1. Веролmносmные оценrcч зоlfrоlло,мерноuпеil, Сначатlа для
всех трех видов закономерностей Леg1, Reg2 п Rеgз на бучаlо-
щем материаJIе подсчипl€м некоторые вероятностные оценки, не-
обходимые дJIя получения предсr<азмий.

flдя заt<ономерностей gз Rзи подсчитаем ни)t(нюю довери-
тепьную границу для ус,Iовной вероятностп$(D6|Dц). При под-
gгаIIовке вместо единственной иtцивидной постоянной объектов

ес,Iи

' 
tr(л) # 0,

Т(а) = 0.
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из ilD формулы Dц, Dg будут принимать опредФIенные значения
истинности. Подсчитаем на объектах D частоту h(Dc|Dп) усJIов-
ного события Dg|Dп. Испотtьзуем один из известных методов по-
строения доверительных интерваJIов для ус.ltовной вероятности,
.Щля фиксированного доверитеJIьного уровня Р по частоте мохс-
но опредепить нижнюю доверительную границу ff(O"lDil м"
ус.повной вероятности, облqдаюulую свойством

F(T(DclDn) >.f р"lоп)) 2 I - д. (3)

пЩдя заrсономерностей пз Rеg2, так же как и дJIя закономер-
ностей пз Reg1, вычиепяем нижнюю доверительную границу дJlя
усповной вероятности р(DсlDп). .Щдя этого, как и в предыду-
щем случае, достатOчно вычисJIить частсугу h(Dс|Dп). .Щдя двух
и ботrее иIцивидных лостоявных процелура вычиспения частоцы
отлича€тся от предыдrщепо спучм. Разобъем с.пучайным обра-
эом множество объектов ID на два MIloжecTBa, которые обозначим
соответственно через АuС, lD =.4|,JC, ДПС = @. Объекты,
имитируюшше бъект Ь, будем брать из множества С, а оста.пь-
ные бъекты, подставляемые в закономерноgгь, будем брать из
MHorKecTBa А.

Пусть z(Dc) = z u z(Dп) = {r, zlt...,zд}. Подситаем tIастФ-

ту h(Dg|Dп). Будем подставлять поспедоватыIьно всеобъекты из
С вместо индивидной посmянной z. !4я Iеждопо подgпавJIеннG.
го объекта с.пучайным образом выберм набор объектов all. . .lаh
из мнох(ества А. Подставим его вместо индивидных постоянilых
Zll. . .,zд. Формульl D с, и Dц прим}т Определенные значения ис-
тинности. Подставив посJIедоватепьно все объекты из С вместо
индивидной постоянноfi z, можно подсчитать частоту h(Dc|Dп).
ИнтерпретаIця усповного события DclDn определяется как ве-

роятность того, что формула Dc будет истинна при подстановке в
нее объекта D вмесm индивидной постоянной z и прп подстановке
с.пучайно выбранных из множества А объектов вместо остаJIыIых
индивидньD( постоянньгх. При заданном доверитеJIьном уровне
Р по частоте h(DсlDп) мох<но вычис.пить нижнюю доверитель-
ную границу условной вероятности, удовлетворяюutую неравенст-
ву (3).
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Возьмем произвоJIьЕую закономерность из .Rеgз. Объекты, с
которыми предсказываемый объект Ь допхсен находиться в не-
котором отношении, будем, так же как и в предыдущем сJlучае,
брать из множества С. Пусть Dg = Р€О ("r,,. .,zrпо). Обозначим
через П С {rr,,..lzrflо} мнохсество иIцивид}lых постоянных из
D4, которы€ в Dц н€ входят в атомарные формулы из Р'. По
определению Nrножества Regg, множество П не пусто. Предсr<а-
зываемый объект Ь мох<но подставJIять BMecTro любой индивидной
постоянной из П.

.Щля данной закономерности и индивидной постояrtной z С П
подсчитаем спедуюцryю оценку. Подставим оФьект Ь С С вместо
индивидной постоянноЙ z. Пусть 2l,. . .,z& - остальные индивид-
ные постоянные, входящие в закономерность. Вместо этих инд,t-
видных постоянных будем подставлять объекты из множесT,ва J4.

.Щля этого рffiобьем спучайным образом все множеегво .А на I

наборов объектов по Ic объектов в каждом1 г{€ J = }, ,r, - *о-

личество элементов во множестве лА. Подставив любой из этих
наборов вместо соответствующих индивидпых постоянных, мы
можем опредqIIить значения истинЕости формул Dц и D6. Под-
с,IавJIяя последовательно все нборы в закономерность дпя данно-
го бъекта Ь можно подсчитатъ частоту h2Рс|Dп). При спучай-
ноЙ подстановке наборов бъектов множества 14. вместо индивид-
ных постоянных z1 , . ..lZkl частота h2@с|Dп) будет одномерной
шучаЙной вепичиноЙ. Эта с;rучаЙная величина имеет неизвестное
нам распределенпе Н!, Будем подставлять вместо объекта Ь объ-
екты из множества С. Поrrучим rп2 выборочных значений часrюты
h:| ,.. . rh!^" , С = {с1,. . . rсfп2}. Найти доверитепьные границы
дJIя частоты по данным выборочным значениям при неизвестной

функции распределения можно при помощи порядковых ста.тис-
тик. Так как частоты h9i равны отЕошению целых чисеJI, то спу-
чайная величина h! лискретна.

Приведем необходимые результаты из порядковых статистик

[6, c.r28-130]. Пусть h(r) < hlz1 ( ... ( h(*) - tIорядковые ста-
тиегики в выборке объема ?7} из генераJIьной совокупности с не-
известной непрерывной функциеfi распределения Л[. Вероятноgгь
того, что новое значение с.пучайной величины будет находиться
в пределах h1,1 ( h ( hlc1, равна H(htrl) - t/(h1,1). Эта веро-
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ятность как функция сJIучайных величин сама будет шtучайной
величиной. Испотlьзуя порядковые статистики lr1"1 и lrlз;, можно
получить сJIедующие тоJIерантные интерваJIы дJIя распределения
н

s-'"- l
(?)r',, - ?),-j.| - ý =S(Н(Ц"l) - I/(ht,l) > т) = ,

i=0

(4)

Из данного равенства сJIедуеъ что вероятность того, что с
вероятностью бо;lьшей либо равной 7 имеет место неравенство

Щr1 ( h ( h1"1 , равна 1 - 7. Испоlrьзуя эту формулу, мохffiо дJIя
значений вероятностеft 1 п 0, и объема rTl выборки найти такие по-

рядковые статистики h1"1 и hlз;, чтобы выпопнялось перавенство
В(fi(Ц"l) - II(h1"1) 2 т) 2 t -9.

Используя результаты Тьюки [7l, мох<но распространить это
неравенство и на дискретное распределение .ЕГ. Ес.тlи обозначить
через IJ(h1"; + 0) и f/(ht,l - 0) пределы функции распредепения
Д[ соответственно справаи сJIевав точкдк Il1"1 и hlг1, то, согласно
[7], допжно выпопняться неравенегво

s(}I(hr"l +0)- H(ho -0) 27) > 1-Р. (5)

В неравенстве (5) номера ý и r мох(но вьниспять, испоJIь
зуя формулу (4). Распоlrожим выборочные значения частоты hfd,
i = l, ...,rп2, в порядке во3растаIrия. Попучим ?}2 порядковых
статистик hlr; ( hlz; ( .,, a h(^"). Фиксируем некоторые верG,

ятности ,у п 0. Для этих значений вероятности и даннопо числа rп2

порядковых статистик можно по формуле (4) вычис.llить номера
ý и r порядковых статистик h1"1 п hp,1, дпя копорых будет выпол-
няться неравенство (5). Эти статистики опредепяют толерантный
интерва,I [h1"1,h1"1J, коюрый обозначим через [h',Г].

Подсчитаем для lсаждой закономерности из fugз n дJtя кalк-
дой индивидной постоянной z € П тоlrерантный ннтервап [Д',Б'].
На этом подсчет статиqгических оценок дJIя закономерностей из
Regу, Rец,Леgз закончен.

4.2. Преdасазанuе, Рассмотрим сначапа шrучай, когда мно-
жество закономерностей Леg(?h) принцд;rех<ит либо Regl(Th),
лцф Rе92(Тh).
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Пусть формула Dп исгинна. Разобьем множество PS на два
множества PS(Dg) и PS(D4), вкJIючающие соответственно мо-
дели, на которых формула Dc истиflна, и на которых она лож-
на. В соответствии с закономерностью, при истинности Dп пред-
сказывакупся те модели из PS, которые принqдJIежат множеству
PS(Dg). Это мнохсество, рrюсматрива€мое как событие прЕ сJIу-
чайном выборе объекта Ь, имеет некоторую вероятность
T(PS(Dg)), оценкой которой являgтся величина ДР(а"|Лrr). По-
этому определим отобрм<ение u сJIедующим образом: u(рr) - 0,
еспи рr € PS(D6), и u(рr) = Ц!lО"lОп), еачи рr е PS(Dc). Дл,
такок} предскfftания, в силу неравенства (3), будет выпопнено со-
отношение

F(p(J's(D "D>_t@"lDп)) 
2 1_f. (6)

Рассмотрим с.пучай, когда множество Леg1 (7h) U Ле92 (7h) со-
стOпт из закономерностеЙ Dц, * Dчr...,Dп& -+ Dch, предска-

3ывающих одну и ту же литеру Ро'О(rr,...,zтпо) = Dct = ...
.,, - Dck. Проведем процедуру предсказания даrrшой ли,геры по
всем закономерностям, как описано выше. .Щля тех законо},tернос-
тей, у которых tIосылка Dп;, i = lr2r. . . , k, будет истинной, псшlу-

чим предскl,irания одноrо и того же множества PS(Dg) с оценка-
ми вероятносrл Ц! DgrlDr, ,. , . ,t D"о|Dцо . Спосб получения

результирующей оценки дапжеЕ определяться дополнитеJIьными
предпоJIожениями, которые можно сдеJIать относительно связей
этих закономерностей.

4.3. rЩополнurпельные преOпол,осrcенlrл о незовuсuмосrlч аохо-
номерносmей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Две закономерности Dlr, -) ЛЕ и

D"rr ) Ро€ будем называть пеаавuаrмыr{u, есrrи выпоJIнены спе-

Аующие усIlовия:

1) F(Dh&D?r) = T(Dh)p(D2n),

2) F(Dh&Р;)&(Dе&F;) = tr(Dh&Ff 1рlл'пз.Ро';,

"л" 
Ро' -- отрицание литеры Pf .
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ЛЕIVIМА 7. Еслu заfrоflомерlюсrпч D|n + Ро€ u Dh + Pf; не-
зовuсllмы, fпо условн(м вероеfпносIпъ запономерностпч
DbE Dh + Ро€ раона

F(P06|Dh&D',r) = 1- (1 - F(PO€lDh))(1 - tr(Po€lD2п)). (7)

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Разделпм усJIовие 2 независимости на
B(Dh&D2''). По.пучим

Левая часть равенегва равна F(Fq€lDb&D2n). заменим вероят-
ность P(Dln&Dh) в правой части равенства на Р(Dh)tr(D'п),
согласI{о ус,Iовию l независимости.Тогла правая часть равенства
(8) равна F(Р€ lDh )Р(Р' lO?, ). Поэтому равенство (8) переходит
в равенство

tr(Р' |Dh & D"n) =в(Р; |Dh )p(ff lDzn ).

Так как
p(_лflD},&D',,) = 1- |F(ро€|Dh&Dа),

F(Pf lDh) = t - р(ро€ lDh),

F(P8lDа) = 1- p(p'glD?I),

то отсюда поJIучаем утверждение леммы. t]
ЛЕММА 2. Еслч зопономерflосmч D|., + РоЕ u D'" -+ Pf, не-

аооuсuмы, ч lKE llltclcшue ilоверumелънuе 2ронuцы условллып веро-
лtпноапеil p(Po:lDb) u p(Pge|D\) po*t{ы сооfпвеrпсrпвеr{но

/!Д(Р06lDh) u t(Ро€|D2у), mо нuсlсна,л dоверumелън(rа, еранuца
Олл услоаноil верояrшюсmч$(Ро€ |Dh&D!,) равпа

ь"В ef |Dh &Di ) = t - (hB (ро€ lD',, )) (дР (роб lDa )).

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Из усltовия леммы 2 и леммы 1 следу-
gг, что имеют место аIелующие сrгношения:

F(F(роg lDh) > Ё tpflDh)) u l _ р,

(8)
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tr(tr(роб lD?r) > дР(ро"lр?r)) 2 1 _ р,

р (Ро€ 
l D h & D"n) = 1 - ( 1 - S (Ро' 

l 
D'" ) ) ( 1 - F(РоЕ | 

Di ) )

Из первых двух неравенств поJIучаем фIелующие неравепства:

F(tr(poбlDh) < trKpf lDh)) < р,

т(F(рf lD,п) < ttрf lD'n)) < р,

Применяя теорему о с.пожности вероятностлей, получим

F((р(рf lDh) < {tрf lob)) v (F(F(ро€lD'") <

<ъР(р;lD"ilD <20,

F((F(ро€lDh) > ttpf lDh)) & (F(tr(Po€lD',) >

>ttрflDа))) z|-2p, (9)

Нетрудно видеть, что из усповия

F(F(ро€ l 
Dl, ) > аР (ро€ lDh )) & F(tr(роt l 

De ) > ff ео, lo"il)

вытекаgг следующее неравенство:

1 _ (1 _ р(рf lDh )х1 - F(ро€ lDa )) 2

> 1-(1 -hPeo.1Dh))(1 -{(p"€lDa)).
Из уеповия леммы 2 и леммы 1 сrrелуец что левая часть

этого неравенства равна F(Ро€|Dh 8. Dh). Обозначим через

b'a(Pou lDh & D2n) величину t-lt_дЯlrоСtрhlltt -tеf lо""D
- правую часть неравенства, тогда вероятность неравенства,.

pp(.еo€lDh & D'") >ь"Реf |Dh & D'п))

равна вероятности, стоящей в левой части неравенства (9)

т((т(ро€lDh) > kPef lDh)) & (F(F(ро€lD?т) >

> др(ро'lDа))).
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Отсюда спедуец что

FF(росlDh & D'") > ь"Веý lDlII & D'")) > 1_2р.Е

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Закономерности

Dl, * pf ,oh -) pg€,...,Dft + ро€

будем наirывать незовuсlLмымlr, есJIи закономерности D|, -r Рое и
D"n -+ РоЕ независимы, закономерности D|', 8u D'n -+ Рое

и Dfi -+ Р6€ независимы и так дмее, закономерности
Dh &...& DГ' -+ Pf; п Dft + Р9€ независимы.

ЛЕММД 3. Длл незавuсl!мьсr зокrоflомерносmе,t Dh -+ Ро', . . .

. . . , Dft + Роt вuполнлrоrпсл слефюч4uе соотпноuмнuя, обобч.qою-

ш,uе резульmаmы преOыфч4uI лемlvl

1) F(Po€lDh &...& Dft) = 1 - ft (1 - F(Po€lDh)),
i=l

2) F(F(робlDh &...& Dft) >ь"Ре€ lDh &...& Dfr)) >

xP(po'lDb &...& Dft)) = 1 - fi
i=1

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
l. .Щоказательство первого равенства проведем по инлукции.

Случай п = 2 доl<ьзан в лемме 2.

Пусть закономерности D}, &.. . & Dfr -+ Ро€ и Dff l + Роб

независимы. Тогда, применяя к ним лемму 2, получим

8(PбlDl" &...& лfr+t1 =

= 1 - (1 - T(P0€lD,n &...& Dfr))(1 - F(Po€lDfr+')).

По индrктивному предIоложенЕю

&

т(ро€ lDh 8..,. & D!r) = 1 - fl(l - F(poelDlr)).

)1-пР,
(1 _ дР(ро€lDь)).

i=1
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Подставляя это выражение в предцлуц{ую формулу, tIопучим

равепство леммы 1.

2. [оказатепьство второго равенства леммы проводится ана-
логично предыд/щему, топько надо иметь в вI,1ду, что резуль-
тат леммы 2 не изменится, есJIи Еи)t(ние доверитепьные грани-
цы Д9(Ро€lDh), i : L,2, булут иметь различные доверительный
уровень Р. tr

Выясним соOгношение свойства независимости двух за(оно-
мерностей Dh -+ Рg€ rD2п + Pot и критерия для обора законФ.
мерностей, применяемого в мgгоде бнарухсения закономерпос-
тей. Покажем, что свойство независимоеги означа,gг независи-
}locтb вклада этих закономерностей в предскаitание ,

ЛЕММА 4. Вслч заftоflомерносmч D|n + Ро€ u D2n + Ро€

пезавuаrмы, mо формулш D|1 u D2y1 Bcyu4ecrnleutrue> в заrоно-
мерносrпч Dh & Dh -+ Рп€ , m.е. 0лл наt выполеаеflл,лня,еmсл
прuвеOенное нurrсе условuе верол,mпосmч зоloономерносmеil |4|.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из независимости слелуец что

F(Ро€ |Db &D'n ) = 1 - (1 - F(Ро€ lph ))(1 - F(Ро€ lD?' )) :
= F(роб lрh) + т(ро€ lDrn) - tr(рf lDh)F(р06 |D'п).

Так как вероятность находится в интерв€Lпе [0,1], то

F(р0€ |D1" &D'" ) > т(ро€ lDh ),

T(Pf |Db &D'n ) > F(рое lD'n ),

что являgгся усповием (существенностиD формул Dh " Dh 
"закономерности. tr

Таким образом, еоIи закономерносги Dh -+ Pf, u D21 + Ро€

независимы, то их можно улучшить дбаыrением в посылку од-
ной закономерности посьшки из дrугой -закономерности. Ес;lи
существеIIность формулы Dln шrя закономерности D}1 + Ро€ п

формулы D2n мязакономерности D2r, -} Р9€ может быть уgrанов-
лена на обучаlощем материЕме, как описано в методе обнаруже-
ния закономерностей, то допжна будет обнаружена и закономер-
ность Dln&Dh + Рое. Поэтому предпопожение о неЕ}ависимости
закономерностей означа,gг, что они улучшаIот друг д)уm, но по
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обучающему материаJIу это неJtьзя обнаружить, вспедствие ею
ограниченIlости.

Предпсrпохсение о независимости позво,Iяgг нам по закономер
ностям Dh -+ Ро',. .. , Dfr -+ Ро€ опредепить обшдую закономер-
ность Dln& ...eDh * Ро€ и вычиоIить дJIя нее оценку вероят-
ности. Поэтому оmбражение u будет имgгь вид, приведенный в
лемме 4. Для такопо предскхrания будет выпопнено вероятност-
ное неравенство, приведенное в лемме 3.

Еспи предпопожение о независимости сдеJIать нельзя, то
предсказаIIие по закономерностям Dh -+ Ро",. . . , Dft + Pg€ мох(-
tlo сделать д)угим способом. .Щдя этого мо}кно выбрать макси-
мапьную оценку унtовной вероятности. Но самаоперация выбора
I4зменит эту оценку. Поэтому надо учесть }то изменение.

лЕммА 5. вслч среdч оцено" t?f lDh),...,Дp(POelDft)
оцеrлrа eef |D|r\ лвллеrпс& моltсlrмальноil, 1, .мы вrс!ьючuм в
процефру поrосrcOенuл лучшеil зоlооr{омерrлосtпu вuбцl заrоflо-
мерlФсmч Df, + Рg€ среач осmOлъl|ыI по lсрufперuю моllсtrм(мъ-
носmu, mо оценfrа вероеmпостпu uзмеrlцmс& ч сmонеm ровноil
д"Р(р06lDfr), m,2.

р(tr(рf lDf,) > h"aeý lDfr)) > | _п0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проводя такие же рассуждеfiия, что и
при выводе неравепства (9), мох<но поJIучить неравенство

F((F(ро€ lDb ) > дР (р0€ lDlп ))& . ., &(р(р(ро€ |Dft ) }
>bpeo.lDft))) > 1-п0.

Из конъюнкции неравенgгв сJIедует, что такое неравенgгво доIIж-
но выпоJIнятся отдепьно дIIя кilкдого члена, в том чиспе и того, у
которою оценка t tPo'|Df, ) максимаJIьна. Поэтому вероятность,
стоящм в левой части неравенства, топько увеличива€тся, и са-
мо неравенство сохранится, есJIи мы конъюнкцию Ееравенств за-
меним одним неравенством {F(Po€lDfr) 2 kРеý lDfr), u котором
оценка ttP"' lDf.)_ - ,aKcиMarrilla. Тогда попучим неравенство
F(F(po€lDfr)_ > kPeo' lDfr)) > | - п0.Остается только индекс
f у оценки kPeý |Dfr) заменить на индекс пР, поскольку в силу
неравеflствадоверительный уровень равен пР. tr
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.Щействуя таким образом, мы свеJIи все за!(ономерности к од-
ноfi Dfr + Ро€ и вычисJIили дJIя нее оценку. Поэтому отоброкепие
U опр€деляется также как и в преддд5lщих с,Iучмх.

PaccMoTprtM случай, когда множеgгва Regl(Th) п Reg2(Th)
сосгоят из закономерностей .Рh, + Po',...,Dfri * Ро6, пред-

сказывающих литеру Рg€, и закономерностей D|r, * Р:,...
. . . , D3З * Р: , предсказыва,lощrrх отрицание этой л<е r,Iит€ры.
Осуществим, принимая предпопожение о независимости (лемма
3) или не принимм никаких предпоJIожений (лемма 5), предсказа-
ние литеры Ро€ по первым закономерностям и предсказание лит.е-

-Fры Р9" - по вторым. Попучим сосlтветствующие оценки. На этом
можно остановитьсЕ, попучив предсказание дЕух различных мно-
)t(ecтB РS(Ро€) и PS(P|), но можно поJIучить и результирующее
предскшаIrие.

Предпопожение, €ulаJIогичное предIопожению о независимос-
ти, в данном сJIучае принять пельзя, так как предскхrание литеры
Рое противоречит предсказаIrиям сrIрицания этой х<е литеры Pi.
В этом аIуча€ мох(но действовать также как в лемме 3. .Щля этого
доста,точно заметить, что в доI€:lат€льстве леммы 5 могут испOпь-
зоваться не только закономерности, предсказывалоцце Рба, но и

закономерности, предсI€зываюцlие Pi . Тогда выберем из всех за-
кономерностей .Ее91 (?h) u.Rе92 (Th) одну с максимаJIьной оценкой

ус.тtовной вероятности. Отображение u определяется Taк)t(e как и
в предьцуцlем сjIучае.

4.4. ПреOспц,онuе по ааfiономерносrплм Rеи(Т h) U Reg2(T h)

в оfuцем случае. Пусть (Po"o)r,(Pfo)r,...,(Pouo),,(Pfo), - все
литеры плпfп их отрицания, предск]а:}ыва€мьIе закономерностя-
ми .Regl(Th)U Reg2(Th). Найдем оцепки усJIовных вероятностей

дIя этих литер ItаK укшано выше. Пусть (Ро'О)r,(Р3О)r,...
. . . , (Pouo )r, (Р3о )1 - все литеры, дJIя которых получены соответ-
ствуюцце оценки. Эти литеры опредепяют множества

Ps((Po60 h ), Ps((Pfo ), ), . . ., Ps((POeo ),), J,s((P;o ), ).

По этим множествам нухffiо поJIучить предсказание дпя перечис-
ления любого числа пз этих множеств. На основании каких до-
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поJIнитеJIьньrх предпоJIожений это можно сделать? Наибопее ес-
т€ственным нам представляется сJIедующее предположенЕе о не-
зависимости (здесь независимости понимаегся в другом смысJIе и
отЕосится к другим закономерностям).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Закономерности Dh + (РоеO)r,...
. . ., Dfr + (РоеО)r, будем зазывать пезавuсuмыа,.u, еепи иеет место
неравенство

B((Poбo),&...&(Pfo)"lDb&..,&Dft ) = Птrr.."о)dlDh). (10)
d=l

лЕммА 6. Еслч звfrоr{о&ерностпч D'n + (Ро'о)r,...
...,Dfi -l (РобО)* незаоuс7lмы, соlласflо onp"iZn"nu.ю i, ч Оля
rаuсOой uз ,lux вwполt{&еmсл flер,венсfпво

F(,F((.Рo60)tlDh) > д9r 11rо€O)лlDh > 1 - р, i = 1,2,...,k,

rпо uмееm меспlо flеравеflсmво

fp((ро€о)r& . . . &(Po'o)*lDb& . . . &Dfr) >,

> дР((ро'О),&... &(.e0€0)*lDh&...&Dfi )) ) 1 - ?,
&

? = Epi,
i=1

&

ар((ро€0 ),& . . . &(ро'о )о lDh & . . . &Dfi ) = ll др {{ло€0 ); lDh ).
i=1

ДОКА3АТЕЛЬСТВО. Из ус.повия леммы сJ,Iелует, что каждо-
го
i, = Lr2r. .. , & выполняется неравенство

F(F((poeo);)lDh < др((ро'о),lлh )) < р.

Отсюда сJIедуец что

F(F((po€0)tlDh ) > дOr 11rое0);lDh & . . .

. . . &(F((ро€о )* lDf, ) >_ k0 о ((роео )n lpfr ))) 2 l -
&

D0l
i=l

Из истинности конъюнкции, стоящей в левой части неравенства,
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сJIелуец что

&&
fl в{{rо'о ); lDh ) 2 fIъРо((ро'о )оlаh )
i=l i=l

Отсюда оIелуец что

& ft &

Ttf[ т{tаоuоh lDh ) >, П д& ((ро'о )оlDh )) > t - | 0,t,
d=l i=l i=l

3аменяя первое произведение на усповную вероят}rость, со-
гласно равенству (10), попучим утверждение леммы. tr

Пусть у flас есть пересечение множеств, к}ятых из подмно-
жества мно}кества {РS((Р0€0 )r), . . . , РS((Ро€О )в)}, например,

Ps((Poeo h) п . . . п Ps((PoEO ),),

Определим отображение u сJIедующим образом: а(рr) = 0, если

er ф PS({Pfo ),) п . . . п рs((р0€0 ),),

и ч(рr) = |1пOО((rоеО1;|о!), если
i=1

pr € P.9((Poeo)r) п...п Ps((Po€O),).

Такое предсказание, в IIредпопоженип независимости, имеег оцен-
ки приведенную в лемме 6. .Щругие возIчrожности использовiIния
предскшtаний приведены в лемме 10.

4.5. ПреOсrмаrluе по з&lсономерносmлм Rеgз(Тh). Рассмот-
рим сначапа епучаl)i, когда Rеgз(?h) состоит из одной законо-
мерности Dп -} Pf , а множество П лlIя данпой закономерноgги
состоит из индивидfiой постоянноil! z. !ря таr<ой зкакономерности
и был получен толерантный интервап [k",Б"l, дJlя которого вы-
поJIняегся неравенство (5).Ддя rсаrсдой модели рr с PS, подстав-
ляя вмесt0 индивидной постоянной z объект Ь (см. вывод форму-
лы (4)), мо)!(но подсчитать частоту Ь2@r). Определим в качестве
предсказапия подмно)!(ество Р,S(Dп -+ Ро') С P,S тех моделей

79



Fr, NIя которых Ь" S h2Ф") < Х. В силу неравенства (5) дrя
заданных В п 1 будет имет }tеgго неравенство

В(8Фr € Р,S(Dп -+ Р6)) 2l) 2l - ý, (11)

Отобра>r<ение u в данном cllуча€ можно определить сJrедующим
бразом: ч(рr) = 0, ес;rи pr € РS(Dп -+ Pd) и а(w) = ,f, €спи
pr е РS(Dп -+ Р6).

Рассмотрим с;rучай произвоJIьного множеgгва закономерцос-
тей из Rеh(Тh). Пусть есть закономерЕоgги Dh - (Р3)r,...
...,Dfr -+ (Рбh пз Rеgg(Тh).Дл" получения рвультирующего
предскаjlапия можно также, либо ввести предпоJIожение о неза-
висимости, либо не делать дополнительных предпопожений.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Закономерности Dh + (Pd)r,...,Dfi -l
-l (Рf)t будем называть н€Е}ависимыми относитеJIьно индивид-
ных поепоянных 21 € Пt,. .:rzз € Пд, €СJIи для с.пУчаЙных вели-
чuн hb"r,. . . ,ho"o имеет меgк, равенgгво

F(Ф", S hbz, SЕ" )Eс . ..&(пzь S hb"b SЕ"О)) =

ft

= п р(д'' . hu"o <Б").
ЛЕММА 7. 3акономерlюсmu Db -+ (P6)r,...,Dfr + (Р6)*,

flезавцсllмы оrпrюсutпельню uпOuвudпыа посmоанныu z|r. .., Zh 1r

dлл нur вuполнеflu flеравенсmво

T(tr(h'. з hb", SБ"') > to) ) 0t, i = 1,...,k,

mо uмееfп меспю пер&веdсfпво

т(р(д', Shbz; SП"')&...&(hzb Shb"b SБ"r)), ?) > l - p,(l2)

&&
т = ff т;, Р =|0;.

i=l i=l

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится также, как и доказатепьст-
волеммы 6. в

Ках<дой закономерности соответствует предсказание подмно-
жестваРS(Dh -+ (Po€o)t) э P.S, f = 1,...,&. Используялемму 7,
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можно, в предположении независимости, поJIучить предскаi}ание
и соответствующие оценки дJIя пересечения произвоJIьtlого чиспа
этих множеqгв. Например, еспи предпопожение о независимоgги
можно сделать дJIя всех /с закономерностей, то отображение ч
Mo)t(Ho определить сJIедующим образом: u(pr) = 0, ес.пи

pr / PS(D|п -+ (ро60)r) п...п Ps(Dfi -l (робОh)

&

и а(рr) = .f = f| 1, ес,лш
i=l

рг с рs(Dh -+ (Pfo)l) п ...п Ps(Dfr + (рое0)*).

!ля так опредеJIеЕного предсI<азшtия будет выпоrIнено нера-
венство (12).

Предполохсим, что мы не можем принять предпоJIожение и
не3ависимости. Тогда мы Mo}teм выбрать одно из предсказаний
РS(Dh -+ (Poeo)l), явJIяющееся лучшим по какому-нибудь крите-
рию. В предыдущем сJIуча€ таким критерием был максимум ниж-
ней доверительной границы, что впоJIне еегественно для законо.
мерностей Rе и (Т h) u Reg2(T h). .Щля закономерностей Regg (Т h)
моr(ет быть много различных критериев, зависящих от типов
шкап, от соотношения жеJIа€мой тoчности и надех(шости пред-
ска:}ания и т.д. Поэтому в данном сJIучае необходимо определить
некоторую функцию Д" на мно:кестве PS, опредеJIяюшryю крите-
рий качества предска:tания.

Пусть есть некоторые закономерности Df, + (Ро'О)r,...
...,Dfr -+ (Ро€О)п и индивидЕые постоян""r" rf G Пt,..-.,ztПt.
По ним можно напйти предсказания PS(D}, -+ (Ро'о)r),...
...,PS(Dfr -+ (Ро€О)*), удовлетворяющrе 

"epaueнcTB1,- 
(11). В

качестве результирующего предскхrания можно взять предска-
зание, на котором значение критерия качества J7 максиматlьно.
Примеры таких функций приведены ниже, а также и в еrIеду-
ющем параграфе. Найдем оценку вероятности такого шредскiаза-
ния, включающего процелуру выбора лучшего предсказания в со-
отвgгствии со значением критерия .F".
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лЕммА 8. Вслч Ола зохономерносmеil Dln -+ (Po€o)r,...
...,Dfr -+ (Ро€О)* оmflослrtпелъно п"ре-е*нЙ" zr ё lir,...
. . .,Zk е Пр ВЫПОЛНеllы нерОВенсfпво

F(F € Ps(Dh -) (РобО)r)) 2 т;) 2 | - 0i,,d = 1,2,...,&,

mо 0лл звlсономерносmu с номером 1, выбuраемой в сооmвеmсm-
вuч со зflаченuем frрuтперuе F, выполнено неравенсmво

&

F(F е Ps(Dh -l (Po'o)l)) 2 "yl) 2 1 - 

'р. 

(l3)
i=1

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится анаJrогично доказательст-
ву леммы 5. tr

Закономерности из леммы 8 не обязательно все различltы,
поэтоtlrу д.пя одной закономерности можно брать сразу нескоJIь-
ко индивидньхк постоянных 21,...rZl е П. Таким образом, ес.пи
не делать никаких предпоJIожений относительно закономернос-
тей из Reqg(Th), то Mo}t(Ho поJlучить спелующее предскц}ание:
выбрать из всех (из части) закономерностей .Ееgз(Th) по всем
индивидным постоянным, входящим во множество П этих зако-
номерностеft, Dln -+ (Po€o)l (вместе с индивидной постоянной
z),KoTopM да€т наилучшее предсказание в смысJIе выбранного
критерия F. fuя попученного предсквания будет выполнено не-

равенство (13). Отображение u тогда определяется спедуюш,шм
образом: а(р) = 0,_ешIи pr / PS(Dln -l (Po'oh) п а(рr) = 7з, €сJIп

рr / PS(Dln + (Po'o)l).
Леммы 7 и 8 дают возможноqгь также поJIучить оценку пред-

ска:,ания дJIя сJIучая, когда предпоJIожение о независимости мож-
но сделать только относитеJIьно части закономерностей из
Rеgз(Тh). В этом сJIуча€, дJIя закономерностей и индивидных
постоянных, дJIя которых можно сделать предпопожение о Ееза-
висимости, вычис.,Iение оценки осуществляется в соответствии с
леммой 7, а поФrе этого результирущее предсказание получа€тся
в соотвегствии с леммой 8.

Приведем наиболее естественные, с нашей точки зрения, кри-
терии качества предсказания F д;Iя различньrх шкаJI.

Если предсказываемое отrrошение Р9€ является отноцIением
порядка (, то д.lIя одних и тех же значений ,l g Р то предска-
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зание лучшее, которое содержит в себе бопьше точек материаJIа
обучения. Точмм материаJIаобучения о € D соотвеr:гствукп такие
предсIФзания Wо € P,S, длrя которых а ( Ь либо Ь S а. Поэтому
наилучшим предскitilанием, с точки зрения этого критерия, бу-
дет такое предсItазание Q С Р.9, KqIOpoe содержит максим&,Iьное
tlиспо моделей из множества {рrа, ,. . ,rтгаm }, l[D = {ot,. . . , сr-}.
3начение кр}tтерия F'(Q) есть полученное максимапьное чисJIо.

Если прелсказывil€мм величина измеряеfсfl в шкапе отноше-
ний, то имеgг смысJI говорить о величине интервiша предсказа-
ния. Каждой модели F С PS можно поставить в соответqгвие
интервiш Jp" тех значений, соотвевствующих объекту Ь, которые
опредеJIяются моделью рr. Критерий J' тогда Mo)t(Ho определить
как сумму всех интерваIIов, входящих в предсм:tание Q Э P,S :

.F'(Q) = D lpr. По максимум этопо крит'ерия можно определить
pr€Q

наилу чшее предсказание.
4,6. Оftцuil случай проuзвольных мносrсесrпв Reg1, Reg2, Regg.
Поllучим предсказание для закономерностеЙ Reg1 u Reg2, l<aK

укх}ано в леммах 5 и б и по закономерностям пз Regg, как ука-
зано в леммах 7 и 8. Рассмотрим также, как и в предылущих
сдучмх, два способа поJIучения результирующепо предсказания:
С ИСПОJIЬЗОВаНИеМ НеКОТОРОГО ДОПО'IНИТеJ'IЬНОГО ПРеДIОЛОЖеНИЯ О

независимости и без него. Рассмотрим первый способ.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть_ есть некOгорые закономерности

Dh, + (Ро€О)r, ...,Dh, -+ (Ро€О),. из 8eg1 iR"g" и закоtIомер-
ности D|r, -+ (Po€o)r,...,afi, + (Ро'О)* из Rеgз, рассIчlатривае-
МЫе ОТНОСИТеЛЬНО ИНДИВИДНЫХ ПОСТОЯННЬЖ z1 € П1,...,zд С Пд.
Событие

fi = ((дzl S hb", SБ'' )& . . ,&(hzb < ho"r <Б"О ))

и yc,IoвHoe событие ((Ро€0 ), & . . . &(Ро'О ),, lDh, & . . . ДDft r ) будем
на:lывать независимыми, еqпи

F((ро€u )r&.. . &(роtО),,&hlDh, &... &Dffl ) =
= в((ро€0 )r& . . . &(ро.0 ),lDh, &. . . &Dftl )F(й).
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ЛЕММА 9. Еслч dлл заrономерш)сrпч Ohr&...gDftr -+

+ (Ро€0 )r&. . . &(Ро"О )r, спровеОмrcо оцепхо

F(F((ро€o )r& . . . &(ро"О ),"lDh, & . . . &Dftl ) > п0, ) 1 - fi,
прuвеOененноя в леммоЕ 5л ч 6, а dлл заБономерллосmеil
D'n" + (Ро'О )r, . . . , Dh, -l (РоеО )з справеОлuва оценrсо

F(Fьr € Ps(Db2 -l (Po€o)r) п...

... прs(Dfr, + (ро'0)*)) 2,i > l _ р2,

прuвеdеннвл в леммGD7 u8, u сооmвеmсrпвуюцuе собumuл неза-
Blrcuмы, в сооmвеmсmвuu с опреOеленuем8, tпо справеdлuва сле-
0уощм оценrсо

tr(tr((Poeo)r &,... k (ро"о)о 8. h|D|пr&...д Dftr ) > т' >

>l-P, 1|=t'^1,0=й*Oz.
ДОКА3АТЕЛЬСТВО провод{тся анапогично доказательст-

ву леммы 6. tr
Еши прдположение о независимости сдеJtать неIIьзя, то

предскш}ание можно поJIучить путем вьбора на}Iлучшего из них
в соответс,гвии со значением критерия качества .F'. Ддя этого кри-
терий J. надо опредепить дJIя множества

рs(Dlп2 -r (Po€o)r) п...п Ps(Dfr2 + (ро€O)в)

и дIIя множества

рý(ро€о )r) п . ..п рл9(рOе0 ),,).

Оценка выбранного предсказаЕия Еаходится также как и в
лемме 5.

Отображение tl опредепяегся пlKx(e, как и в предыАущих спу-
чаях.

Рассмотрим допо,IнптеJIьные возможности получения пред-
сl€:lания. 3акономерностп из Rрh U Regz U Rе gз опредеJIяют pдl-
личные подмножества Рл9((Ро€0);)) или РS(D'п -+ (Po€o)i)). Все
рассмотренные предска:tания состоят либо из этих подмножеств,
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либо из ра:}личных их пересечений. Ддя тоrо, чтбы расширить
возмо)t(ности поJIучения предскilзЕл"ний, рассмотрим предсказание
в виде объединения каких-либо подмно}кеств множества PS.

ЛЕММА L0. Еслu мrлос,сесmво PSr,...,PSri Р& € PS,
'd = 11 2r... rп, попарrц) flе пересеrолоIпса, u 0лл rосrcdоео uз Hlrr
справеOлuва оценrýа T(T(PSd) 2 т) 2 1- 0ь ,i, = 1,2,...,п, rпо

0ла обоеOuпенлм эmu:r мносrcесmв справеOлuва оцепfiо

fL

i_1 d=1

о

i=1

1l

B(T(U Ps,) > !т,) 2 t - !0r.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из ус;tовия леммы вытекаег сJIелук}
щее HepaBerIcTBo

ra

F((F(psr) > Tr)&...& (T(PSI) 2 т")) 2 t -|0*
d=l

Еclrи высказывание, стоящее в левой ча,еги неравенства, истинно,
то

пrъ

lтtгs,l 2 f т;.
i=l d=l

Но так как множества PS;, ,i, = Lr2,,.. rfl, попарно не пересека-
ются, то

\'п!rtлs,l = p(U psc).
d=l d=l

в
Таким образом мы рассмотрели различные возможности

определения а"пгоритма АР.

ý б. Метод принятия рещений

В практических задачах попученЕые предсказания, как пра-
вило, испоJIьзуются дJIя принятия определевных решений. К при-
меру, в финансовьгх задачах поJIученные предскшания о дальней-
шем двиrкении цен могут быть испоltьзованы дIIя принrIтия ре-
шения о покупке или продаке соотве.гствующей ценпоfi бумаги.
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Рассмотрим общий механизм принятия решений на основе пред-
сltазаний.

Пусть нам известно множество вариантов решений
ý = {sr,...,srr}. Предпопохсим также, что нам извеgгно, какое
одrо решение доJIжно быть вьбрано в том сJIуча€, ешrи бы нам
бьшо известно, кмм модеJIь из PS окDкется истинной. 9то озна-
чаег, что дJIя кilкдоro решения s С ý мох(но yкai,aтb множество
моделеfi PS(s) Э Р.9, дJIя коlорых доJIжно быть выбраrrо данное
решение. Будем наjtывать множgства Рл9(s;), f = 1,...,r}, вари-
антами исхода. Отметим также, что поскоJ,Iьку д/rя каrrсдой мо-
деJIи мох(gг быть выбрано топько одIо решение, то множества
,PS(s;), i = l,...,r}, попарно не первсекаются.

Поскоltьку реапьно нам не известна модепь, которм на самом
деле окакется истинной, то задачей принятия решения являегся
выбор одflогo варианта решения, основывась на прогнозах ра:r-
личfiых вариантов исходов. Таким образом, мегод принятия ре-
шений мы можем опредепить как функцию Dec: {(,\(РS(s1)),. ..
...,A(PS(s,")))} + {S U О}, кOпорм дJIя I<ажд9по выбора оце-
нок вероятностей исходов (.\(PS(s1 )), . . ., .\(PS(s,"))) возвращает
один выбранный вариант решения ý € ,S лuбо а в том сJIучае,
еG,Iи решение не можег быть принято.

Прежде чем переходпть к построению метода принятия ре-
шений, необходимо за!дать функцию оценки вероятноепей исхо-

дов l : {Pý(s1),. ..,PS(s")} -} [0,1], которм дпя любого исхь
да Р,S(s) Э Р.9 вычисJrяет р€Еlультируюшý/ю оценка вероятнос-
ти данного исхода, основываясь на оценках u(рг) всех моделей

рr € Р,5(s), входящих в этот исход PS(s).
Способы опредепения функции } могут быть различны и за-

висят от спеlцлфики решаемой задачи. Приведем два примера
определения функции ).

1. По мш<симмьной оценке: А(РS(s)) =

2. По средней оценке:

{uИ)}.mах
рr€Р5(с)

Е u(pr)
рf€РS(s)

п(Рý(s))
)(PS(s)) =
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есJIи n(P,S(ý)) l 0, и )(PS(B)) = 0, ес.llи n(PS(s)) = 0. Здесь
n(PS(s)) - коJIичество моделей во множестве PS(s).

.Щдя определения мегода решеЕия в ра:}личных задачах также
могут быть испопьзоваIIы разJIичные способы за!дания функrци
Dec. В IGlчестве однопо достаточно универсаJIьного способа опре-
деления функции Dec мох<но предJtожить слелующий варианц
учитывающий при принятии решения согласованность прогнозов
различных вариантов исходов.

.Щ,ля r<аждого варианта исхода P.9(s6), i = 1,...,??, рассчи-
тывается показатель согласоваIlности его прогноза по формуле
Ctr; = rc(Рý(s;)) -Tjy{Б(PS("l))}, т.е. как pa,:l'oc'b межд/ оцен-

кой вероятности данного исхода и максимаJIьной оценкой веро-
ятности остtUIьных исходов. В качестве окончатеJIьного решения
вьбирается решение, соответствующее исходу, показатель согла-
соваIIности которого строго больше заданного порога 0 < 6 < 1,

т.е. Dec = 8&, где е = *8ojT,?.1n{Ctrl: Сtrl ) 6}. Порог d'будем

IIазывать ,поро2ом соzлосоввнtлосmu. В сlrуча€, еqrlи не существу-
ет исхода, показатель согласованноеги которого выцIе указанного
порога, то решение не принимаgгся u Dec = О. Таким образом,
регулируя порог согласованности 6, можно регулировать степень

уверенности при принятии решений.
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