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1. Введение

Предположим, что обыкновенные дифференциальные операторы

Ln = ∂nx +
n−2∑
i=0

ui(x)∂ix, Lm = ∂mx +
m−1∑
j=0

vj(x)∂jx

порядков n и m коммутируют. Тогда по лемме Бурхналла — Чаунди [1] су-
ществует ненулевой полином R(z, w) такой, что R(Ln, Lm) = 0. Этот полином
определяет спектральную кривую � = {(z, w) : R(z, w) = 0} ⊂ C2. Если ψ
является совместной собственной функцией Ln и Lm:

Lnψ = zψ, Lmψ = wψ,

то точка с координатами (z, w) принадлежит спектральной кривой � . Размер-
ность пространства совместных собственных функций для (z, w) в общем по-
ложении является общим делителем n и m. Рангом l называется наибольший
общий делитель всех порядков операторов из максимального коммутативного
кольца, содержащего Ln и Lm.

Коммутативные кольца дифференциальных операторов классифицирова-
ны И. В. Кричевером [2, 3]. В случае операторов ранга 1 совместные собствен-
ные функции выражаются через тэта-функцию многообразия Якоби спектраль-
ной кривой [2]. Коэффициенты таких операторов являются мероморфными
функциями [2]. При l > 1 собственные функции не находятся явно. В случае
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эллиптических спектральных кривых операторы ранга l = 2 найдены И. В. Кри-
чевером и С. П. Новиковым [4], операторы ранга l = 3 построены О. И. Мохо-
вым [5].

Некоторые примеры операторов ранга 2, 3, отвечающих спектральным кри-
вым родов 2–4, построены в [6–9]. Операторы ранга 2, отвечающие гиперэллип-
тическим спектральным кривым рода g, изучались в [10]. В частности, в [10]
доказано, что оператор

L]4 =
(
∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0

)2 + g(g + 1)α3x, α3 6= 0,

коммутирует с оператором порядка L]4g+2. При g = 1 операторы L]4, L
]
4g+2 сов-

падают с операторами Диксмье [11]. Операторы Диксмье были первыми приме-
рами нетривиальных коммутирующих элементов в первой алгебре Вейля. Дей-
ствия автоморфизмов первой алгебры Вейля на L]4, L

]
4g+2 изучались в [12]. В

[13] показано, что

L\4 =
(
∂2
x + α1 cos(x) + α0

)2 + α1g(g + 1) cos(x)

коммутирует с L\4g+2. Используя замену координат и автоморфизмы первой
алгебры Вейля, О. И. Мохов [14] с помощью L\4, L

\
4g+2 построил операторы

произвольного ранга l > 1. Пары операторов L]4, L
]
4g+2 и L\4, L

\
4g+2 изучались в

[15].
Сформулируем основные результаты этой работы.

Теорема 1. Оператор

L4 =
(
∂2
x +

1
4
α2 cos2(x) + α cos(x) +

(2g + 1)2 − α2

4

)2

− g(g + 1)(α2 cos2(x) + 2α cos(x)), α 6= 0, (1)

коммутирует с некоторым оператором L4g+2 порядка 4g + 2.

Отметим, что L4, L4g+2 образуют пару коммутирующих операторов ран-
га 2. Это вытекает из следующей теоремы.

Теорема 2. Оператор L4 не коммутирует с оператором нечетного порядка.

Отметим также, что, используя замену координат из [14], с помощью L4,
L4g+2 можно получить семейство операторов с полиномиальными коэффици-
ентами, т. е. эти операторы определяют новые коммутативные подалгебры в
первой алгебре Вейля.

Теорема 3. Спектральная кривая операторов L4 и L4g+2 задается урав-
нением

F (z) = zA0(z)2 +
1
4
((1− α2 − 4g(g + 1))A1(z)2 + 4A2(z)2 − 12A1(z)A3(z))

+A0(z)(αA1(z) + (4g(g + 1)− 3− α2)A2(z) + 12A4(z)),

функции Ai(z) определены в формуле (6) (см. ниже).
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2. Доказательство теорем 1–3

В [10] исследовались коммутирующие дифференциальные операторы L4,
L4g+2 ранга 2 порядков 4 и 4g+2, отвечающие гиперэллиптическим спектраль-
ным кривым рода g:

w2 = Fg(z) = z2g+1 + c2gz
2g + · · ·+ c0.

Совместные собственные функции ψ этих операторов удовлетворяют диффе-
ренциальному уравнению второго порядка [4]

ψ′′ = χ1(x, P )ψ′ + χ0(x, P )ψ, P (z, w) ∈ � ,

где χ0 и χ1 — рациональные функции на � . Оператор L4 формально самосо-
пряжен тогда и только тогда, когда χ1(x, P ) = χ1(x, σ(P )), где σ(z, w) = (z,−w)
[10]. Пусть L4 формально самосопряжен, т. е.

L4 =
(
∂2
x + V (x)

)2 +W (x).

В [10] доказана следующая

Теорема 4. Функции χ0 и χ1 имеют вид

χ0 = −Qxx

2Q
+
w

Q
− V, χ1 =

Qx

Q
,

где Q — полином степени g по z,

Q = zg + αg−1(x)zg−1 + · · ·+ α0(x),

αi(x) — некоторые функции. Полином Q удовлетворяет уравнению

4Fg(z) = 4(z−W )Q2−4V (Qx)2+(Qxx)2−2QxQxxx++2Q(2VxQx+4V Qxx+Qxxxx).
(2)

Следствие 1 [10]. Полином Q удовлетворяет линейному дифференциаль-
ному уравнению

∂5
xQ+ 4V Qxxx + 2Qx(2z − 2W + Vxx) + 6VxQxx − 2QWx = 0. (3)

Теорема 4 использовалась в [16, 17] при построении операторов ранга 2.
Перейдем к доказательству теоремы 1. Пусть

V (x) =
1
4
α2 cos2(x) + α cos(x) +

(2g + 1)2 − α2

4
,

W (x) = −g(g + 1)(α2 cos2(x) + 2α cos(x)).

Для доказательства существования оператора L4g+2, коммутирующего с L4,
достаточно доказать, что существует полином Q(x, z), удовлетворяющий (3).
Будем искать Q в виде

Q(x, z) = A2g(z) cos2g(x) + · · ·+A1(z) cos(x) +A0(z).

Считаем As(z) = 0 при s > 2g и As(z) = 0 при s < 0. Тогда (3) примет вид

− sin(x)(B2g(z) cos2g(x) + · · ·+B1(z) cos(x) +B0(z)) = 0, (4)

где

Bs+1(z) = −(s+ 1)(−4g(g + 1) + s(s+ 2))α2As(z)
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+ 2α(2s+ 3)(2g(g + 1)− (s+ 1)(s+ 2))As+1(z)

+ ((s+ 2)3(3− 4g(g + 1) + s(s+ 4) + 2α2) + 4(s+ 2)z)As+2(z)
+ 2α(2s+ 5)(s+ 2)(s+ 3)As+3(z)

+ (s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)(4g(g + 1)− 2(s+ 3)2 − α2 − 1)As+4(z)
+ (s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)(s+ 6)As+6(z), −1 ≤ s ≤ 2g − 1. (5)

Пусть A2g(z) = (−1)gα2g32 ·52 · . . . ·(2g−1)2. Определим A2g−1(z), . . . , A0(z)
с помощью рекуррентной формулы

As(z) =
1

(s+ 1)(4g(g + 1)− s(s+ 2))α2

× (2α(2s+ 3)(−2g(g + 1) + (s+ 1)(s+ 2))As+1(z)

+ ((s+ 2)3(−3 + 4g(g + 1)− s(s+ 4)− 2α2)− 4(s+ 2)z)As+2(z)
− 2α(2s+ 5)(s+ 2)(s+ 3)As+3(z)

− (s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)(4g(g + 1)− 2(s+ 3)2 − α2 − 1)As+4(z)
− (s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)(s+ 6)As+6(z)). (6)

Из (5) следует, что
B2g(z) = 0, . . . , B1(z) = 0.

Заметим, что из (6) с помощью индукции вытекает тождество

A2i−1(z) =
2iA2i(z)

α
, 1 ≤ i ≤ g. (7)

С учетом равенств A1(z) = 2
αA2(z), A3(z) = 4

αA4(z) и A5(z) = 6
αA6(z) имеем

B0(z) =
1
α

(−4g(g + 1)α2A0(z) + 2(4g(g + 1)− 2(α2 + 2z))A2(z)

− 12α2A2(z)− 24(4g(g + 1)− 9− α2)A4(z)− 720A6(z)). (8)

Прямыми выкладками проверяется, что из (6) и (7) следует равенство B0(z) = 0.
Таким образом, построенный полином Q(x, z) является полиномом степени

g по z и удовлетворяет (3). Теорема 1 доказана.

Для доказательства теоремы 2 нам понадобится

Лемма 1 [15]. Коммутатором операторов

L4 =
(
∂2
x + V (x)

)2 +W (x)

и
Ln = an(x)∂nx + an−1(x)∂n−1

x + · · ·+ a1(x)∂x + a0(x)

является оператор порядка n+ 3:

[Ln, L4] = bn+3(x)∂n+3
x + bn+2(x)∂n+2

x + · · ·+ b1(x)∂x + b0(x), bi = bi(x),

где

bm+3 = −4a′m − 6a′′m+1 − 4a′′′m+2 − a′′′′m+3

− 2V am+1 − 4V a′m+2 − 2V a′′m+3 + 2
n∑

s=m+1

Cm+1
s as∂

s−m−1
x V
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− 2V ′am+2 − 2V ′a′m+3 + 2
n∑

s=m+2

Cm+2
s as∂

s−m−1
x V

− (V 2 +W + V ′′)am+3 +
n∑

s=m+3

Cm+3
s as∂

s−m−3
x (V 2 +W + V ′′) (9)

при −3 ≤ m ≤ n. При этом as = 0, если s < 0, и as = 0, если s > n, Cp
q = q!

(q−p)!p!
при p ≥ 0 и Cp

q = 0 при p < 0.
Из леммы 1 следует, что для коммутирующих операторов коэффициенты

an и an−1 являются константами. Пусть an = 1, an−1 = λ.
Предположим, что существует обыкновенный дифференциальный опера-

тор нечетного порядка:

L2k+1 = ∂2k+1
x + λ∂2k

x + a2k−1(x)∂2k−1
x + · · ·+ a1(x)∂1

x + a0(x), ai = ai(x),

такой, что [L2k+1, L4] = 0. Тогда по формуле (9) вычислим a2k−1, . . . , a0:

4a′m = 6a′′m+1 − 4a′′′m+2 − a′′′′m+3

− 4V (x)a′m+2 − 2V (x)a′′m+3 + 2
2k+1∑

s=m+2

Cm+1
s as∂

s−m−1
x V (x)

− 2V ′(x)a′m+3 + 2
2k+1∑

s=m+3

Cm+2
s as∂

s−m−1
x V (x)

+
2k+1∑

s=m+4

Cm+3
s as∂

s−m−3
x (V 2(x) +W (x) + V ′′(x)), 0 ≤ m ≤ 2k − 1.

Коэффициенты an, . . . , a0 являются тригонометрическими полиномами, а имен-
но для s = 1, . . . , k

a2k−2s =
λk!α2s

22ss!(k − s)!
cos2s(x)

−
α2s

s∏
i=0

(2k − (2i− 1))

23s(s− 1)!
cos2s−1(x) sin(x) + . . . , s = 1, . . . , k. (10)

a2k+1−2s =
α2s

s−1∏
i=0

(2k − (2i− 1))

s!23s cos2s(x) + . . . , s = 1, . . . , k. (11)

При m = −3 формула (9) примет вид

b0 = −a′′′′0 −2V (x)a′′0−2V ′(x)a′0+a1∂x(V (x)2+W (x)+V ′′(x))+
2k+1∑
s=2

∂sx(V
2+W+V ′′).

Тогда из (10) и (11) следует, что b0 является полиномом по косинусам и синусам
степени 2k + 3:

b0 = −
α2k+4

k−1∏
i=0

(2k − (2i− 1))

23k+2k!
cos2k+3(x) sin(x) + . . . .
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Таким образом, b0 6= 0, и, следовательно, [L2k+1, L4] 6= 0. Теорема 2 доказана.

Докажем теорему 3. Заметим, что правая часть (2) содержит производные
Q не более четвертого порядка. Поэтому при подстановке x = π/2 на левую
часть в (2) влияют только последние пять слагаемых в Q, т. е.

F (z) =
1
4
(4(z −W )Q̃2 − 4V (Q̃x)2 + (Q̃xx)2 − 2Q̃xQ̃xxx

+ 2Q̃(2VxQ̃x + 4V Q̃xx + Q̃xxxx))|x=π/2,

где

Q̃ = A4(z) cos4(x) +A3(z) cos3(x) +A2(z) cos2(x) +A1(z) cos(x) +A0(z).

Отсюда получаем

F (z) = zA0(z)2 +
1
4
((1− α2 − 4g(g + 1))A1(z)2 + 4A2(z)2 − 12A1(z)A3(z))

+A0(z)(αA1(z) + (4g(g + 1)− 3− α2)A2(z) + 12A4(z)).

Теорема 3 доказана.
Пример. При g = 1 имеем

L6 = ∂6
x +

3α
4

cos(x)(α cos(x) + 4)∂4
x − 3α sin(x)(2 + α cos(x))∂3

x

+
(

3α4

16
cos4(x) +

3α3

2
cos3(x)− 7α2 cos2(x) +

−275 + 142α2 − 3α4

16

)
∂2
x

+ sin(x)
(
−3α4

4
cos3(x)− 9α3

2
cos2(x) + 8α2 cos(x) + 10α

)
∂x

+
α6

64
cos6(x) +

3α5

16
cos5(x)− 5α4

4
cos4(x)− 37α3

4
cos3(x)

+
349α2 + 94α4 − 3α6

64
cos2(x) +

37α+ 118α3 − 3α5

16
cos(x).

Уравнение спектральной кривой пары L4, L6 имеет вид

F (z) = z3 + 4(α2 − 1)z2 + (4 + 5α2(α2 − 3))z + α2(7 + 2α2(α2 − 7)).
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