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1. Введение

Интерес к изучению правил вывода для неклассических логик возрос с раз-
витием компьютерных наук. Исследование искусственного интеллекта требует
языка, приспособленного для описания различных динамических систем. Язык
логик, сочетающих модальности знания и времени, отлично справляется с этой
задачей (см. [1, 2]). Многомодальные логики, полученные в результате добав-
ления операторов, выражающих знания и время, к классическому пропозицио-
нальному исчислению CPC, эффективны для моделирования ситуаций, в кото-
рых агенты, обладающие определенными знаниями, оперируют ими в процессах
рассуждений и вычислений, использующих пошаговые стратегии, имитирую-
щие время (см. [1, 3, 4]). Но изначально факты и утверждения описывают-
ся с помощью формул, которые не способны выразить изменяющиеся условия
и предпосылки. На помощь приходит применение правил вывода и секвентов,
которые реализуют логическое следование от условий к заключениям. Тем са-
мым допустимые правила вывода предоставляют более тонкий и выразитель-
ный аппарат для моделирования мышления и вычислений.

Понятие допустимого правила вывода было впервые введено Лоренценом
в 1955 г. (см. [5]). Для произвольной логики допустимыми являются те правила,
которые не изменяют множество доказуемых теорем данной логики. Было за-
мечено, что можно усилить дедуктивную силу аксиоматической системы путем
добавления допустимых, но не выводимых правил вывода (см. [6]). Впервые
Фридман поставил вопрос о нахождении алгоритма распознавания допустимых
правил вывода в интуиционистском пропозициональном исчислении [7]. Этот
вопрос был решен В. В. Рыбаковым [8, 9] в 1984 г. В 1980-х гг. В. В. Рыбаков
положительно решил проблему допустимости правил вывода в широком классе
модальных и суперинтуиционистских логик, в частности, для K4, S4, H, Grz,
GL и многих других (см. [10]).
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Гиларди разработал другой алгоритм нахождения допустимых правил вы-
вода, используя понятие унификации (см. [11]). Позже вопрос унификации и ее
связи с допустимостью правил вывода был исследован для многих модальных
и интуиционистских логик (см. [12–16]).

Однако изучение допустимых правил вывода многомодальных логик нача-
лось сравнительно недавно. Решение этого вопроса для некоторых многомо-
дальных логик можно найти, например в [17, 18]. В данной статье исследуется
вопрос разрешимости допустимости правил вывода в случае линейной логики
знания и времени LTKr с рефлексивным и интранзитивным отношением време-
ни (другие свойства данной логики описаны в [19]). Мы рассматриваем время
как линейную дискретную последовательность состояний. Каждое временное
состояние содержит в себе набор информационных узлов, связанных между
собой бинарными отношениями Ri, имитирующими знания агентов. Предпо-
лагается, что поток временных состояний является линейным и дискретным,
а агенты обмениваются между собой информацией синхронно. Каждый агент
может различать рассматриваемое временное состояние и непосредственно сле-
дующее за ним.

Основными результатами статьи являются доказательство того, что LTKr

разрешима относительно допустимости правил вывода, и получение алгоритма,
который по заданному правилу r определяет, допустимо ли r в логике LTKr.

2. Определения и предварительные результаты

Приведем основные определения, обозначения и утверждения, используе-
мые в статье.

Определение 2.1. k-Модальный фрейм Крипке — это кортеж F = 〈WF ,
R1, . . . , Rk〉, где WF — непустое множество элементов и каждое Ri — некоторое
бинарное отношение, определенное на WF .

Определение 2.2. Дан фрейм КрипкеF = 〈WF , R1, . . . , Rk〉. Для любого
Ri Ri-сгусток — это подмножество C множества WF такое, что ∀w ∀z ∈ C
(wRiz & zRiw) и ∀z ∈WF ∀w ∈ C ((wRiz & zRiw) ⇒ z ∈ C). Через C(w) будем
обозначать Ri-сгусток, порожденный элементом w, т. е. w ∈ C.

Определение 2.3. n-Модальный фрейм F = 〈WF , R1, . . . , Rn〉 называет-
ся открытым подфреймом m-модального фрейма S = 〈WS , S1, . . . , Sm〉, если
n = m, WF ⊆ WS , для любого отношения Ri выполняется Ri ∩W 2

S
= Si, а

также ∀a ∈WS ∀b ∈WF (aRib⇒ b ∈WS ).

Определение 2.4. Отображение f фреймаF = 〈WF , R1, . . . , Rk〉 на фрейм
S = 〈WS , S1, . . . , Sk〉 называется p-морфизмом, если

(i) ∀a, b ∈WF (aRib⇒ f(a)Sif(b));
(ii) ∀a, b ∈WF (f(a)Sif(b) ⇒ ∃c ∈WF (aRic и f(c) = f(b))).

Определение 2.5. Даны фрейм Крипке F и множество пропозициональ-
ных переменных P . Моделью MF на F называется кортеж MF = 〈F , V 〉, где
V — означивание переменных из P на F , т. е. ∀p ∈ P (V (p) ⊆ WF ). Через
Dom(V ) обозначим множество переменных, для которых определено V .

Зафиксируем пропозициональный модальный язык L , состоящий из счет-
ного множества пропозициональных переменных P , стандартных булевых опе-
раций {∧,∨,→,¬}, множества одноместных модальных операторов {�i (1 ≤ i ≤
k)} и вспомогательных символов (скобок).
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Формулы языка L определяются индуктивно:
• переменные L являются элементарными формулами;
• если A и B — L -формулы, то ¬A, A ∧ B, A ∨ B, A → B, �iA также

являются L -формулами.
Означивание V модели M = 〈F , V 〉 стандартным образом может быть

расширено с множества пропозициональных переменных P на все множество
формул, полученных с помощью переменных из P . В частности, для любого
w ∈WF

1) (F , w) |=V p⇔ w ∈ V (p);
2) (F , w) |=V ¬A⇔ (F , w) 6|=V A);
3) (F , w) |=V A ∧B ⇔ (F , w) |=V A и (F , w) |=V B;
4) (F , w) |=V A ∨B ⇔ (F , w) |=V A или (F , w) |=V B;
5) (F , w) |=V A→ B ⇔ ((F , w) 6|=V A) ∨ ((F , w) |=V B));
6) (F , w) |=V �iA⇔ ∀z ∈WF (wRiz ⇒ (F , z) |=V A);
7) (F , w) |=V ♦iA⇔ ∃z ∈WF (wRiz ⇒ (F , z) |=V A).
Истинность формулы A на элементе w в моделиM определяем стандартно

и обозначаем через (F , w) |=V A. Истинность A на каждом элементе моделиM
обозначаем через F |=V A. Если A истинна на фрейме F при любом означива-
нии V , то используем обозначение F |= A. Множество всех элементов модели,
на которых истинна A, обозначаем через V (A).

Множество формул языка L , истинных на фреймах специального вида,
будем называть логикой.

Определение 2.6. Модель M = 〈F , V 〉 называется адекватной для ло-
гики L (L-моделью), если любая формула α ∈ L истинна на данной модели.
Соответственно фрейм F = 〈WF , R1, . . . , Rn〉 адекватен логике L, если для
любой формулы α ∈ L выполняется F |= α.

Определение 2.7. Модель M1 = 〈F1, V1〉 называется открытой подмо-
делью модели M2 = 〈F2, V2〉, если

1) F1 является открытым подфреймом F2,
2) Dom(V1) = Dom(V2) и ∀p ∈ Dom(V1) (V1(p) = V2(p) ∩WF1).

Лемма 2.1 [10, гл. 2.5]. ЕслиM1 = 〈F1, V1〉 — открытая подмодель модели
M2 = 〈F2, V2〉, то

∀v ∈WF1 [(F1, v) |=V1 A⇔ (F2, v) |=V2 A].

Определение 2.8. Отображение f называется p-морфизмом моделиM1 =
〈F1, V1〉 на модель M2 = 〈F2, V2〉, если

(i) f является p-морфизмом фрейма F1 на фрейм F2;
(ii) Dom(V1) = Dom(V2);
(iii) ∀p ∈ Dom(V1) ∀w ∈WF1 [(F1, w) |=V1 p⇔ (F2, f(w)) |=V2 p].

При этом модель M2 является p-морфным образом модели M1.
Модели M1, M2 будем называть изоморфными, если существует биектив-

ный p-морфизм M1 на M2.

Лемма 2.2 [10, гл. 2.5]. Если f является p-морфизмом модели M1 =
〈F1, V1〉 на модель M2 = 〈F2, V2〉, то для любой формулы A, зависящей от
переменных из Dom(V1), выполняется

∀a ∈WF1 [(F1, a) |=V1 A⇔ (F2, f(a)) |=V2 A].
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Определение 2.9. Элемент w модели 〈F , V 〉 называют формульным, если
существует формула β(w) такая, что ∀z ∈ F ((F , z) |=V β(w) ⇔ w = z).

Определение 2.10. Для модели M = 〈F , V 〉, где Dom(V ) = {p1, . . . , pn},
новое означивание V1 пропозициональных переменных q1, . . . , qm на F называ-
ют формульным, если для любой qi выполняется V1(qi) = V (φi) для некоторой
формулы φi = φi(p1, . . . , pn).

Определение 2.11. Модель Крипке M = 〈F , V 〉, где V : Pn → 2WF
и Pn = {p1, p2, . . . , pn}, называют n-характеристической для логики L, если
для любой формулы A(p1, . . . , pn) от переменных p1, . . . , pn выполняется A ∈
L⇔ F |=V A.

Определение 2.12. Правило вывода r — это выражение вида

r :=
ϕ1(x1, . . . , xm), . . . , ϕn(x1, . . . , xm)

φ(x1, . . . , xm)
,

где ϕ1(x1, . . . , xm), . . . , ϕn(x1, . . . , xm) и φ(x1, . . . , xm) — формулы, построенные
с использованием переменных x1, . . . , xm. Будем использовать запись xi ∈
Var(r), если xi является переменной правила r.

Определение 2.13. Правило r истинно на модели 〈F , V 〉 (обозначаем
через F |=V r), если

∀a ∈ F
[
(F , a) |=V

∧
1≤i≤n

ϕi ⇒ (F , a) |=V φ
]
.

Определение 2.14. Подстановка � — это замена каждой переменной xi ∈
Var(r) формулой αi. Для формулы A обозначим через �(A) результат приме-
нения подстановки � к A.

Определение 2.15. Правило вывода r := ϕ1, . . . , ϕn/φ называют допу-
стимым в логике L тогда и только тогда, когда для любой подстановки �, если
�(ϕi) ∈ L для каждого i, то �(φ) ∈ L.

Лемма 2.3 [10, гл. 3.3]. Правило вывода r недопустимо в логике L тогда
и только тогда, когда для любой последовательности k-характеристических мо-
делей найдутся номер n и n-характеристическая модель M = 〈F , V 〉 из этой
последовательности такая, что r опровергается на F при некотором формуль-
ном означивании.

3. Семантика LTKr

Язык L LTK состоит из счетного множества пропозициональных перемен-
ных P := {p1, . . . , pn, . . . }, стандартных булевых операций {∧,∨,→,¬} и мно-
жества унарных модальных операторов {�T ,�∼,�i (1 ≤ i ≤ k)}. Правильно
построенная формула (ППФ) определяется стандартным образом, в частности,
если A — ППФ, то �TA,�∼A,�iA (1 ≤ i ≤ k) также ППФ. Обозначим через
Fma(L LTK) множество всех ППФ языка L LTK (далее в тексте под форму-
лой будем понимать формулу из множества Fma(L LTK)). Введенные модаль-
ные операторы будем интерпретировать следующим образом: (a) �TA в логике
LTKr означает, что информация A истинна в рассматриваемый момент и бу-
дет истинна в следующий; (b) �∼A означает, что A истинна в рассматриваемый
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момент времени; (c) �iA означает, что информация А истинна во всех информа-
ционных точках, доступных агенту i. Семантика для языка L LTK моделирует,
например, линейный и дискретный поток вычислительного процесса, в котором
каждый момент времени ассоциируется с натуральным числом n.

Определение 3.1. LTKr-фрейм — это многомодальный фрейм F =
〈WF , RT , R∼, R1, . . . , Rk〉, где

(a) WF — объединение непустых множеств Cn: WF :=
⋃
n∈J

Cn, где J =

[0, L], L ∈ N , или J = N (N — множество натуральных чисел);
(b) RT — линейноe, интранзитивноe на сгустках, рефлексивноe бинарное

отношение на WF :

∀w∀z ∈WF (wRT z ⇔ [∃n ∈ J((w ∈ Cn)&(z ∈ Cn)) ∨ ((w ∈ Cn)&(z ∈ Cn+1))]);

(c) R∼ — универсальное S5-отношение на любом Cn ∈WF :

∀w∀z ∈WF (wR∼z ⇔ ∃n ∈ J((w ∈ Cn)&(z ∈ Cn)));

(d) Ri — некоторое отношение эквивалентности внутри любого сгустка Cn.

Класс всех таких фреймов обозначим через LTKr.
Такие фреймы моделируют ситуацию, в которой каждый агент располага-

ет информацией в каждый из временных состояний. Любое временное состоя-
ние (RT -сгусток) Cn состоит из множества информационных точек, доступных
в момент n. Отношение RT – это соединение в линейный поток таких инфор-
мационных точек. Для двух точек w и z выражение wRT z означает, что либо
w и z доступны в момент n, либо z будет доступна в следующий момент по
отношению к w. Так как отношение R∼ связывает все информационные точ-
ки, потенциально доступные в один и тот же момент, R∼ представляет собой
знание, потенциально доступное всем агентам в рассматриваемом временном
состоянии. Отношение Ri определяет, какая информация доступна агенту i.

Кроме того, отношения на LTKr-фрейме обладают следующими свойства-
ми:

PM.1: vR∼z ⇒ (vRT z & zRT v);
PM.2: vRiz ⇒ vR∼z;
PM.3: (vRT z & zRT v) ⇒ vR∼z;
PM.4: (vRT z & zR∼y) ∨ (vR∼z & zRT y) ⇒ vRT y.
В частности, имеем совпадение RT - и R∼-сгустков линейной цепи.

Определение 3.2. Для двух RT -сгустков Cm и Cj запись CmRTCj означа-
ет, что ∀w ∈ Cm ∀z ∈ Cj (wRT z). При этом Cm является RT -предшественником
сгустка Cj , а Cj — RT -последователем сгустка Cm.

Определение 3.3. LTKr-фрейм F , где WF = C1(z)RTC2RT . . . RTCn,
будем называть возрастающей цепью сгустков. При этом LTKr-цепи могут
быть как конечные, так и бесконечные. Множество всех элементов WF будем
обозначать через z≤.

Определение 3.4. Элемент z LTKr-фрейма F имеет глубину m, ес-
ли m — максимальный номер сгустка в конечной возрастающей цепи z≤ =
C1(z)RTC2RT . . . RTCm, причем для любого z ∈ Cm если имеет место zRTw,
то w ∈ Cm (т. е. Cm — финальный сгусток фрейма F ).
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Определение 3.5. Говорим, что элемент z достижим из элемента w ров-
но через m «шагов» по отношению RT , если найдутся сгустки C1, C2, . . . , Cm
такие, что C(w)RTC1RTC2RT . . . RTCm и z ∈ Cm.

Определение 3.6. Логика LTKr — это множество всех LTKr-истинных
формул: LTKr := {A ∈ Fma(L LTK) | ∀F ∈ LTKr(F |= A)}. Если A принад-
лежит LTKr, то говорим, что A — теорема LTKr.

Определение 3.7. Пусть A — формула в языке логики LTKr. Модаль-
ная временная степень td(A) формулы A определяется следующим образом:
td(p) = td(>) = td(⊥) = 0; td(¬α) = td(α); td(α→ β) = td(α ∨ β) = td(α ∧ β) =
max(td(α), td(β)); td(�∼α) = td(�iα) = td(α); td(�Tα) = td(α) + 1.

Будем говорить, что в языке модальной логики LTKr правило вывода r
есть правило в редуцированной нормальной форме, если оно имеет вид r :=
εr/x1, где

εr :=
∨

1≤j≤s

θj ,

θj :=
( ∧

1≤i≤m

[
xd(j,i,1)i ∧ (♦Txi)d(j,i,2) ∧ (♦∼xi)d(j,i,3) ∧

∧
1≤l≤k

(♦lxi)d(j,i,l,4)
])
,

d(j, i, z), d(j, i, l, z) ∈ {0, 1} и для любой формулы α имеет место α0 := α, α1 :=
¬α. Через Pr(r) будем обозначать множество дизъюнктов посылки {θ1, . . . , θn}
правила r, а через Con(r) — заключение x1.

Правило вывода rnf в редуцированной нормальной форме является реду-
цированной нормальной формой правила r тогда и только тогда, когда F |=
r ⇔ F |= rnf для любого фрейма F .

Используя следствия 3.1.13 и 3.1.15 из [10], получаем следующее утвержде-
ние

Теорема 3.1. Существует алгоритм, который для любого заданного пра-
вила вывода r в языке модальной логики LTKr позволяет построить подходя-
щее правило вывода rnf в редуцированной форме, эквивалентное относительно
допустимости правилу r (т. е. rnf допустимо в LTKr тогда и только тогда,
когда r допустимо в LTKr).

4. Построение ChLT Kr(n)

В этом разделе представлена схема построения специальной n-характери-
стической модели ChLTKr (n) для логики LTKr с рефлексивным и интранзи-
тивным отношением времени.

Шаг 1. Возьмем класс F конечных LTKr-фреймов таких, что ∀F ∈ F ∀w
∀z ∈ WF (wRT z & zRTw). Обозначим через C (F )n класс всех различных не
изоморфных друг другу моделей C := 〈F , V 〉, где

(1) F ∈ F ;
(2) Dom(V ) = {p1, . . . , pn}.
Определим S1(ChLTKr (n)) :=

⊔
C (F )

Cn, т. е. первый слой ChLTKr (n) состоит

из множества конечных RT -сгустков со всевозможными означиваниями пере-
менных p1, . . . , pn, которые не изоморфны друг другу как модели.

Шаг 2. К каждому RT -сгустку C из S1(ChLTKr (n)) приписываем сгустки
Cj из C (F )n в качестве непосредственных RT -предшественников (т. е. CjRTC)
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при условии, что сгусток Cj не изоморфен как модель C. Результатом такого
построения станет модель S≤2(ChLTKr (n)).

Шаг 3. К каждому RT -сгустку C из S2(ChLTKr (n)) приписываем каж-
дый сгусток Cj из C (F )n в качестве непосредственных RT -предшественников.
Получим модель S≤3(ChLTKr (n)).

Шаг i + 1. Предположим, что модель S≤i(ChLTKr (n)) для i ≥ 2 по-
строена так, что любой ее открытый подфрейм — это LTKr-фрейм. Модель
S≤i+1(ChLTKr (n)) строим следующим образом. К каждомуRT -сгустку C глуби-
ны i добавляем в качестве непосредственных RT -предшественников всевозмож-
ные сгустки из (F )n. В итоге ChLTKr (n) := 〈WChLTKr , RT , R∼, R1, . . . , Rk, V 〉 :=⋃
i∈N

S≤i(ChLTKr (n)). Обозначим фрейм модели ChLTKr (n) через Ch(n).

Лемма 4.1. Модель ChLTKr (n) = 〈Ch(n), V 〉 n-характеристическая для
логики LTKr.

Доказательство. Пусть A — произвольная формула логики LTKr, зави-
сящая от пропозициональных переменных p1, . . . , pn, причем td(A) = r, r ≥ 0.
По определению логики A истинна на всех элементах фреймов, адекватных
логике LTKr при любом означивании. Каждый открытый подфрейм фрейма
Ch(n) по построению является LTKr-фреймом, тогда Ch(n) |=V A.

Предположим, что A /∈ LTKr. Построим модель, на которой опровергается
A и которая будет изоморфна некоторой открытой подмодели ChLTKr (n).

Так как A /∈ LTKr, существует конечная модель M1 := 〈Fr+1, V1〉 длины
r + 1 такая, что (Fr+1, w) 6|=V1 A, причем WFr+1 = C1

1 (w)RTC1
2RT . . . RTC1

r+1
(см. [19]).

Если сгусток C1
r+1 и непосредственный его RT -предшественник C1

r модели
M1 не изоморфны как модели, тоM1 является открытой подмоделью ChLTKr (n).
Следовательно, по лемме 2.1 выполняется Ch(n) 6|=V A.

Пусть сгустки C1
r , C

1
r−1, . . . , C

1
r−t (0 ≤ t ≤ r) модели M1 изоморфны сгустку

C1
r+1, а C1

r−t−1 нет.
Рассмотрим модель M2 = 〈F2, V2〉, где
a) WF2 = C2

1RTC2
2RT . . . RTC2

r−t, причем C2
j = C1

j (1 ≤ j ≤ r − t);
b) Dom(V1) = Dom(V2) и ∀p ∈ Dom(V2) (V2(p) = V1(p) ∩WF2).
Определим p-морфизм f фрейма Fr+1 на фрейм F2:

f :
{
C1
j −→ C2

j , 1 ≤ j ≤ r − t,

C1
j −→ C2

r−t, r − t+ 1 ≤ j ≤ r + 1.

Очевидно, что M2 является p-морфным образом модели M1. Тогда по
лемме 2.2 выполняется (F2, w) 6|=V2 A. Сгустки C2

r−t−1 и C2
r−t не изоморфны

друг другу как модели, следовательно, M2 является открытой подмоделью n-
характеристической модели ChLTKr (n), и по лемме 2.1 Ch(n) 6|=V A. �

Лемма 4.2. Элементы модели ChLTKr (n) не формульные.
Доказательство. Напомним, что элемент w модели ChLTKr (n) = 〈Ch(n),

V 〉 формульный тогда и только тогда, когда существует формула β(w) такая,
что w |=V β(w) и ∀z ∈WCh(n) ((Ch(n), z) |=V β(w) ⇔ w = z).

Возьмем произвольный элемент w глубины k модели ChLTKr (n), т. е. w при-
надлежит открытой подмодели K = {K1(w)RTK2RT . . . RTKk} ⊂ ChLTKr (n).
Предположим, что w формульный, т. е. существует формула β(w) временной
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модальной степени k такая, что (Ch(n), w) |=V β(w) и ∀z ∈WCh(n) ((Ch(n), z) |=V

β(w) ⇔ w = z).
Рассмотрим элемент z глубины l > k и открытую подмодель

N = {N1(z)RTN2RT . . . RTNl} ⊂ ChLTKr (n),

порожденную этим элементом, такие, что K ∩ N = ∅ и Ki изоморфен Ni

для всех (1 ≤ i ≤ k). Так как истинность формул временной модальной сте-
пени k на элементе z зависит только от означивания переменных на модели
{N1(z)RTN2RT . . . RTNk} (см. [19]), индукцией по длине формулы легко пока-
зать, что на z также будет истинна формула β(w), при этом z 6= w. Таким
образом, элементы модели ChLTKr (n) не формульные. �

5. Разрешимость по допустимости

Определим специальный многомодальный фрейм Крипке, который будет
играть центральную роль в доказательстве основного результата.

Рассмотрим LTKr-фреймы FP , FS , Fi со следующими свойствами.
(a) FP =

〈
WFP , R

P
T , R

P
∼, R

P
1 , . . . , R

P
k

〉
, где WFP состоит только из одной

точки @, т. е. WFP := {@}, и все бинарные отношения являются отношениями
эквивалентности.

(b) FS =
〈
WFS , R

S
T , R

S
∼, R

S
1 , . . . , R

S
k

〉
— конечный LTKr-фрейм. Пусть

C0, . . . , Cd — перечисление всех RS
∼-сгустков элементов из WFS . Тогда WFS ={

d⋃
i=0

Ci

}
и C0RTC1RT . . . RTCd. Все бинарные отношения являются стандарт-

ными отношениями LTKr-фрейма.
(c) Fi =

〈
WFi , R

i
T , R

i
∼, R

i
1, . . . , R

i
k

〉
— конечный LTKr-фрейм, где WFi ={

wi
1, . . . , w

i
Ji

}
, wi

1R
i
Tw

i
2R

i
T . . . R

i
Tw

i
Ji

и ∀wi
j , w

i
m (m 6= j): ¬

(
wi
jR

i
∼w

i
m

)
. Други-

ми словами, все Ri
∼-сгустки фрейма Fi вырожденные (т. е. состоят из одного

элемента). Бинарные отношения также стандартны для LTKr-фрейма.
Определение 5.1. SP -фрейм — это кортеж FSP =

〈
WSP , RSP

T , RSP
∼ , RSP

1 ,
. . . , RSP

k

〉
, где

1) WSP = WFP ∪WFS ∪
d⋃
i=0

WFi ;

2) RSP
T = RP

T ∪ RS
T ∪

d⋃
i=0

Ri
T ∪ {〈z,@〉 | ∀z ∈ Cd} ∪

d⋃
i=0

{〈
wi
Ji
, z
〉
| wi

Ji
—

RT -максимальный элемент Fi ∀z ∈ Ci ⊆ FS

}
;

3) RSP
∼ = RP

∼ ∪RS
∼ ∪

d⋃
i=0

Ri
∼;

4) RSP
j = RP

j ∪RS
j ∪

d⋃
i=0

Ri
j (1 ≤ j ≤ k).

Таким образом, SP -фрейм состоит из цепей собственных и вырожденных
R∼-сгустков и адекватен логике LTKr.

Лемма 5.1 (Необходимое условие допустимости правил вывода в логике
LTKr). Если правило вывода rnf в редуцированной нормальной форме недо-
пустимо в логике LTKr, то существует конечная SP -модель MSP = 〈FSP , V 〉,
размер которой ограничен размером rnf , такая, что

(1) FSP 6|=V Con(rnf );
(2) FSP |=V Pr(rnf );
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(3) для некоторого дизъюнкта θa ∈ Pr(rnf ) при любом i (0 ≤ i ≤ d) выпол-
няется (

FSP , w
i
1
)
|=V θa,

(
FSP , w

i
2
)
|=V θa, (FSP ,@) |=V θa;

(4) для любых z, w ∈ Ci таких, что ((FSP , z) |=V θk&(FSP , w) |=V θm),
выполняется θk 6= θm;

(5) сгусток Cd не изоморфен как модель элементу @.
Доказательство. Рассмотрим правило вывода rnf в редуцированной нор-

мальной форме:
rnf := εrnf /x1, εrnf :=

∨
1≤j≤s

θj ,

где Var(rnf ) = {x1, . . . , xm}. Пусть rnf недопустимо в логике LTKr. Тогда суще-
ствует подстановка � : xi → αi, при которой каждая переменная xi ∈ Var(rnf )
заменяется формулой αi, зависящей от некоторого набора пропозициональных
переменных p1, . . . , pn. При этом посылка правила

∨
1≤j≤s

�(θj) является теоре-

мой LTKr, а заключение �(x1) = α1 не является теоремой LTKr. Положим
max

{
td
( ∨
1≤j≤s

�(θj)
)}

= f и td(α1) = p.

Так как α1 не является теоремой, существуют LTKr-фрейм F , где WF =
p⋃
i=0

Ci, и означивание S1 такие, что (F , x) 6|=S1 α1 (см. [19]).

Рассмотрим модель 〈FSP , S〉, где

1) WSP =
p⋃
i=0

Ci ∪
p⋃
i=0

f+2⋃
j=1

wi
j ∪@;

2) RSP
T = RP

T ∪RS
T ∪

p⋃
i=0

Ri
T ∪ {〈z,@〉|z ∈ Cp} ∪

p⋃
i=0

{〈
wi
f+2, z

〉
| z ∈ Ci

}
;

3) RSP
∼ = RP

∼ ∪RS
∼ ∪

p⋃
i=0

Ri
∼;

4) RSP
j = RP

j ∪RS
j ∪

p⋃
i=0

Ri
j (1 ≤ j ≤ k);

5) означивание S пропозициональных переменных p1, . . . , pn, входящих в αi,
положим следующим: S(pi) = S1(pi) на сгустках C0, . . . , Cp и p1 = · · · = pn = T
на элементах wi

j и @.
Так как временная степень любой подформулы

∨
1≤j≤s

�(θj) не превосходит

f и отношение RT рефлексивно, легко проверить, что при таком означивании
выполняется

∀αj∀i ∈ {0, . . . , p}
[(
FSP , w

i
1
)
|=S αj ⇔

(
FSP , w

i
2
)
|=S αj ⇔ (FSP ,@) |=S αj

]
.
(1)

Определим означивание переменных xi ∈ Var(rnf ) на фрейме FSP следую-
щим образом: V (xi) := S(αi). Так как

∨
1≤j≤s

�(θj) ∈ LTKr, формула
∨

1≤j≤s
�(θj)

истинна на модели 〈FSP , S〉. Тогда

∀x ∈WFSP

(
(FSP , x) |=V

∨
1≤j≤s

θj
)
, (2)

т. е. на 〈FSP , V 〉 выполняется п. (2) леммы 5.1. В силу (1) и (2) для некоторого
дизъюнкта θa ∈ Pr(rnf ) имеет место

∀i ∈ {0, . . . , p}
[(
FSP , w

i
1
)
|=V θa,

(
FSP , w

i
2
)
|=V θa, (FSP ,@) |=V θa

]
.
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Следовательно, на 〈FSP , V 〉 выполняется п. (3) леммы 5.1. Отметим также, что
в силу выбора означивания S выполняется

∃x ∈ C0((FSP , x) 6|=S α1), (FSP , x) 6|=V x1.

Таким образом, п. (1) леммы 5.1 выполнен на модели 〈FSP , V 〉.
Далее ограничим размер FSP размером правила rnf . Для этого на каждом

RSP
T -сгустке C0, . . . , Cp применим стандартную технику S5-фильтрации. Так-

же на каждой цепи FSP применим технику прореживания drop-point, которая
ограничит длины цепей в соответствии правилу rnf .

Этап 1. Рассмотрим цепь [C0, . . . , Cp,@]. Сначала ограничим мощность
RSP
∼ -сгустков размером правила rnf . Для этого воспользуемся стандартной тех-

никой S5-фильтрации. Имеем (символ ∃1 означает существует единственный)

(∀a ∈ FSP∃1θja)[(FSP , a) |=V θja ] и (∃x ∈ FSP )[(FSP , x) |=V ¬x1].

Для любого сгустка Ci ∈ [C0, . . . , Cp] и любых элементов a, b ∈ Ci определим
отношение

a ≡ b⇔ θja = θjb .

Такое отношение является отношением эквивалентности, заданным на каж-
дом Ci. Для любого a ∈ Ci ⊆ [C0, . . . , Cp] через [a]≡ обозначим класс всех
элементов из Ci, эквивалентных a.

Рассмотрим фильтрованную модель MSP≡ := 〈FSP≡ , V 〉, где

WFSP≡
=

{
p⋃
i=0

f+2⋃
j=1

wi
j ∪ [C0]≡∪, . . . ,∪[Cp]≡ ∪@

}
,

[a]≡RSP
j [b]≡ ⇔ ∃i(a, b ∈ Ci) ∧ ∀xi ∈ Var(rnf )

[(FSP , a) |=V �jxi ⇔ (FSP , b) |=V �jxi],

[a]≡RSP
∼ [b]≡ ⇔ aRSP

∼ b, [a]≡RSP
T [b]≡ ⇔ aRSP

T b,

∀xi ∈ Var(rnf )(V (xi) := {[a]≡ | (FSP , a) |=V xi}).
Модель MSP≡ получена в результате использования стандартного метода

S5-фильтрации (более подробное определение метода можно найти, например,
в [10, гл. 2.6], поэтому верно

∀a ∈ [C0, . . . , Cp]((FSP≡ , [a]≡) |=V θja).

Из вышеизложенного следует, что на модели MSP≡ выполняются условия (1)–
(4) леммы 5.1, при этом размер RSP

∼ -сгустков [Ci]≡ ограничен размером правила
rnf : мощность каждого сгустка не превышает s, где s — количество дизъюнктов
посылки rnf .

Теперь ограничим длину цепи [[C0]≡, . . . , [Cp]≡,@] в соответствии с разме-
ром rnf . Для этого применим стандартную технику прореживания сгустков
drop-point. Для удобства переобозначим элемент @ через [Cp+1]≡. Для каж-
дого [Ci]≡ рассмотрим структуру (пару) M (i) :=

〈
[Ci]≡,

⋃
[a]≡∈[Ci]≡

θ([a]≡)
〉
, где

0 ≤ i ≤ p + 1. Если M (i1) = M (i2), это значит, что [Ci1 ] и [Ci2 ] изоморфны
как модели, т. е. существует взаимно однозначное отображение g такое, что
∀[a]≡ ∈ [Ci1 ]≡ ∃1[b]≡ ∈ [Ci2 ]≡ (θ([a]≡) = θ([b]≡) & [b]≡ = g([a]≡)).
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Возьмем RSP
T -минимальный сгусток [C0]≡, который образует паруM (0) :=〈

[C0]≡,
⋃

[a]≡∈[C0]≡
θ([a]≡)

〉
. Выберем наибольший номер j0 ∈ {1, . . . , p+ 1} такой,

что M (0) =M (j0), если таковой имеется. Удалим все RSP
∼ -сгустки из интерва-

ла [[C1]≡, . . . , [Cj0 ]≡], получим цепь [[C0]≡, [Cj0+1]≡, . . . , [Cp]≡, [Cp+1]≡] с преж-
ним означиванием V переменных xi. Очевидно, что при таком прореживании
истинность формул на элементах сгустка [C0]≡ не изменилась. Предположим,
что на элементе [a]≡ ∈ [C0]≡ истинна формула ♦Txj . Тогда (a) ∃[c]≡ ∈ [C0]≡
((FSP≡ , [c]≡) |=V xj) или (b) ∃[c]≡ ∈ [Cj0+1]≡ ((FSP≡ , [c]≡) |=V xj).

Так как M (0) = M (j0), на некотором элементе [b]≡ ∈ [Cj0 ]≡ также была
истинна формула ♦Txj и выполнялось (a′) ∃[c]≡ ∈ [Cj0 ]≡ ((FSP≡ , [c]≡) |=V xj)
или (b′) ∃[c]≡ ∈ [Cj0+1]≡ ((FSP≡ , [c]≡) |=V xj).

Если выполнялось (a), то процедура прореживания не изменила истинности
формулы ♦Txj на элементе [a]≡ ∈ [C0]≡ и (FSP≡ , [a]≡) |=V ♦Txj . Если же (a)
и (a′) не выполнялись, то (FSP≡ , [a]≡) |=V ♦Txj в силу (b′).

Далее продолжаем описанную процедуру для всех последующих сгустков
рассматриваемой цепи, перенумеровав при этом сгустки [Cj0+i]≡ и представив
их в виде [Ci+1]≡ (i ∈ {0, . . . , p− j0 + 1}).

В конечном итоге получим цепь сгустков, длина которой равна некоторому
числу d+ 2 и ограничена размером правила rnf . Обозначим сгустки [Ci]≡ (0 ≤
i ≤ d), обратно, через Ci, а [Cd+1]≡ — через @.

Так как на каждом сгустке Ci ∈ [C0, . . . , Cd,@] истин единственный набор
дизъюнктов

⋃
[a]≡∈Ci

θ([a]≡) посылки rnf , сгусток Ci не изоморфен как модель

сгустку Ci+1 (0 ≤ i ≤ d). В частности, сгусток Cd не изоморфен как модель
элементу @, и на модели 〈FSP≡ , V 〉 выполняется условие (5) леммы 5.1.

Этап 2. Напомним, что RSP
∼ -сгустки C

(
wi
j

)
= wi

j одноэлементны. Обо-
значим через θij формулу, которая истинна на элементе wi

j . При этом имеем
θi1 = θi2 для всех i ∈ {0, . . . , d}.

Для начала прореживаем цепь W 0 =
〈
f+2⋃
j=1

w0
j , R

SP
T , RSP

∼ , RSP
1 , . . . , RSP

k

〉
,

которая «примыкает» к сгустку C0, т. е. ∀z ∈ C0
(
w0
f+2R

SP
T z

)
. Возьмем элемент

w0
2 и выберем наибольший номер j2 ∈ {3, . . . , f +2} такой, что θ02 = θ0j2 . Удалим

из W 0 интервал
[
w0

2, w
0
j2−1

]
. Очевидно, что для любого дизъюнкта θj ∈ Pr(rnf )

выполняется([
w0

1, . . . , w
0
f+2
]
∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

1
)
|=V θ0i

⇔
([
w0

1, w
0
j2 , . . . , w

0
f+2
]
∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

1
)
|=V θ0i ;

([
w0

1, . . . , w
0
f+2
]
∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

2
)
|=V θ0i

⇔
([
w0

1, w
0
j2 , . . . , w

0
f+2
]
∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

j2

)
|=V θ0i ;

∀n(1 ≤ n ≤ f + 2− j2)
[([
w0

1, . . . , w
0
f+2
]
∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

1+n
)
|=V θ0i

⇔
([
w0

1, w
0
j2 , . . . , w

0
f+2
]
∪ [C0, . . . , Cd,@], w0

j2+n−1
)
|=V θ0i

]
.

Переобозначим элемент w0
j2 через w0

2, элемент w0
j2+1 — через w0

3, и т. д.
Проделаем процедуру прореживания для всех w0

j (3 ≤ j ≤ f − j2). В конечном
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итоге длина полученной цепи будет равна J0 и ограничена размером правила
rnf , так как на каждом w0

j дизъюнкт θ0j должен отличаться от предыдущих.
Повторим этап 2 для остальных цепей

W i =

〈
f+2⋃
j=1

wi
j , R

SP
T , RSP

∼ , RSP
1 , . . . , RSP

k

〉
, 1 ≤ i ≤ d.

Длина каждой i-й цепи станет равна J i, где 1 ≤ i ≤ d, при этом J i ограничено
размером правила rnf .

В конечном счете получим модель MSP = 〈FSP , V 〉, на которой также
выполняются условия (1)–(5) леммы 5.1, при этом мощность ее ограничена раз-
мером rnf . �

Рассмотрим правило rnf в редуцированной нормальной форме такое, что
Var(rnf ) = {x1, . . . , xn}. Пусть rnf опровергается на модели MSP = 〈FSP , V 〉,
ограниченной размером rnf , где

1) WSP = @ ∪
d⋃
i=0

Ci ∪
d⋃
i=0

Ji⋃
j=1

wi
j ;

2) RSP
T = RP

T ∪RS
T ∪

d⋃
i=0

Ri
T ∪ {〈z,@〉 | ∀z ∈ Cd} ∪

d⋃
i=0

{〈
wi
Ji
, z
〉
| ∀z ∈ Ci

}
;

3) RSP
∼ = RP

∼ ∪RS
∼ ∪

d⋃
i=0

Ri
∼;

4) RSP
j = RP

j ∪RS
j ∪

d⋃
i=0

Ri
j (1 ≤ j ≤ k),

и выполняются условия (1)–(5) леммы 5.1, т. е.
1) FSP 6|=V Con(rnf );
2) FSP |=V Pr(rnf );
3) для некоторого дизъюнкта θa ∈ Pr(rnf ) при каждом i (0 ≤ i ≤ d) выпол-

няется (
FSP , w

i
1
)
|=V θa,

(
FSP , w

i
2
)
|=V θa, (FSP ,@) |=V θa;

4) для любых z, w ∈ Ci таких, что ((FSP , z) |=V θk,&(FSP , w) |=V θm),
выполняется θk 6= θm;

5) сгусток Cd не изоморфен как модель элементу @.
Определим формулу

βd+1(θa) :=
J∧
i=0

�i
T�∼θa,

где J = d+ max{J0, . . . , Jd}. Из строения модели MSP вытекает

Утверждение 5.2. (FSP ,@) |=V βd+1(θa).

Утверждение 5.3. Для любого w ∈WFSP такого, что (w 6= @), выполня-
ется

(FSP , w) 6|=V βd+1(θa).

Доказательство. Пусть существует элемент w ∈ WFSP глубины k > 1

такой, что (FSP , w) |=V

J∧
i=0

�i
T�∼θa. По определению истинности оператора

�T для любого z такого, что
(
wRSP

T z
)
, выполнено (FSP , z) |=V

J−1∧
i=0

�i
T�∼θa.
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Так как отношение RSP
T рефлексивно и интранзитивно, либо z ∈ C(w), либо z ∈

C+1 :
(
C(w)RSP

T C+1
)
. Аналогично ∀x :

(
zRSP

T x
)

(FSP , x) |=V

J−2∧
i=0

�i
T�∼θa, при

этом либо x ∈ C(w), либо x ∈ C+1, либо x ∈ C+2 :
(
C+1RSP

T C+2
)
. Продолжая

данные рассуждения и принимая во внимание, что k ≤ J , получим ∀z ∈ w≤

(FSP , z) |=V �∼θa, в том числе ∀z ∈ Cd (FSP , z) |=V �∼θa и (FSP ,@) |=V �∼θa.
По определению истинности оператора �∼ имеем ∀z ∈ Cd: (FSP , z) |=V θa. Тем
самым в силу п. (4) леммы 5.1 сгусток Cd вырожденный. Тогда Cd изоморфен
как модель элементу @, что противоречит п. (5) леммы 5.1. Следовательно, для
любого w ∈WFSP такого, что (w 6= @), выполняется (FSP , w) 6|=V βd+1(θa). �

С каждым сгустком Ci (0 ≤ i ≤ d) моделиMSP свяжем множествоM (i) :=
{θk | (FSP , w) |=V θk & w ∈ Ci}.

Определим набор формул βi(θk) := θk ∧ ρi∼ ∧ ρd−i+1 ∧ ρiT , где θk ∈ M (i),
0 ≤ i ≤ d, и

ρi∼ =
∧

θm∈M (i)

♦∼θm ∧�∼
∨

θm∈M (i)

θk,

ρd−i+1 =
d−i∧
l=0

(
¬♦l

Tβd+1(θa)
)
∧ ♦d−i+1

T βd+1(θa),

ρiT = ♦T

(
�∼

∨
θm∈M (i+1)

βi+1(θm)
)
.

(a) Формула ρi∼ говорит о том, какие θm ∈ Pr(rnf ) истинны на элементах
сгустка Ci.

(b) Если на элементе w истинна формула ρd−i+1, то ровно через d − i + 1
«шагов» по отношению RT из w достижим элемент, на котором истинна фор-
мула βd+1(θa).

(c) Если на элементе w истинна формула ρiT , то из w достижимы элементы,
на которых истинна формула

∨
θm∈M (i+1)

βi+1(θm).

Утверждение 5.4. Для любого w ∈ Ci при некотором θk ∈M (i) выпол-
няется

(FSP , w) |=V βi(θk).

Доказательство. Рассмотрим для начала элемент w ∈ Cd. По определе-
нию модели MSP очевидно, что если w ∈ Cd, то (FSP , w) |=V ρd∼.

Также по определениюMSP элемент @ достижим из w ровно через 1 «шаг»
по отношению RSP

T , и по утверждению 5.2 верно (FSP , w) |=V ♦Tβd+1(θa). Од-
нако в силу утверждения 5.3 (FSP , w) 6|=V βd+1(θa). Значит, (FSP , w) |=V ρ1.

Для любого w ∈ Cd выполняется
(
wRSP

T @
)
, следовательно, (FSP , w) |=V

♦T (�∼βd+1(θa)) и (FSP , w) |=V ρdT . При этом по определению MSP спра-
ведливо (FSP , w) |=V θk для некоторого θk ∈ M (d). В итоге (FSP , w) |=V

θk ∧ ρd∼ ∧ ρ1 ∧ ρdT , т. е. (FSP , w) |=V βd(θk).
Пусть w ∈ Cd−1. Тогда по определению MSP выполняется (FSP , w) |=V

ρd−1
∼ и (FSP , w) |=V θk для некоторого θk ∈ M (d − 1). Также по определению
MSP и утверждениям 5.2, 5.3 имеем (FSP , w) |=V ρ2.

Так как сгусток Cd−1 является непосредственным RSP
T -предшественником

сгустка Cd и при любом z ∈ Cd выполняется (FSP , z) |=V βd(θm) для некоторого
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θm ∈M (d), то

∀w ∈ Cd−1

(
(FSP , w) |=V ♦T

(
�∼

∨
θm∈M (d)

βd(θm)
))
.

Таким образом, для любого w ∈ Cd−1 имеем (FSP , w) |=V βd−1(θk) для
некоторого θk ∈M (d− 1).

Продолжая аналогичные рассуждения, получаем, что для произвольного
элемента w ∈ Ci (0 ≤ i ≤ d) модели MSP также выполняется (FSP , w) |=V

βi(θk) для некоторого θk ∈M (i). �

С каждым элементом wi
j (1 ≤ j ≤ J i, 0 ≤ i ≤ d) модели MSP свяжем

одноэлементное множество M (i, j) :=
{
θk |

(
FSP , wi

j

)
|=V θk

}
.

Определим набор формул βij(θk) := ρ∼(θk) ∧ ρ(i,j)
T , где θk ∈M (i, j),

ρ∼(θk) = θk ∧�∼θk,

ρ(i,j)
T =

Ji−j∧
l=0

(
¬♦l

T

(
�∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm)
))

∧ ♦Ji−j+1
T

(
�∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm)
)
.

(a) Если на элементе w истинна формула ρ∼(θk), то на каждом элементе
сгустка C(w) истинна θk.

(b) Если на w истинна формула ρ(i,j)
T , то из w ровно через J i−j+1 «шагов»

по отношению RT достижимы элементы, на которых истинна формула

�∼
∨

θm∈M (i)

βi(θm).

Утверждение 5.5. Для любого w = wi
j выполняется

(FSP , w) |=V βij(θk).

Доказательство. По определению MSP элементы w = wi
j являются вы-

рожденными RSP
∼ -сгустками и (FSP , w) |=V θk для некоторого θk ∈ M (i, j).

Следовательно, (FSP , w) |=V θk ∧�∼θk.
По построению модели MSP ровно через J i − j + 1 «шагов» по отноше-

нию RSP
T из w = wi

j достижимы элементы сгустка Ci. При этом по утвержде-
нию 5.4 и определению истинности оператора �∼ для любого x ∈ Ci выполня-
ется (FSP , x) |=V �∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm). Получаем

(FSP , w) |=V ♦Ji−j+1
T

(
�∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm)
)
.

Однако формула �∼
∨

θm∈M (i)
βi(θm) не может быть истинна на элементах w =

wi
j+k (1 ≤ k ≤ J i−j) в силу строения βi(θm) и утверждения 5.3. Следовательно,

(FSP , w) |=V

Ji−j∧
l=0

(
¬♦l

T

(
�∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm)
))
.

Таким образом, (FSP , w) |=V ρ∼(θk) ∧ ρi,jT , т. е. (FSP , w) |=V βij(θk). �

Отметим, что в силу п. (3) леммы 5.1 на элементах wi
1 и wi

2 (0 ≤ i ≤ d)
будут истинны формулы вида βi1(θa) и βi2(θa) соответственно.

Так как размер модели MSP ограничен размером правила rnf , количество
формул βi(θk) и βij(θk) также будет ограничено размером rnf .
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Лемма 5.6 (Достаточное условие допустимости правил вывода в логике
LTKr). Если правило вывода rnf в редуцированной форме удовлетворяет за-
ключению леммы 5.1, то rnf недопустимо в логике LTKr.

Доказательство. Рассмотрим правило rnf в редуцированной нормаль-
ной форме такое, что Var(rnf ) = {x1, . . . , xn}. Пусть rnf опровергается на мо-

дели MSP = 〈FSP , V 〉, ограниченной размером rnf , где WSP = @ ∪
d⋃
i=0

Ci ∪

d⋃
i=0

Ji⋃
j=1

wi
j , и пусть выполняются условия (1)–(5) леммы 5.1.

Рассмотрим n-характеристическую модель

ChLTKr (n) = 〈Chn, V0〉,

где Dom(V0) = {p1, . . . , pn} и n равно числу переменных правила rnf .
Заменим в формулах βij(θk) и βi(θk) переменные x1, . . . , xn переменными

p1, . . . , pn. Теперь можем проверять истинность формул βij(θk) и βi(θk) на эле-
ментах 〈Chn, V0〉.

Определим формулы

βij(θk)
+ :=

(
βij(θk) ∨ (¬ρ∼(θk) ∧ ρ(i,j)

T )
)
∧ ¬♦Ji−j

T

(
�∼

∨
θm∈M (i−1)

βi−1(θm)
)
,

где 0 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ J i.
Обозначим через w≤i фрейм длины i+ 1, порожденный элементом w, т. е.

w≤i = {C(w)RTC+1RT . . . RTC+i}.

Утверждение 5.7. Если (Chn, w) |=V0 β
i
j(θk)+, то

(1) ровно через J i−j+1 «шагов» по отношению RT из w достижим элемент
x такой, что (Chn, x) |=V0 �∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm);

(2) для любого y ∈ w≤Ji−j выполняется

(Chn, y) 6|=V0

d+1∨
l=0

∨
θm∈M (l)

βl(θm).

Доказательство. (1) Пусть (Chn, w) |=V0 βij(θk)+. Тогда (Chn, w) |=V0

βij(θk) ∨
(
¬ρ∼ ∧ ρ(i,j)

T

)
. По определению формулы βij(θk) и ρ(i,j)

T на элементе w

истинна формула
Ji−j∧
l=0

(
¬♦l

T

(
�∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm)
))
∧♦Ji−j+1

T

(
�∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm)
)
.

Следовательно, ровно через J i−j+1 «шагов» по отношению RT из w достижим
элемент x ∈ C(x), на котором истинна формула �∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm).

(2) Пусть (Chn, w) |=V0 β
i
j(θk)+ и существует элемент y ∈ w≤Ji−j такой, что

(Chn, y) |=V0

∨
θm∈M (l)

βl(θm) для некоторого l.

(a) Если l < i, то по построению формулы βl(θm) имеем (Chn, y) |=V0

♦T

(
�∼

∨
θm∈M (l+1)

βl+1(θm)
)
. Тогда по определению истинности оператора ♦T

и строению формулы βl(θm) существует элемент x ∈ C+1 : (C(y)RTC+1) такой,
что (Chn, x) |=V0 �∼

∨
θm∈M (l+1)

βl+1(θm).
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Формула βl+1(θm) содержит формулу ♦T

(
�∼

∨
θm∈M (l+2)

βl+2(θm)
)

в каче-

стве подформулы. Тогда по определению истинности оператора ♦T и строе-
нию формулы βl+1(θm) существует элемент x ∈ C+2: (C+1RTC+2) такой, что
(Chn, x) |=V0 �∼

∨
θm∈M (l+2)

βl+2(θm).

Рассуждая аналогично, легко показать, что

∃z ∈ w≤J(Chn, z) |=V0 �∼
∨

θm∈M (i−1)

βi−1(θm),

∃x ∈ C+1 :
(
C(z)RTC+1&(Chn, x) |=V0 �∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm)
)
.

Из утверждения 5.7(1) следует, что x достижим из w ровно за J i − j + 1
«шагов» по отношению RT . Таким образом, элемент z достижим из w за
J i − j «шагов». Тогда (Chn, w) |=V0 ♦Ji−j

T

(
�∼

∨
θm∈M (i−1)

βi−1(θm)
)
. Однако

(Chn, w) |=V0 ¬♦
Ji−j
T

(
�∼

∨
θm∈M (i−1)

βi−1(θm)
)

по определению. Следовательно,

для любого y ∈ w≤Ji−j выполняется (Chn, y) 6|=V0

d+1∨
l=0

∨
θm∈M (l)

βl(θm).

(b) Если l ≥ i, то из строения формулы βl(θm) имеем, что через d − l + 1
«шагов» по отношению RT из y достижим элемент z : (Chn, z) |=V0 βd+1(θa).
Строение формулы βd+1(θa) и определение истинности оператора �T требуют
выполнение формулы �∼θa на последовательности из J RT -сгустков, где J =
d+max{J0, . . . , Jd}. Так как (J i − j + 1) + (d− i+ 1) < J и d− l+ 1 ≤ d− i+ 1,
получаем противоречие с п. (1) утверждения 5.7. �

Из утверждения 5.7 вытекает

Следствие 5.8. Если (Chn, w) |=V0 β
i
j(θk)+, то

(Chn, w) 6|=V0

∨
m6=i&l 6=j

βml (θk)+.

Зададим формульные множества

S(θk) = {w ∈WChn | (Chn, w) |=V0 ψk},

где θk ∈ Pr(rnf ), ψk :=
d∨
i=1

βi(θk) ∨
d∨
l=0

Jl∨
j=1

βlj(θk)+ для всех k 6= a,

S(θa) = ¬
( ∨
k 6=a

ψk
)
.

Тем самым если (Chn, w) |=V0 βi(θk) или ровно через J i − j + 1 (1 ≤ j ≤
max{J0, . . . , Jd}) «шагов» по отношению RT из w достижим элемент x такой,
что (Chn, x) |=V0 �∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm), то w принадлежит некоторому множеству

S(θk), θk ∈ Pr(rnf ). Если же ни одна из формул βi(θk), βlj(θk)+ не истинна на
элементе w, то w ∈ S(θa).

Из строения формул βi(θk), утверждения 5.7 и следствия 5.8 вытекает
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Следствие 5.9. Для любого w ∈ WChn существует единственное множе-
ство S(θk) такое, что w ∈ S(θk).

Теперь зададим означивание S0 переменных x1, . . . , xn правила rnf на Chn
с помощью формульных множеств S(θk):

S0(xi) = V0

( ∨
x0
i∈θk

ψk
)
. (3)

Запись x0
i ∈ θk означает, что если w |= θk, то w |= xi (т. е. переменная xi

входит в формулу θk без отрицания).
Покажем, что правило вывода rnf опровергается на модели 〈Chn, S0〉. Надо

проверить следующие условия:
1) ∀w ∈WChn ((Chn, w) |=S0 θk),
2) ∃w ∈WChn ((Chn, w) 6|=S0 x1).

Утверждение 5.10. Для любого w ∈WChn выполняется

w ∈ S(θk) ⇒ (Chn, w) |=S0 θk.

Доказательство. 1. Пусть w ∈ S(θk) и (Chn, w) |=V0 βi(θk).
(а) Из строения формулы βi(θk) и подформулы ρi∼ следует, что для любого

z ∈ C(w) такого, что ((Chn, z), выполняется |=V0 βi(θm)) для некоторого θm ∈
M (i). Тогда каждый элемент z ∈ C(w) принадлежит одному из множеств
S(θm), где θm ∈M (i). Из (3) получаем, что для каждого z ∈ C(w) выполняется
(Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θm

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θm

x1
i для некоторого θm ∈M (i).

По утверждению 5.4 для каждого элемента z′ ∈ Ci ⊂ WFSP выполняется
(FSP , z′) |=V βi(θm) для некоторого θm ∈ M (i). В том числе существует эле-
мент w′ такой, что (FSP , w′) |=V βi(θk). Тогда по определению формул θk и θm
выполняется (FSP , z′) |=V

∧
x0
i∈θm

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θm

x1
i и (FSP , w′) |=V

∧
x0
i∈θk

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θk

x1
i .

Следовательно, для любого элемента z ∈ C(w) ⊂ WChn найдется элемент z′ ∈
Ci ⊂WFSP такой, что (Chn, z) |=S0 xi ⇔ (FSP , z′) |=V xi.

(б) Из строения формулы βi(θk) и подформулы ρiT получаем, что для лю-
бого z ∈ C+1(C(w)RTC+1) верно (Chn, z) |=V0 βi+1(θl) для некоторого θl ∈
M (i+ 1). Следовательно, каждый элемент z сгустка C+1 принадлежит некото-
рому S(θl). Тогда по (3) имеем (Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θl

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θl

x1
i .

Также для любого z′ ∈ Ci+1 ⊂ WFSP выполняется (FSP , z′) |=V βi+1(θl)
для некоторого θl ∈M (i+1). По определению формулы θl имеем (FSP , z′) |=V∧
x0
i∈θl

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θl

x1
i . Тогда для любого элемента z ∈ C+1 ⊂WChn найдется элемент

z′ ∈ Ci+1 ⊂WFSP такой, что (Chn, z) |=S0 xi ⇔ (FSP , z′) |=V xi.
Так как C(w)RTC+1, CiRSP

T Ci+1 и временная модальная степень каждой
формулы θk равна 1, истинность формулы θk на элементе w зависит только от
означивания переменных на сгустках C(w) и C+1, а на элементе w′ — на сгустках
Ci и Ci+1. Из вышесказанного следует, что (Chn, w) |=S0 θk ⇔ (FSP , w′) |=V θk
и (Chn, w) |=S0 θk.

2. Пусть w ∈ S(θk) и (Chn, w) |=V0 βij(θk)+. Из определения формулы
βij(θk)+ следует, что для любого z ∈ C(w) также выполняется (Chn, z) |=V0

βij(θk)+. Тогда ∀z ∈ C(w) (z ∈ S(θk)). Из (3) вытекает, что (Chn, z) |=S0∧
x0
i∈θk

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θk

x1
i .
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По утверждению 5.5 для элемента w′ = wi
j ⊂WFSP выполняется (FSP , w′)

|=V βij(θk) и (FSP , w′) |=V θk, следовательно, (FSP , w′) |=V
∧

x0
i∈θk

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θk

x1
i .

Тогда для каждого z ∈ C(w) ⊂WChn выполняется

(Chn, z) |=S0 xi ⇔ (FSP , w
′) |=V xi.

Рассмотрим сгусток C+1: C(w)RTC+1. Элемент x такой, что (Chn, x) |=V0

�∼
∨

θm∈M (i)
βi(θm), достижим из любого элемента z ∈ C+1 ровно через J i − j

«шагов» по отношению RT . Тогда (Chn, z) |=V0 ♦
Ji−j
T

(
�∼

∨
θm∈M (i)

βi(θm)
)
.

Так как (Chn, w) |=V0 ¬♦
Ji−j
T

(
�∼

∨
θm∈M (i−1)

βi−1(θm)
)
, то для любого z ∈

C+1 имеет место

(Chn, z) |=V0 ¬♦
Ji−j−1
T

(
�∼

∨
θm∈M (i−1)

βi−1(θm)
)
.

Таким образом, для любого z ∈ C+1 выполняется

(Chn, z) |=V0 ρ
i,j+1
T ∧ ¬♦Ji−j−1

T

(
�∼

∨
θm∈M (i−1)

βi−1(θm)
)
,

(Chn, z) |=V0 β
i
j+1(θm)+.

Тогда по определению множеств S(θm) имеем z ∈ S(θm) для некоторого θm ∈
M (i, j + 1). Следовательно, по (3) получаем

(Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θm

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θm

x1
i .

По утверждению 5.5 для элемента w′ = wi
j+1 ⊂WFSP выполняется

(FSP , w
′) |=V βij+1(θm), (FSP , w

′) |=V θm.

Тогда
(FSP , w

′) |=V

∧
x0
i∈θm

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θm

x1
i

и для любого элемента z ∈ C+1 ⊂WChn справедливо

(Chn, z) |=S0 xi ⇔ (FSP , w
′) |=V xi.

Учитывая, что временная модальная степень каждой формулы θk равна 1,
получаем (Chn, w) |=S0 θk ⇔ (FSP , w′) |=V θk и (Chn, w) |=S0 θk.

3. Пусть w ∈ S(θa) и (Chn, w) |=V0 βd+1(θa). Тогда по (3) имеем (Chn, w) |=S0∧
x0
i∈θa

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θa

x1
i . Строение βd+1(θa) и определение истинности оператора �T

требуют выполнение формулы �∼θa на последовательности из J R∼-сгустков,
где J = d+ max{J0, . . . , Jd}. Тогда

(a) либо для любого z такого, что (wRT z), выполняется (Chn, z) |=V0 βd+1(θa);
(b) либо для любого z ∈ C(w) имеем (Chn, z) |=V0 βd+1(θa) и

∀y ∈ C+1 (Chn, y) |=V0

(
d+1∧
i=1

∧
θm∈M (i)

¬βi(θm) ∧
d∧
i=0

Ji∧
j=1

¬βij(θh)+
)
.
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По определению множествa S(θa) в обоих случаях для любого z такого, что
(wRT z), имеет место z ∈ S(θa). Тогда по (3) выполняется

(Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θa

x1
i .

Из утверждения 5.2 и строения формулы βd+1(θa) следует, что (FSP ,@) |=V∧
x0
i∈θa

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θa

x1
i . Тогда для любого z такого, что (wRT z), выполняется

(Chn, z) |=S0 xi ⇔ (FSP ,@) |=V xi.

Так как временная модальная степень каждой формулы θk равна 1 и @RSP
T @,

то (Chn, w) |=S0 θa ⇔ (FSP ,@) |=V θa. Следовательно, (Chn, w) |=S0 θa.
4. Пусть w ∈ S(θa) и

(Chn, w) |=V0

d+1∧
i=0

∧
θm∈M (i)

¬βi(θm) ∧
d∧
i=0

Ji∧
j=1

¬βij(θh)+.

(а) Пусть также для любого y ∈ C+1 такого, что (C(w)RTC+1), выпол-
няется (Chn, y) |=V0 βi1(θa). Тем самым элемент x такой, что (Chn, x) |=V0

�∼
∨

θm∈M (i)
βi(θm), достижим из w ровно через J i+1 «шагов» по отношению RT .

Тогда по определению множества S(θa) имеем y ∈ S(θa) и по (3) выполняется
(Chn, y) |=S0

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θa

x1
i .

По определению формулы
d+1∧
i=0

∧
θm∈M (i)

¬βi(θm)∧
d∧
i=0

Ji∧
j=1

¬βij(θh)+ для любого

z ∈ C(w) также выполняется

(Chn, z) |=V0

d+1∧
i=0

∧
θm∈M (i)

¬βi(θm) ∧
d∧
i=0

Ji∧
j=1

¬βij(θh)+.

Тогда z ∈ S(θa) и по (3) имеем (Chn, z) |=S0

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θa

x1
i .

По утверждению 5.5 и строению формул βi1(θa), βi2(θa) имеем
(
FSP , wi

1
)
|=V∧

x0
i∈θa

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θa

x1
i и

(
FSP , wi

2
)
|=V

∧
x0
i∈θa

x0
i ∧

∧
x0
i /∈θa

x1
i .

Тогда для каждого z ∈ C(w) ⊂ WChn такого, что ((Chn, z) |=S0 xi ⇔(
FSP , wi

1
)
|=V xi), и для любого y ∈ C+1 такого, что (C(w)RTC+1), справедливо

(Chn, y) |=S0 xi ⇔
(
FSP , wi

2
)
|=V xi.

Учитывая, что временная модальная степень каждой формулы θk равна 1,
имеем (Chn, w) |=S0 θa ⇔

(
FSP , wi

1
)
|=V θa. Следовательно, (Chn, w) |=S0 θa.

(б) Если

∀y ∈ C+1 (C(w)RTC+1) и (Chn, y) |=V0

d+1∧
i=0

∧
θm∈M (i)

¬βi(θm) ∧
d∧
i=0

Ji∧
j=1

¬βij(θh)+,

проводя аналогичные рассуждения, получим

(Chn, w) |=S0 θa ⇔ (FSP ,@) |=V θa.

Следовательно, (Chn, w) |=S0 θa. �



592 А. Н. Лукьянчук, В. В. Рыбаков

Утверждение 5.11. ∃w ∈WChn : (Chn, w) |=S ¬x1.
Доказательство. Из п. (1) леммы 5.1 следует, что ¬x1 ∈ θk для неко-

торого θk ∈ Pr(rnf ). По построению n-характеристической модели 〈Chn, V0〉

существует элемент w ∈ Chn такой, что (Chn, w) |=V0

d+1∨
i=0

βi(θk). Тогда по опре-

делению множеств S(θk) получаем, что w ∈ S(θk). Из утверждения 5.10 имеем
(Chn, w) |=S0 θk. Следовательно, (Chn, w) |=S0 ¬x1. �

Из вышеизложенного получаем, что при формульном означивании S0 на
каждом элементе Chn истинна посылка rnf и существуют элементы, на кото-
рых опровергается заключение. Таким образом, по лемме 2.3 следует, что rnf
недопустимо в логике LTKr. �

В силу лемм 5.1 и 5.6 для произвольного правила rnf в редуцированной
нормальной форме можно за конечное число шагов определить, допустимо rnf
в логике LTKr или нет. Таким образом, справедлива

Теорема 5.12. Логика LTKr разрешима относительно допустимости пра-
вил вывода.
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