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В работе рассматриваются группы периода 12. В частности, дается крите-
рий локальной конечности таких групп.

Хорошо известно, что группы периода 4 и группы периода 6 локально ко-
нечны [1–4]. Локальная конечность групп периода 12 была доказана при неко-
торых дополнительных условиях в [1, 5–7].

В настоящей работе вопрос о локальной конечности групп периода 12 сво-
дится к вопросу о конечности их подгрупп, порожденных тремя элементами
порядка 3. Основным результатом работы является доказательство следующе-
го факта.

Теорема. Группа периода 12 локально конечна тогда и только тогда, ко-
гда конечна любая ее подгруппа H, удовлетворяющая одному из следующих
условий.

1. H порождается элементом a порядка 3 и элементами b и c порядка 2,
для которых (ab)3 = (bc)3 = 1.

2. H порождается элементами a и b порядка 3 и элементом c порядка 2,
для которых (ac)2 = 1.

В частности, группа периода 12 локально конечна, если конечна любая ее
подгруппа, порожденная тремя элементами порядка 3.

§ 1. Используемые результаты

Лемма 1.1. Пусть A — абелева нормальная подгруппа конечной группы
G и A ≤ B ≤ G, где (|A|, |G : B|) = 1. Если B обладает дополнением к A, то G
обладает дополнением к A.

Доказательство. Утверждение является частным случаем теоремы Га-
шютца (см. [8, теорема I.17.4]).

Лемма 1.2. Пусть G — группа с тождественным соотношением x12 = 1 и
a ∈ G. Если для любого g ∈ G подгруппа 〈a, ag〉 нильпотентна, то 〈aG〉 локально
нильпотентна.

Доказательство см. в [7].

Работа первого автора выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект № 13–01–00505). Работа второго автора выполнена при
финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 14–21–00065).
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§ 2. Конечные группы

В этом параграфе G означает конечную группу периода 12.

Лемма 2.1. Если p ∈ {2, 3}, то p-длина G не превосходит двух и эта гра-
ница точная.

Доказательство. Указанная оценка 3-длины получена в [9], а 2-длины —
в [10].

Естественное полупрямое произведение двумерного векторного простран-
ства V над полем порядка 3 на SL(V ) и симметрическая группа степени 4 де-
монстрируют точность этих оценок.

Лемма 2.2. Пусть 2-длина группы G равна двум. Если 2-длина любой
собственной подгруппы группы G меньше двух, то G изоморфна либо S4, либо
полупрямому произведению нециклической группы порядка 4 на группу B =
〈a, x | a3 = x4 = 1, ax = a−1〉. В частности, G содержит подгруппу, изоморфную
A4.

Доказательство проведем от противного. Пусть G — минимальный про-
тиворечащий пример. Ясно, что G = O2′,2,2′,2(G), |G| > 24 и |G/O2′,2,2′(G)| = 2.
Пусть x̄ — инволюция из G = G/O2′,2(G), ū — 3-элемент из G, не перестано-
вочный с x̄. Тогда ā = ū−1ūx̄ 6= 1 и āx̄ = ā−1. Поскольку 〈ā, x̄〉 — группа
диэдра, в 〈ā〉 найдется элемент b̄ порядка 3, для которого b̄x̄ = b̄−1. Не нарушая
общности, можно считать, что b̄ = ā. В силу минимальности G = 〈ā, x̄〉 и G
изоморфна S3 — симметрической группе степени 3.

Если T — силовская 2-подгруппа в O2′,2(G), то G = O2′(G)·NG(T ) и 2-длина
NG(T ) равна двум. Поэтому NG(T ) = G, откуда O2′,2(G) = T × R, где R — 3-
группа. Из минимальности G следует, что R абелева. Поскольку экспонента
силовской 3-подгруппы S из G равна трем, R дополняема в S. По лемме 1.1
в G существует дополнение к R и 2-длина этого дополнения равна двум. По
условию R = 1, т. е. O2′,2(G) = O2(G) = T . В частности, силовская 3-подгруппа
группы G порождается элементом a порядка 3 и G = T ·NG(〈a〉). Если теперь
x — нетривиальный 2-элемент из NG(〈a〉), то G = T · 〈x, a〉 и ax = a−1.

Пусть N — минимальная нормальная в G подгруппа, лежащая в T .
Если a не централизует N , то 2-длина N〈x, a〉 равна двум и поэтому G =

N〈x, a〉, т. е. T = N — элементарная абелева 2-группа. Пусть v — нетриви-
альный элемент в CP (x), где P = [N, 〈a〉]. Тогда u = v · va · va2

содержится
в CP (a) = 1, поэтому va

2
= (vva)−1. Таким образом, 2-длина 〈v, va〉〈x, a〉 равна

двум и G = 〈v, va〉〈x, a〉. Очевидно, x2 централизует 〈v, va〉, т. е. G изоморфна
одной из групп заключения леммы.

Стало быть, a централизует N , и, следовательно, N — подгруппа порядка 2
из центра G. Очевидно, G = G/N удовлетворяет условию леммы, поэтому G
удовлетворяет заключению леммы и, следовательно, |[T, 〈a〉]| 6 8. Так как 〈a〉
действует нетривиально на S = [T, 〈a〉], либо |S| = 4, G = S · 〈a, x〉 и верно
заключение леммы, либо S — группа кватернионов порядка 8. Покажем, что
последний случай невозможен.

Действительно, в этом случае существует элемент t ∈ S порядка 4, для
которого txN 6= tN . Теперь (xt)2 = x2txt. Элемент txt принадлежит S \ �(S),
тем самым его порядок равен четырем. Так как 〈a〉 действует неприводимо на
S/�(S) и x2 ∈ CG(a), то x2 централизует S, поэтому (xt)4 = (x2txt)2 = (txt)2 6=
1, что противоречит условию. Лемма доказана.
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§ 3. Локально конечные группы

В этом параграфе G означает локально конечную группу периода 12, p —
элемент из {2, 3}.

Лемма 3.1. Пусть G обладает нормальным рядом с примарными факто-
рами.

(1) Если Op′(G) = 1, то CG(Op(G)) ≤ Op(G).
(2) CG(Op′,p(G)/Op′(G)) ≤ Op′,p(G).
Доказательство. П. (2) вытекает из п. (1), поэтому пусть Op′(G) = 1.

Положим K = Op(G)CG(Op(G)). Тогда K — характеристическая подгруппа
в G и Op(G) = Op(K). Очевидно, Op′(K) ≤ Op′(G) = 1. Предположим, что K 6=
Op(G). Тогда M = Op,p′(K) 6= Op(K) = Op(G). Покажем, что все p′-элементы
из M образуют нормальную в G подгруппу, которая по условию обязана быть
тривиальной. Понятно, что все p′-элементы из M содержатся в CG(Op(G)).
Пусть x, y — p′-элементы из M и R = 〈x, y〉. Ясно, что R конечна и R/(R ∩
Op(G)) ' ROp(G)/Op(G) — p′-группа. По теореме Шура R ∩ Op(G) = 1, т. е.
R — p′-группа и xy — p′-элемент. Лемма доказана.

Лемма 3.2. Если G = Op′,p(G) и CG(Op′(G)) ≤ Op′(G), то для любого p-
элемента a ∈ G \Op′(G) найдется такой нетривиальный элемент b ∈ Op′(G), что
〈a, b〉 = B〈a〉, где B = 〈bx | x ∈ 〈a〉〉 и 〈a〉 действует нетривиально и неприводимо
на B. В частности, b ∈ [B, 〈a〉].

Доказательство. По условию в Op′(G) найдется элемент b, для которого
[a, b] 6= 1. Выберем его так, чтобы подгруппа 〈a, b〉 имела наименьший возмож-
ный порядок. Понятно, что B = 〈bx | x ∈ 〈a〉〉 является примарной группой, на
которой 〈a〉 действует нетривиально. Если 〈a〉 действует приводимо на B/�(B),
то по теореме Машке в B/�(B) есть 〈a〉-инвариантная собственная подгруппа
B1/�(B), на которой 〈a〉 действует нетривиально. Если b1 — элемент из B1, не
перестановочный с a, то |〈a, b1〉| < |〈a, b〉|, что противоречит выбору b. Поэтому
B〈a〉 — искомая подгруппа.

Лемма 3.3. Если G обладает нормальным рядом, факторы которого при-
марны, то G = Op′,p,p′,p,p′(G).

Доказательство. Предположим противное. Обозначим

N0 = Op′(G), P1 = Op′,p(G), N1 = Op′,p,p′(G),

P2 = Op′,p,p′,p(G), N2 = Op′,p,p′,p,p′(G), P3 = Op′,p,p′,p,p′,p(G).

По условию P1 6= N1 6= P2 6= N2 6= P3. По лемме 3.1 CP3(N2/P2) ≤ N2.
Пусть ā3 — нетривиальный p-элемент из P3/N2. По лемме 3.2 существует та-
кой p′-элемент b̄2 в N2/P2, что 〈ā3〉 действует нетривиально и неприводимо на
B2/�(B2), где B2 =

〈
b̄x2 | x ∈ 〈ā3〉

〉
. Пусть b2 — p′-элемент из N2, для которого

b2P2 = b̄2.
Поскольку по лемме 3.1 CN2(P2/N1) ≤ P2, найдется такой p-элемент ā2

в P2/N1, что b2N1 действует нетривиально и неприводимо на A2/�(A2), где
A2 =

〈
āx2 | x ∈ 〈b2N1〉

〉
. Пусть a2 — p-элемент из P2, для которого a2N1 = ā2.

Пусть b1 и a1 — примарные элементы из N1 \ P1 и P1 \N0 c аналогичными
свойствами, F = 〈a1, b1, a2, b2, a3〉. Подгруппа F конечна и поэтому разрешима.
Так как N1 ∩ F ≤ Op′,p(F ), то a1 ∈ Op′,p(F ). Аналогично b1 ∈ Op′,p,p′(F ), . . . ,
a3 ∈ Op′,p,p′,p,p′,p(F ).
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По определению элементов a1 и b1 имеем a1 ∈
[〈
ax1 | x ∈ 〈b1〉

〉
, 〈b1〉

]
N0.

Если b1 ∈ Op′(F ), то a1 ∈ Op′(F )N0. Поскольку a1 — p-элемент, a1 = 1, что
неверно. Поэтому b1 6∈ Op′(F ). Так как b1 — p′-элемент, то b1 6∈ Op′,p(F ).
Если a2 ∈ Op′,p,p′(F ), то a2 ∈ Op′,p(F ) и b1 ∈

[〈
bx1 | x ∈ 〈a2〉

〉
, 〈a2〉

]
P1, откуда

b1 ∈ Op′,p(F )(P1 ∩ F ) ≤ Op′,p(F ), что неверно. Поэтому a2 6∈ Op′,p,p′(F ). Точно
так же b2 6∈ Op′,p,p′,p(F ) и a3 6∈ Op′,p,p′,p,p′(F ). По лемме 2.1 это невозможно.
Лемма доказана.

Лемма 3.4. Если в G любая нетривиальная нормальная подгруппа непри-
марна, то для любого p-элемента a ∈ G существует конечная подгруппа F ≤ G,
обладающая следующими свойствами:

(1) F = 〈ax | x ∈ F 〉;
(2) Op′,p(F ) 6= F .
Доказательство. По лемме 1.2 существует такой x ∈ G, что K = 〈a, ax〉

не является p-группой. Выберем x так, чтобы порядок K был наименьшим.
Если 〈a, ak〉 является p-группой для любого k ∈ K, то по лемме 1.2 N = 〈ak |
k ∈ K〉 — нормальная в K p-подгруппа. Но тогда K = N〈ax〉 — p-подгруппа
вопреки выбору x. Поэтому можно считать, что x ∈ K. Если Op′,p(K) 6= K, то
F = K удовлетворяет заключению леммы.

Пусть Op′,p(K) = K. Тогда a не централизует Q = Op′(K) и в силу ми-
нимальности порядка K = Q · 〈a〉. Кроме того, 〈a〉 действует неприводимо на
Q/�(Q), и Q = 〈by | y ∈ 〈a〉〉 для некоторого p′-элемента b. По лемме 1.2 су-
ществует x ∈ G, для которого U = 〈b, bz〉 не является p′-группой. Так же, как
и выше, можно считать, что z ∈ U . Пусть F = 〈U,K〉. Покажем, что F —
искомая подгруппа.

Так как bz ∈ Kz, то F порождается p-элементами a, ax, az, axz, где x, z, xz ∈
F . Предположим, что Op′,p(F ) = F . Тогда b, bz ∈ Op′(F ), т. е. 〈b, bz〉 — p′-
группа; противоречие. Лемма доказана.

Теорема 1. Если G — локально конечная группа периода 12, то

G = O2,3,2,3,2(G) = O3,2,3,2,3(G).

Доказательство. Предположим противное. По лемме 3.3 группа

G/(O2,3,2,3,2(G) ·O3,2,3,2,3(G))

не содержит примарных нормальных подгрупп, поэтому, не нарушая общности,
можно считать, что сама G не содержит таких подгрупп. По предположению
G 6= 1 и G не примарна.

Пусть p ∈ {2, 3}. Если H — конечная подгруппа из G, то положим N0(H) =
Op′(H), P1(H) = Op′,p(H), N1(H) = Op′,p,p′(H), P2(H) = Op′,p,p′,p(H).

Пусть a2 — нетривиальный p-элемент из G. По лемме 3.4 существует конеч-
ная подгруппа K, для которой K =

〈
aK2

〉
и a2 6∈ P1(K). Пусть при этом порядок

K наименьший. По лемме 2.1 K = P2(K). По лемме 3.1 CK(Op′(K)) ≤ Op′(K),
где K = K/P1(K). По лемме 3.2 найдется такой p′-элемент b1 ∈ N1(K) \P1(K),
что b1 ∈

[〈
bx1 | x ∈ 〈a2〉

〉
, 〈a2〉

]
P1(K), и аналогично найдется такой p-элемент

a1 ∈ P1(K), что a1 ∈
[〈
ay1 | y ∈ 〈b1〉

〉
, 〈b1〉

]
N0(K).

Пусть P — силовская p-подгруппа из K, содержащая a2, и P0 = N1(K)∩P .
Тогда P0 — силовская p-подгруппа в P1(K) и по замечанию Фраттини K =
N0(K)NK(P0). В силу выбора K выполняется равенство K = NK(P0), поэтому
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P1(K) = N0(K) × P , т. е. все p-элементы из P1(K) содержатся в P0 и P0 / K.
Отсюда

a1 ∈
[〈
ay1 | y ∈ 〈b1〉

〉
, 〈b1〉

]
. (1)

По лемме 3.4 существует конечная подгруппа L, для которой L =
〈
aL1

〉
и

a1 6∈ P1(L). Если H = 〈K,L〉, то P1(H) ∩ L ≤ P1(L), поэтому a1 6∈ P1(H).
Поскольку K, L порождаются p-элементами, H = P2(H), то b1 ∈ N1(H). По
(1) a1 ∈ N1(H). Так как a1 — p-элемент, a1 ∈ P1(H); противоречие. Теорема
доказана.

§ 4. Критерий локальной конечности

Теорема 2. Пусть G — группа периода 12.
1. G локально конечна тогда и только тогда, когда конечна каждая ее

подгруппа H, для которой выполнено любое из следующих условий:
(a) H порождается элементом a порядка 3 и элементами b, c порядка 2, для

которых (ab)3 = (bc)3 = 1;
(b) H порождается элементами a и b порядка 3 и элементом c порядка 2,

для которых (ac)2 = 1.
2. Группа G локально конечна, если конечна любая ее подгруппа, порож-

денная тремя элементами порядка 3.
Доказательство. 1. Необходимость очевидна. Докажем достаточность

от противного. Поскольку N = O3,2,3,2,3(G) · O2,3,2,3,2(G) — локально конечная
группа, по теореме 1 G/N не содержит нетривиальных примарных нормальных
подгрупп, поэтому, не нарушая общности, можно предполагать, что сама G не
содержит таких подгрупп.

Предположим вначале, что G содержит подгруппу A, изоморфную A4. То-
гда A = 〈a, b〉, где a — элемент порядка 3, b — элемент порядка 2 и (ab)3 = 1. Так
как b 6∈ O2(G), по лемме 1.2 существует сопряженная с b инволюция c, для ко-
торой 〈b, c〉 не является 2-группой, иными словами, порядок bc делится на 3. Не
нарушая общности, c можно выбрать так, чтобы порядок bc был равен трем. По
условию H = 〈a, b, c〉 — конечная подгруппа. По лемме 1.2 b ∈ O2(H). Так как
c сопряжена с b, то c ∈ O2(H) и bc ∈ O2(H), что невозможно. Таким образом,
G не содержит подгрупп, изоморфных A4.

Пусть c — инволюция в G. По лемме 1.2 существует такой g ∈ G, что
〈c, cg〉 не является 2-группой. Поэтому можно считать, что порядок элемента
a = ccg равен трем. По лемме 2.1 найдется такой x ∈ G, что 〈a, ax〉 не является
3-группой. Положим b = ax.

Так как ac = a−1, подгруппа U = 〈a, b, bc〉 c-инвариантна. По условию
она конечна. Если 2-длина U равна 2, то по лемме 2.2 U содержит подгруппу,
изоморфную A4, что по условию неверно. Поэтому 2-длина U равна единице.
Поскольку 〈a, b〉 не является 3-группой, a 6∈ O3(U). Так как [a, c] = a, то c 6∈
O3,2(U), тем самым 2-длина U〈c〉 равна двум, что, как и выше, невозможно.

2. Если H — подгруппа из G типа (a), то она, очевидно, порождается тремя
элементами порядка 3 и поэтому конечна. Пусть H = 〈a, b, c〉 — подгруппа
типа (b). Тогда 〈a, b, bc〉 — конечная c-инвариантная подгруппа, поэтому H =
〈a, b, bc〉〈c〉 также конечна. Теперь п. 2 вытекает из п. 1. Теорема доказана.

§ 5. Заключительное замечание

Если группа периода 12 содержит подгруппу, изоморфную A4, то она со-
держит и подгруппу типа (a) из условия теоремы 2. В общем случае ее строение
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описывается следующим образом.

Теорема 3. Пусть G — группа периода 12, порожденная элементом a по-
рядка 3 и инволюциями b, c, для которых (ab)3 = (bc)3 = 1. Тогда G — полупря-
мое произведение подгруппы H = 〈(bc)G〉, совпадающей со своим коммутантом,
и группы A = 〈a, b〉, изоморфной A4. Подгруппа H порождается элементами
x1 = bc, x2 = xa1 , x3 = xa2 , x4 = xb2, x5 = xb3, x6 = xa5 , и действие A на H
определяется следующими равенствами:

xa1 = x2, xa2 = x3, xa3 = x1, xa4 = x−1
5 , xa5 = x6, xa6 = x4; (2)

xb1 = x−1
1 , xb2 = x4, xb3 = x5, xb4 = x2, xb5 = x3, xb6 = x−1

6 . (3)

Доказательство. Вычисления в GAP [11] показывают, что в группе

K = 〈a, b, c | 1 = a3 = b2 = c2 = (ab)3 = (bc)3 = (ac)12 = (abc)12〉
подгруппа H = 〈(bc)K〉 совпадает со своим коммутантом и K/H ' A4. Очевид-
но, группа G является гомоморфным образом группы K, и ядро соответству-
ющего гомоморфизма содержится в H. Равенство xb1 = x−1

1 вытекает из того,
что b и c — инволюции и x1 = bc. Остальные равенства из (2) и (3) вытекают из
определения элементов xi, i = 1, . . . , 6, и определяющих соотношений группы A.
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