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Аннотация. Изучается нелинейная система реакции-диффузии, моделируемая си-
стемой уравнений параболического типа со степенными нелинейностями. Предло-
жена конструкция точных решений, позволяющая декомпозировать процесс отыс-
кания компонент, зависящих от времени и пространственных координат. Построе-
ны многопараметрические семейства точных решений, задаваемых элементарными
функциями. Выделены случаи взрывающихся (blow-up solution) или периодических
по времени и анизотропных по пространственным переменным точных решений.
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1. Введение

Рассматривается система, состоящая из N квазилинейных параболических
уравнений следующего вида:

∂uk
∂t

= ∇ ·
(
uλk

k ∇uk
)

+ u1−λk

k

∑

j 6=k
αkj(t)u

λj

j , (1)

где uk
△
= uk(x, t) — искомые функции, x ∈ Rn — вектор независимых перемен-

ных, n ∈ N, n ≥ 2, t ∈ [0,+∞) — время, k = 1, 2, . . . ,N, N ∈ N, ∇ — градиент,
αkj(t) — заданные функции, λk 6= 0 — вещественные параметры нелинейности
среды.

Уравнения такого типа описывают нестационарные диффузионно-кинети-
ческие процессы в многокомпонентных распределенных системах, т. е. эво-
люцию широкого класса нелинейных систем с диффузией и взаимодействием
компонент [1–5]. Математические модели, в основе которых лежат уравнения
вида (1), применяются в биологии, экологии и экономике. Особенно широко
системы уравнений (1) используют в химической кинетике при описании про-
цессов типа «реакция-диффузия» [1, 6–8]. Поэтому искомые функции uk(x, t)
будем трактовать как концентрации взаимодействующих друг с другом ком-
понентов некоторой смеси веществ, а αkj(t) — как функции, характеризующие
скорость протекающих реакций. При этом не исключается ситуация, когда для
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некоторых k и j функции αkj(t) тождественно равны нулю. Отдельное внима-
ние уделим случаю, когда все коэффициенты αkj(t) являются тождественными
постоянными.

Для построения точных решений системы (1) будем использовать конструк-
цию

uk(x, t) = ψk(t)[W (x) + ϕk(t)]1/λk . (2)

Здесь

W (x) =
1
2
(Ax,x) + (B,x) + C, (3)

где ненулевая числовая симметрическая матрица A размера n× n, постоянный
вектор B ∈ Rn и константа C ∈ R подлежат определению.

Отметим, что конструкции типа (2), (3) ранее успешно использовались в
ряде работ [9–15] для построения точных решений уравнений нелинейной теп-
лопроводности и других параболических уравнений. В [16–18] применялись
несколько более общие конструкции. Однако для построения точных решений
систем уравнений вида (1) конструкция (2), (3) ранее не была задействована.

Основная цель статьи состоит в построении точных решений вида (2), (3)
для системы (1), а именно в получении по возможности полного описания коэф-
фициентов квадратичного полинома по пространственным переменным, а так-
же функций времени ψk(t), ϕk(t) и способов их получения по показателям и
коэффициентам исходной системы (1). Получены параметрические семейства
точных решений, среди которых выделены как изотропные, так и анизотропные
по пространственным переменным, а также «взрывающиеся» в обе или в одну
сторону либо периодические по времени, либо колебательные с нарастающей
амплитудой и частотой решения, задаваемые элементарными функциями.

2. Редукция к системе ОДУ

После подстановки функций (2) в систему (1) и несложных преобразований
приходим к равенствам

ψ′
k[W (x) + ϕk] +

1
λk

ψkϕ
′
k =

1
λk

ψ1+λk

k [W (x) + ϕk]�W (x)

+
1
λ2
k

ψ1+λk

k |∇W (x)|2 + ψ1−λk

k

∑

j 6=k
αkj(t)ψ

λj

j [W (x) + ϕj ].

Здесь ψk = ψk(t), ϕk = ϕk(t), ψ′
k = dψk

dt , ϕ′
k = dϕk

dt , k = 1, 2, . . . ,N. Из (3) прямым
вычислением находим

|∇W (x)|2 = (A2x,x) + 2(AB,x) + |B|2, �W (x) = trA — след матрицы A.

C учетом этих соотношений и формулы (3) последние N равенств запишутся в
виде
(
ψ′
k −

trA
λk

ψ1+λk

k − ψ1−λk

k

∑

j 6=k
αkj(t)ψ

λj

j

)(
1
2
(Ax,x) + (B,x) + C

)

+ ψ′
kϕk +

1
λk
ψkϕ

′
k =

trA
λk

ψ1+λk

k ϕk +
1
λ2
k

ψ1+λk

k ((A2x,x) + 2(AB,x) + |B|2)

+ ψ1−λk

k

∑

j 6=k
αkj(t)ψ

λj

j ϕj . (4)
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Непосредственной проверкой можно убедиться, что если симметричная матри-
ца A, вектор B и постоянная C удовлетворяют следующей системе алгебраиче-
ских уравнений (САУ):

A = 2σA2, (5)

B = 2σAB, (6)

C = σ|B|2, (7)

где σ 6= 0 — константа разделения, то равенства (4) сводятся к следующей
системе обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ):

ψ′
k =

(
trA
λk

+
1
σλ2

k

)
ψ1+λk

k + ψ1−λk

k

∑

j 6=k
αkj(t)ψ

λj

j , (8)

ϕ′
k =

(
trAψλk

k − λk
ψ′
k

ψk

)
ϕk + λkψ

−λk

k

∑

j 6=k
αkj(t)ψ

λj

j ϕj . (9)

Таким образом, проведенными рассуждениями установлена справедливость сле-
дующего утверждения.

Теорема 1. Нелинейная система реакции-диффузии (1) имеет точные ре-

шения (2), где функция W (x) может быть выбрана произвольным полиномом

вида (3) с коэффициентами, удовлетворяющими САУ (5)–(7), а функции ψk(t),
ϕk(t) являются решениями систем ОДУ (8), (9).

Замечание 1. Данная теорема позволяет декомпозировать процесс по-
строения компонент решения, зависящих от пространственных переменных и от
времени. Такая декомпозиция существенно упрощает задачу, заменяя изучение
исходной нелинейной системы уравнений в частных производных параболиче-
ского типа исследованием систем алгебраических и обыкновенных дифферен-
циальных уравнений.

Замечание 2. Условия типа (5)–(7) на коэффициенты квадратичной
функции (3) от пространственных переменных получены для одного уравнения
параболического типа в [12]. При этом коэффициенты считались функциями
времени и названные условия записывались в более общем виде как системы
ОДУ. Однако константа разделения в [12] считалась фиксированной и задава-
лась через единственный показатель степени из исходного уравнения. В теоре-
ме 1 рассматриваем не одно уравнение параболического типа, а систему урав-
нений такого типа с нелинейными взаимосвязями в виде степенных функций и
используем постоянные коэффициенты функции (3), но константа разделения
теперь считается свободным параметром.

Алгебро-дифференциальная система (5)–(9) состоит из блока алгебраиче-
ских (5)–(7) и блока 2N обыкновенных дифференциальных уравнений (8), (9).
Исследование каждого блока проведем последовательно.

Прежде всего рассмотрим разрешимость матричного уравнения (5). Отме-
тим, что оно всегда имеет тривиальное решение A = 0. Поэтому далее будем
рассматривать только нетривиальные решения этого уравнения. Легко прове-
рить, что решением уравнения (5) является A = 1

2σ P , где P — произвольная
идемпотентная матрица, т. е. матрица, удовлетворяющая равенству P 2 = P .
Известно [19], что любую идемпотентную матрицу P можно записать в виде
P = MEmM

−1, где M — произвольная невырожденная матрица порядка n,
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Em — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным образом
расположены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n−m нулей; Em также является идем-
потентной: E2

m = Em. Поскольку нас интересуют только симметрические мат-
рицы A, идемпотентные матрицы P надо взять также симметрическими, т. е.
P = STEmS, где S — произвольная ортогональная матрица. Таким образом,
матрица

A =
1
2σ

STEmS (10)

является решением матричного уравнения (5). При этом имеем

trA =
m

2σ
, m ≤ n, n ∈ N, n ≥ 2. (11)

Векторное уравнение (6) представляет собой систему n линейных однородных
алгебраических уравнений относительно компонент b1, . . . , bn искомого векто-
ра B. Для любой зафиксированной матрицы (10) с rankA = m < n всегда
существует нетривиальное решение линейной однородной системы, причем ком-
поненты b1, . . . , bn вектора B могут быть выбраны произвольно из m-мерного
линейного многообразия. В случае, когда rankA = m ≡ n, т. е. при Em ≡ E,
линейная однородная система уравнений имеет решение — произвольный век-
тор B ∈ Rn. После того как последовательно найдены решения матричного и
векторного уравнений, постоянная C определяется из (7) единственным обра-
зом.

Пример 1. Пусть n = 3 и квадратные 3 × 3-матрицы Em имеют ранги 3,
2 и 1 соответственно. Произвольная ортогональная матрица S размера 3 × 3
представима формулой

S =




cos(s1) cos(s3)− sin(s1) sin(s2) sin(s3) − sin(s1) cos(s2) a13

cos(s1) sin(s2) sin(s3) + sin(s1) cos(s3) cos(s1) cos(s2) a23

cos(s2) sin(s3) − sin(s2) cos(s2) cos(s3)


 .

Здесь для краткости записи введены обозначения

a13 = − cos(s1) sin(s3)− sin(s1) sin(s2) cos(s3),

a23 = cos(s1) sin(s2) cos(s3)− sin(s1) sin(s3).

Для построения конкретных примеров придадим параметрам s1, s2, s3 опреде-
ленные числовые значения. Пусть, например, s1 = −π4 , s2 = arcsin

(
1
3

)
, s3 = 3π

4 ,
тогда ортогональная матрица S примет вид

S =



−1/3 2/3 −2/3
2/3 2/3 1/3
2/3 −1/3 −2/3


 .

Матрица Em ранга 3 совпадает с единичной, и в этом случае получим форму
вида 1

2 (Ax,x) = 1
4σ [x2 + y2 + z2]. Для матрицы A данной квадратичной формы

решением уравнения (6) будет произвольный вектор B = (b1, b2, b3). В этом
случае формула (3) примет вид

W0(x, y, z) =
1
4σ

[x2 + y2 + z2] + b1x+ b2y + b3z + σ
(
b21 + b22 + b23

)
(12)

и получим радиально-симметричные относительно пространственных перемен-
ных x, y, z решения.
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Возьмем матрицы Em ранга 2:

E1m =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , E2m =




1 0 0
0 0 0
0 0 1


 , E3m =




0 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Для этих матриц из (10) находим

A1 =
1

18σ




5 2 −4
2 8 2
−4 2 5


 , A2 =

1
18σ




5 −4 2
−4 5 2
2 2 8


 , A3 =

1
18σ




8 2 2
2 5 −4
2 −4 5


 .

Из (6) получим соответствующие векторы B1, B2, B3:

B1 = (k1, 2k1 + 2k3, k3), B2 = (k1, k2, 2k1 + 2k2), B3 = (2k2 + 2k3, k2, k3),

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. C учетом этих векторов постоянные
C1, C2, C3 задаются формулами

C1 = σ
(
5k2

1+8k1k3+5k2
3

)
, C2 = σ

(
5k2

1+8k1k2+5k2
2

)
, C3 = σ

(
5k2

2+8k2k3+5k2
3

)
.

В результате

W1(x, y, z) =
1

180σ
[(5x+ 2y − 4z)2 + 9(2y + z)2]

+ k1x+ (2k1 + 2k3)y + k3z + σ
(
5k2

1 + 8k1k3 + 5k2
3

)
, (13)

W2(x, y, z) =
1

180σ
[(5x− 4y + 2z)2 + 9(y + 2z)2]

+ k1x+ k2y + (2k1 + 2k2)z + σ
(
5k2

1 + 8k1k2 + 5k2
2

)
, (14)

W3(x, y, z) =
1

72σ
[(4x+ y + z)2 + 9(y − z)2]

+ (2k2 + 2k3)x+ k2y + k3z + σ
(
5k2

2 + 8k2k3 + 5k2
3

)
. (15)

Таким образом, в этом случае имеем анизотропные по пространственным пере-
менным x, y, z решения.

Наконец, рассмотрим матрицы Em ранга 1:

E1m =




1 0 0
0 0 0
0 0 0


 , E2m =




0 0 0
0 1 0
0 0 0


 , E3m =




0 0 0
0 0 0
0 0 1


 .

Для этих матриц из (10) находим

A1 =
1

18σ




1 −2 −2
−2 4 4
−2 4 4


 , A2 =

1
18σ




4 4 −2
4 4 −2
−2 −2 1


 ,

A3 =
1

18σ




4 −2 4
−2 1 −2
4 −2 4


 .

Из (6) получим соответствующие векторы B1, B2, B3:

B1 = (k,−2k,−2k), B2 =

(
k, k,−1

2
k

)
, B3 =

(
k,−1

2
k, k

)
,
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где k — произвольная постоянная. C учетом этих векторов постоянные C1, C2,
C3 задаются формулами C1 = 9σk2, C2 = 9

4 σk
2, C3 = 9

4 σk
2. Окончательно

находим

W1(x, y, z) =
1

36σ
ω2

1 + kω1 + 9σk2, где ω1 = x− 2y − 2z,

W2(x, y, z) =
1

36σ
ω2

2 +
k

2
ω2 +

9
4
σk2, где ω2 = 2x+ 2y − z,

W3(x, y, z) =
1

36σ
ω2

3 +
k

2
ω3 +

9
4
σk2, где ω3 = 2x− y + 2z.

(16)

В этом случае фактически получим одномерные относительно переменных ω1,
ω2, ω3 решения.

Для n = 2 квадратные 2×2-матрицыEm единичного ранга также дают «од-
номерные» решения. Единичная матрица Em ранга 2 для любой ортогональной
2×2-матрицы S приводит к W (x, y) = 1

4σ (x2 +y2)+ b1x+ b2y+σ
(
b21 + b2

)
, где b1,

b2 — произвольные постоянные. В этом случае имеем радиально-симметричные
относительно пространственных переменных x и y решения.

3. Разрешимость системы ОДУ (8), (9)

Приступим к исследованию системы ОДУ (8), (9), состоящей из N нелиней-
ных уравнений на функции ψk(t) и N линейных уравнений на функции ϕk(t).

Введем обозначения: Zk(t) = ψλk

k (t), Sk =
(

trA
λk

+ 1
σλ2

k

)
, k = 1,N, с учетом

которых система ОДУ (8), (9) запишется в виде

Z
′

k = λkSkZ
2
k + λk

∑

j 6=k
αkj(t)Zj , (17)

ϕ′
k =

(
trAZk −

Z
′

k

Zk

)
ϕk +

λk
Zk

∑

j 6=k
αkj(t)Zjϕj . (18)

Соотношение (17) есть векторное уравнение Бернулли относительно новых ис-
комых функций Zk(t). Напомним, что нас интересуют явные аналитические
решения, которые могут быть представлены в виде комбинаций (суперпозиций)
конечного набора элементарных и специальных функций. Нетривиальные ста-
ционарные решения системы ОДУ (17) также представляют интерес для нашего
исследования, поэтому первоначальное внимание сосредоточим на их построе-
нии.

3.1. Постоянные скорости реакций и стационарные решения систе-
мы ОДУ (17). Пусть коэффициенты αkj , характеризующие скорости реакций,
для всех k, j (j, k = 1,N, k 6= j) являются тождественными постоянными. Тогда
нетривиальные стационарные решения системы ОДУ (17) будем отыскивать из
системы следующих N нелинейных алгебраических уравнений:

SkZ
2
k +

∑

j 6=k
αkj Zj = 0. (19)

Здесь Zk — искомые константы. С учетом (11) перепишем Sk в виде

Sk =
1
σλk

(
m

2
+

1
λk

)
. (20)
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Система (19) линейно-квадратична, и в общем случае при произвольных коэф-
фициентах условия ее разрешимости получить затруднительно, поэтому рас-
смотрим ряд представляющих интерес частных случаев.

1. Пусть для некоторого натурального числа m, 1 ≤ m ≤ n, при всех
k = 1,N выполнены равенства λk = − 2

m . Тогда Sk = 0 и система (19) становится
линейной и записывается в виде

QZ = 0, (21)

где Z = col(Z1, Z2, . . . , ZN) — искомый вектор, а матрица Q = [qkj ]k,j=1,N зада-
ется следующим образом: qkj = αkj , k 6= j, и qkj = 0, k = j. Для нетривиаль-
ной разрешимости системы (21) необходимо и достаточно выполнения условия
detQ = 0. Заметим, что это условие проверяется по исходной системе (1). При
выполнении этого условия, используя любое решение системы (21), получаем
для нахождения функций ϕk(t) линейную систему ОДУ с постоянными коэф-
фициентами.

2. Пусть для всех k = 1, 2, . . . ,N выполнены равенства Sk = − ∑
j 6=k

αkj .

Тогда система (19) имеет решение Z = col(Z1, Z2, . . . , ZN) = col(1, 1, . . . , 1). Если
для всех k = 1,N выполнены равенства Sk =

∑
j 6=k

αkj , то система (19) имеет

решение Z = col(Z1, Z2, . . . , ZN) = col(−1,−1, . . . ,−1).

3. Пусть для некоторого натурального числа m, 1 ≤ m ≤ n, и для некото-
рого σ 6= 0 при всех k = 1,N выполнены неравенства Sk 6= 0. Пусть матрица Q
имеет вещественное собственное число µ(Q) 6= 0, которому соответствует соб-
ственный вектор

Z = col(Z1, Z2, . . . , ZN) = col

(
− µ(Q)

S1
,−µ(Q)

S2
, . . . ,−µ(Q)

SN

)
.

Тогда этот вектор является стационарным решением системы (19).

4. Пусть Sk 6= 0 для всех k = 1,N. Тогда если матрица линейной части
системы (19) имеет вид

� =




0 α12 0 0 . . . 0
0 0 α23 0 . . . 0
0 0 0 α34 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . αN−1,N

αN1 0 0 0 . . . 0



, (22)

где α12 6= 0, α23 6= 0, . . . , αN−1,N 6= 0, αN1 6= 0, то она сводится к одному уравне-
нию следующего вида: �Z2N

1 + Z1 = 0, где

� =
SN

αN1

(
SN−1

αN−1,N

)2(
SN−2

αN−2,N−1

)4(
SN−3

αN−3,N−2

)8

. . .

(
S2

α23

)2N−2(
S1

α12

)2N−1

,

которое имеет нетривиальное вещественное решение Z1 =
(
− 1

�

)1/(2N−1)
. При

этом Z2, . . . , ZN определяются формулами

Z2 = − S1

α12
Z2

1 , Z3 = − S2

α23

(
S1

α12

)2

Z4
1 , Z4 = − S3

α34

(
S2

α23

)2(
S1

α12

)4

Z8
1
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и т. д.

5. Пусть N = 2. В этом случае система (19) примет вид

S1Z
2
1 + α12Z2 = 0, S2Z

2
2 + α21Z1 = 0. (23)

Решая эту систему, находим

Z1 = −
(
α21

S2

)1/3(
α12

S1

)2/3

, Z2 = −
(
α12

S1

)1/3(
α21

S2

)2/3

.

6. Пусть N = 3. Система (19) принимает вид

S1Z
2
1 + α12Z2 + α13Z3 = 0, S2Z

2
2 + α21Z1 + α23Z3 = 0,

S3Z
2
3 + α31Z1 + α32Z2 = 0.

(24)

Здесь для системы (24) рассмотрим два частных случая: первый, когда один из
коэффициентов αkj равен нулю (для определенности пусть α13 = 0), и второй,
когда один из коэффициентов при квадратичных членах равен нулю (пусть
для определенности S3 = 0). Вначале рассмотрим первый случай. Если кроме
α13 = 0 будет еще и α12 = 0, то из первого уравнения (24) следует, что Z1 = 0,
а для нахождения Z2, Z3 будем иметь систему двух уравнений, аналогичную
изученной в п. 5. Поэтому далее будем считать, что α12 не равно нулю. Тогда
из первого уравнения (24) находим

Z2 = −S1Z
2
1

α12
. (25)

Подставляя Z2 во второе уравнение, получим равенство

S2S
2
1

α2
12

Z4
1 + α21Z1 + α23Z3 = 0. (26)

Если α23 = 0, то (26) приводит к кубическому уравнению для нахождения
ненулевого решения Z1. Подставляя это решение в (25), найдем Z2 и далее из
третьего уравнения получим соответствующие значения Z3. Поэтому далее счи-
таем α23 не равным нулю. Из (26) выразим Z3 и подставим в третье уравнение
системы (24), что приведет к уравнению 7-й степени для нахождения ненулево-
го решения Z1. По крайней мере один вещественный корень у этого уравнения
имеется, и если α31 не равно нулю, то этот корень будет ненулевым.

Таким образом, при α13 = 0 и ненулевых α12, α23, α31 у системы (24)
имеется нетривиальное вещественное решение.

Рассмотрим второй случай, когда в системе (24) S3 = 0. Если дополни-
тельно один из коэффициентов α31, α32 равен нулю, то система редуцируется,
поэтому оба эти коэффициента считаем ненулевыми. Тогда из третьего урав-
нения системы (24) следует, что

Z2 = −α31Z1

α32
. (27)

Если один из коэффициентов α13, α23 равен нулю, то, используя соответству-
ющее уравнение системы (24) совместно с (27), найдем решение Z1, Z2 и далее
надо только найти Z3 из линейного уравнения либо в случае, когда Z3 не при-
сутствует в системе, выполнить проверку. Поэтому коэффициенты α13, α23

считаем ненулевыми. Тогда из первого уравнения (24) выразим Z3:

Z3 =
α12α31

α13α32
Z1 −

S1

α13
Z2

1 . (28)
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Подставляя (28) и (27) в систему (24), найдем ее решение

Z1 =
α32(α12α23α31 + α13α21α32)

S2α13α2
31 − S1α23α2

32

, Z2 =
α31(α12α23α31 + α13α21α32)

S2α13α2
31 − S1α23α2

32

,

Z3 = − (α12α23α31 + α13α21α32)
(
S2α21α

3
32 + S1α12α

3
31

)
(
S2α13α2

31 − S1α23α2
32

)2 .

Таким образом, при N = 3 нетривиальные решения системы (24) существуют и
выписываются в явном виде в широком классе случаев, выделяемых необреме-
нительными условиями. Одно из этих условий состоит в обнулении одного из
коэффициентов αkj при линейных членах и соответствует отсутствию взаимо-
действия между некоторой парой компонент смеси. Второе состоит в обнулении
одного из коэффициентов Sk при квадратичных членах, и иногда его можно
удовлетворить за счет выбора числа m, являющегося параметром в конструи-
руемом решении.

В заключение данного раздела отметим два момента. Во-первых, перечень
случаев нетривиальной разрешимости системы (19) является неполным и может
быть расширен. Во-вторых, нетривиальная разрешимость (19) относительно Zk
еще не означает разрешимости относительно ψk. Если Zk > 0 для всех k = 1,N,
то при любых ненулевых вещественных λk находим ψk = Z

1/λk

k . Если среди
Zj, j = 1,N, имеется отрицательное число Zν < 0, то вещественное решение

ψν = Z
1/λν
ν существует только в случае, когда λν = pν

qν
есть рациональное число

с нечетным числителем pν .

Пример 2. Рассмотрим систему типа (1) из трех уравнений в случае трех
пространственных координат:

∂u1

∂t
= ∇ ·

(
u3

1∇u1

)
+ u−2

1

(
u3

2 + u3
3

)
,

∂u2

∂t
= ∇ ·

(
u3

2∇u2

)
+ u−2

2

(
u3

1 + u3
3

)
,

∂u3

∂t
= ∇ ·

(
u3

3∇u1

)
+ u−2

3

(
u3

1 + u3
2

)
. (29)

Для этой системы матрица Q =




0 1 1
1 0 1
1 1 0


 имеет собственное число µ = 2, ко-

торому отвечает собственный вектор q =



−1
−1
−1


 . Для построения изотропных

по пространственным переменным решений положим m = 3 и возьмем σ = 11
36 .

Тогда получаем S1 = S2 = S3 = 2 и вектор q будет решением соответствую-
щей линейно-квадратичной системы типа (19). Интегрируя соответствующую
линейную систему ОДУ с постоянными коэффициентами типа (9), получаем
следующее параметрическое семейство точных решений системы (29), изотроп-
ных по пространственным переменным:

ui(x, y, z, t) = −[W0(x, y, z) + ϕi(t)]
1/3, i = 1, 2, 3,

где W0(x, y, z) задается формулой (12), а функции ϕi(t) следующими равенства-
ми:

ϕ1(t) = C2 exp

(
− 87

11
t

)
+ C3 exp

(
12
11
t

)
,



О системе уравнений реакции-диффузии 805

ϕ2(t) = (C1 + C2) exp

(
− 87

11
t

)
+ C3 exp

(
12
11
t

)
,

ϕ3(t) = −(C1 + 2C2) exp

(
− 87

11
t

)
+ C3 exp

(
12
11
t

)
.

Здесь C1, C2, C3 — произвольные вещественные параметры.
Для построения анизотропных по пространственным переменным решений

положим m = 2 и возьмем σ = 2
9 . Тогда вновь получаем S1 = S2 = S3 = 2

и вектор q будет решением соответствующей линейно-квадратичной системы
типа (19). Интегрируя соответствующую линейную систему ОДУ с постоянны-
ми коэффициентами типа (9), получаем следующее параметрическое семейство
точных решений системы (29), анизотропных по пространственным перемен-
ным:

u1(x, y, z, t) = −
[
W (x, y, z) + C2 exp

(
3
2
t

)
+ C3 exp

(
− 15

2
t

)]1/3
,

u2(x, y, z, t) = −
[
W (x, y, z) + (C1 + C3) exp

(
− 15

2
t

)
+ C2 exp

(
3
2
t

)]1/3
,

u3(x, y, z, t) = −
[
W (x, y, z)− (C1 + 2C3) exp

(
− 15

2
t

)
+ C2 exp

(
3
2
t

)]1/3
,

где W (x, y, z) — любая из функций, определяемых формулами (13)–(15), C1, C2,
C3 — произвольные вещественные параметры.

Пример 3. Рассмотрим систему типа (1) из трех уравнений в случае трех
пространственных координат следующего вида:

∂u1

∂t
= ∇ ·

(
uλ1

1 ∇u1

)
+ α12u

1−λ1
1 uλ2

2 ,
∂u2

∂t
= ∇ ·

(
uλ2

2 ∇u2

)
+ α23u

1−λ2
2 uλ3

3 ,

∂u3

∂t
= ∇ ·

(
uλ3

3 ∇u3

)
+ α31u

1−λ3
3 uλ1

1 .

(30)

Система (30) имеет точные много параметрические решения

u1(x, y, x, t) = [W (x, y, z) + ϕ1(t)]
1
λ1 , u2(x, y, x, t) = [W (x, y, z) + ϕ2(t)]

1
λ2 ,

u3(x, y, x, t) = [W (x, y, z) + ϕ3(t)]
1
λ2 ,

где W (x, y, z) — любая из функций, определяемых формулами (12)–(16), а ϕi(t)
(i = 1, 2, 3) удовлетворяют следующей линейной системе ОДУ:

ϕ′
1(t) =

m

2σ
Z1ϕ1(t) + λ1α12

Z2

Z1
ϕ2(t),

ϕ′
2(t) =

m

2σ
Z2ϕ2(t) + λ2α23

Z3

Z2
ϕ3(t),

ϕ′
3(t) =

m

2σ
Z3ϕ3(t) + λ3α31

Z1

Z3
ϕ1(t).

(31)

Здесь постоянные Zi определяются формулами

Z1 = −
[
S3

α31

(
S2

α23

)2(
S1

α12

)4]−1/7

, Z2 = − S1

α12
Z2

1 , Z3 = − S2

α23

(
S1

α12

)2

Z4
1 ,
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а Si (i = 1, 2, 3) — соотношениями (20). Пусть m = 2, σ =
√

3
2 и параметры α12,

α23, α31, λ1, λ2, λ3 удовлетворяют соотношениям

α12 = −2
√

3
3

(1 + λ1)
λ2

1

, α23 = −2
√

3
3

(1 + λ2)
λ2

2

, α31 =
2
√

3
3

(1 + λ1 + λ2)λ1λ2

(1 + λ1)2(1 + λ2)2
,

λ1 6= −1, λ2 6= −1, λ1 6= −1− λ2, λ3 = − (1 + λ1)(1 + λ2)
1 + λ1 + λ2

.

Тогда общее решение линейной системы ОДУ (31) имеет вид

ϕ1(t) = C1 + e
√

3t(C2 sin(t) + C3 cos(t)),

ϕ2(t) =
λ1(2C1 + e

√
3t(
√

3C3 − C2) sin(t)− e
√

3t(
√

3C2 + C3) cos(t))
2(1 + λ1)

,

ϕ3(t) =
λ1λ2(2C1 − e

√
3t(
√

3C3 + C2) sin(t) + e
√

3t(
√

3C2 − C3) cos(t))
2(1 + λ1)(1 + λ2)

.

Здесь C1, C2, C3 — произвольные постоянные. Значению m = 2 соответствуют
функции W (x, y, z), определяемые формулами (13)–(15), что приводит к анизо-
тропным по пространственным переменным точным решениям.

3.2. О существовании периодических решений системы (9). В этом
разделе рассмотрим важный вопрос о существовании периодических решений
системы ОДУ (9) и соответственно периодических решений исходной нелиней-
ной системы реакции-диффузии (1) в предположении, что функции ψk(t) =
ψk0 ≡ const постоянны.

Пусть N = 2. Тогда характеристическое уравнение для системы (9) запи-
шется в виде

l2 − m

2σ
(Z1 + Z2)l +

m2

4σ2
Z1Z2 − α12α21λ1λ2 = 0.

Напомним, что здесь Zi = ψλi
i0 , i = 1, 2. Чтобы у этого уравнения корни бы-

ли чисто мнимыми, надо потребовать выполнения равенства Z1 + Z2 = 0. В
этом случае алгебраическая система (23) разделяется и сводится к уравнениям
S1Z

2
1 − α12Z1 = 0, S2Z

2
2 − α21Z2 = 0. Отсюда при S1 6= 0 и S2 6= 0 находим

Z1 = ψλ1
10 =

α12

S1
, Z2 = ψλ2

20 =
α21

S2
,

α12

S1
= −α21

S2
.

С учетом этих формул характеристическое уравнение перепишется в виде l2 +
K = 0, где

K = α12α21λ1λ2

[
m2

(
m+ 2

λ1

)(
m+ 2

λ2

) − 1

]
.

При положительных λ1 и λ2 знак числа K противоположен знаку произведения
α12α21. Поэтому при α12α21 < 0 будет K > 0 и характеристическое уравнение
будет иметь чисто мнимые корни l = ±i

√
K. Резюмируя приведенные выше

рассуждения, получаем, что справедливо
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Утверждение 1. Если λ1 > 0, λ2 > 0, α12α21 < 0 и для некоторого m ∈
{1, 2, . . . , n} имеет место равенство

(
m+

2
λ2

)
α12

α21
+

(
m+

2
λ1

)
λ2

λ1
= 0, (32)

то система (1) имеет семейство периодических по времени решений (2) с посто-

янными ψ1(t) ≡ ψ10, ψ2(t) ≡ ψ20.

Рассмотрим вопрос о существовании периодических решений в случае N =
3, предполагая, что решения ψk(t) = ψk0 постоянны и система имеет вид, со-
ответствующий указанному в п. 4. Тогда характеристическое уравнение для
системы (9) записывается следующим образом:

l3 + a1l
2 + a2l + a3 = 0, (33)

где

a1 = −m
2σ

(Z1 + Z2 + Z3), a2 =

(
m

2σ

)2

(Z1Z2 + Z1Z3 + Z2Z3),

a3 = −
(
m

2σ

)3

Z1Z2Z3 − λ1λ2λ3α12α23α31.

Здесь решение Zk = ψλk

k системы типа (19) вычисляется по формулам

Z1 = −|�|−1/7, Z2 = − S1

α12
Z2

1 , Z3 = −
(
S2

a23

)(
S1

α12

)2

Z4
1 , (34)

� =
(λ3m+ 2)(λ2m+ 2)2(λ1m+ 2)4

128 σ7λ8
1λ

4
2λ

2
3α

4
12α

2
23α31

.

Для того чтобы уравнение (33) имело пару чисто мнимых корней, необходимо
и достаточно выполнения условий a2 > 0, a1a2 − a3 = 0. Поэтому справедливо

Утверждение 2. Пусть N = 3, матрица линейной части системы (19)
имеет вид (22), числа λ1, λ2, λ3 рациональны с нечетными числителями и для

коэффициентов системы и вычисляемого по формулам (34) решения Zk системы

типа (19) выполняются условия

Z1Z2+Z2Z3+Z3Z1 > 0, m3(Z1+Z2)(Z2+Z3)(Z3+Z1)−8σ3λ1λ2λ3α12α23α31 = 0.

Тогда система (1) имеет периодические по времени решения.

Пример 4. Рассмотрим систему трех уравнений в 3-мерном координатном
пространстве

∂u1

∂t
= ∇ ·

(
u3

1∇u1

)
− u−2

1 u3
2,

∂u2

∂t
= ∇ ·

(
u3

2∇u2

)
− u−2

2 u3
3,

∂u3

∂t
= ∇ ·

(
u3

3∇u3

)
+ p7u−2

3 u3
1, (35)

где p — произвольный вещественный параметр. Покажем, что существует такое
значение параметра p = p∗, что у системы (35) существуют периодические по
времени и анизотропные по пространственным переменным решения.

Положим m = 2 и выберем соответствующие A, B, C для решения в виде
(3), получим функцию W (x, y, z). В частности, можно взять любую из функций
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(13)–(15). Выберем σ = 4
9 , тогда Sk = 1, k = 1, 2, 3. Вычисляя стационарные

решения системы типа (8), найдем

� = p−7, Z1 = −p, Z2 = p2, Z3 = −p4.

Характеристическое уравнение соответствующей системы типа (9) будет следу-
ющим:

l3 +
9
4
(p4 − p2 + p)l2 − 81

16
(p6 − p5 + p3)l +

999
64

p7 = 0.

Применяя утверждение 2, приходим к уравнению

27p6 − 27p5 − 27p4 + 118p3 − 27p2 − 27p+ 27 = 0.

Наибольший отрицательный корень p∗ = −0.6574451 . . . этого уравнения удо-
влетворяет всем условиям утверждения 2, поэтому соответствующая линейная
система типа (9) имеет периодические решения. Тем самым существование пе-
риодических по времени и анизотропных по пространственным переменным ре-
шений у системы (35) при p = p∗ доказано.

Пример 5. Рассмотрим систему типа (1) из четырех уравнений в случае
четырех пространственных координат:

∂u1

∂t
= ∇ ·

(
u3

1∇u1

)
+ u−2

1 u3
3,

∂u2

∂t
= ∇ ·

(
u3

2∇u2

)
+ u−2

2

(
− 485

886
u3

1 +
1371
886

u3
3

)
,

∂u3

∂t
= ∇ ·

(
u3

3∇u3

)
+ u−2

3 u3
4,

∂u4

∂t
= ∇ ·

(
u3

4∇u4

)
+ u−2

4

(
− 443

144
u3

2 +
587
144

u3
3

)
.

(36)

Для построения анизотропных по пространственным переменным решений по-
ложим m = 2 и возьмем σ = − 4

9 . Тогда получаем S1 = S2 = S3 = S4 = −1 и век-
тор Z = col(1, 1, 1, 1) будет решением соответствующей линейно-квадратичной
системы типа (19). Интегрируя соответствующую линейную систему ОДУ с
постоянными коэффициентами типа (9), получаем следующее параметрическое
семейство точных решений системы (36), периодических по времени и анизо-
тропных по пространственным переменным:

uk(x1, x2, x3, x4, t) = [W (x1, x2, x3, x4) + ϕk(t)]
1/3, k = 1, 4, (37)

где

W (x1, x2, x3, x4) = − 9
32

(
4∑

j=1

x2
j +
√

2 x1x2 +
√

2x1x3 −
√

2x2x4 +
√

2 x3x4

)

+ (
√

2 k1 + k2)x1 + k1x2 + (
√

2 k2 + k1)x3 + k2x4

− 4
9

(
(
√

2 k1 + k2)
2 + k2

1 + (
√

2 k2 + k1)
2 + k2

2

)
, (38)

ϕ1(t) =

(
108
97

C2 −
48
97
C1

)
cos t+

(
48
97
C2 +

108
97

C1

)
sin t,

ϕ2(t) =

(
522
443

C2 −
72
443

C1

)
cos t+

(
72
443

C2 +
522
443

C1

)
sin t,
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ϕ3(t) = C2 cos t+ C1 sin t,

ϕ4(t) =

(
3
4
C2 +

1
3
C1

)
cos t+

(
3
4
C2 −

1
3
C1

)
sin t.

Здесь k1, k2, C1, C2 — произвольные вещественные параметры.
Если система (36) рассматривается в трехмерном координатном простран-

стве, то параметрическое семейство точных анизотропных по пространствен-
ным переменным и периодических по времени решений задается формулой (37),
в которой вместо (38) надо использовать следующее выражение:

W (x1, x2, x3) = − 9
32

(
3
2
x2

1 + x2
2 +

3
2
x2

3 +
√

2 x1x2 + x1x3 −
√

2 x2x3

)

+ (
√

2 k1 + k2)x1 + k1x2 + k2x3 −
4
9

(
(
√

2 k1 + k2)2 + k2
1 + k2

2

)
. (39)

Отметим также, что за счет выбора других матриц квадратичных форм в (38)
и (39) указанные выше параметрические семейства точных решений можно рас-
ширить.

Необходимо отметить, что после открытия периодической химической ре-
акции Белоусова [20] вопрос о существовании и построении периодических ре-
шений соответствующих математических моделей начал интенсивно изучать-
ся [21]. Как указано в обзоре [1], вопросы существования и построения периоди-
ческих решений для моделей систем реакция-диффузия с распределенными па-
раметрами актуальны и представляют интерес как с точки зрения приложений
в химической технологии, так и с теоретической точки зрения для качествен-
ной теории дифференциальных уравнений. Изучение этих вопросов на основе
различных методов и подходов успешно продолжается в настоящее время (см.,
например, [22] и цитированную там литературу). Поэтому построенные здесь
периодические решения системы реакция-диффузия вида (1) могут оказаться
полезными в приложениях к моделям химических реакций.

3.3. Нестационарные решения системы ОДУ (17). Система ОДУ (17)
нелинейна, и в общем случае при произвольных коэффициентах αkj(t) усло-
вия ее разрешимости получить затруднительно, поэтому рассмотрим ряд пред-
ставляющих интерес частных случаев. Для простоты изложения далее будем
считать, что все λj , j = 1,N, являются рациональными числами с нечетными
числителями.

Будем искать решение системы (17) в виде zk(t) = µkf(t), где µk ∈ R, а
f(t) — некоторая непрерывно дифференцируемая функция. Подставляя zk(t) =
µkf(t) в (17), придем к равенству

µkf
′

= λkSkµ
2
kf

2 + λkf
∑

j 6=k
αkj(t)µj = 0. (40)

Предположим, что для некоторой функции b(t) выполняются условия
∑

j 6=k
αkj(t)µj =

µk
λk

b(t), k = 1,N. (41)

Тогда (40) перепишется так:

f
′

= λkSkµkf
2 + b(t)f, k = 1,N. (42)
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Полагая µk = 1
λkSk

, придем к уравнению Бернулли f ′ = f2 + b(t)f , интегрируя
которое, найдем его общее решение

f(t) =

exp
t∫
0

b(τ) dτ

C −
t∫
0

exp
ξ∫
0

b(τ) dτdξ

, (43)

где C — произвольная постоянная. Проведенными рассуждениями доказано

Утверждение 3. Если для некоторого σ 6= 0 вычисляемые по формуле

(20) Sk, k = 1,N, таковы, что для µk = 1
λkSk

выполняются условия (41), то

система (1) имеет решение (2), (3), в котором ψk(t) = (µkf(t))1/λk , где f(t)
задается формулой (43), а функции ϕk(t) удовлетворяют системе ОДУ

ϕ
′

k =

(
mλk

mλk + 2
f − f

′

f

)
ϕk + λ2

kSk
∑

j 6=k

αkj(t)
λjSj

ϕj , k = 1,N. (44)

Предположим, что αkj(t) = α̂kj

t для всех k, j = 1,N, k 6= j, где α̂kj ∈ R.
Будем искать решение системы (17) в виде Zk(t) = gkt

−1. Тогда для постоян-
ных gk ∈ R после подстановки в (17) получим линейно-квадратичную систему
уравнений следующего вида:

Skg
2
k +

1
λk

gk +
∑

j 6=k
α̂kjgj = 0, (45)

где Sk определяется формулой (20). Система (45) отличается от (19) только
одним дополнительным линейным слагаемым, и к ней можно применить изло-
женные в разд. 3.1 подходы к построению нетривиальных решений. Тем самым
обосновано

Утверждение 4. Если система уравнений (45) имеет нетривиальное ре-

шение gk, k = 1,N, то система (1) имеет решение (2), (3), в котором ψk(t) =
g
1/λk

k t−1/λk , а функции ϕk(t) удовлетворяют системе ОДУ

ϕ
′

k =
1
t

(
1 +

mgk
2σ

)
ϕk +

1
t

λk
gk

∑

j 6=k
α̂kjgjϕj , k = 1,N.

Пример 6. Рассмотрим в n-мерном координатном пространстве систему
двух уравнений

∂u1

∂t
= ∇ ·

(
u3

1∇u1

)
+

1
t
u−2

1 u3
2,

∂u2

∂t
= ∇ ·

(
u3

2∇u2

)
+

1
t
u−2

2 u3
1.

Применяя утверждение 4, получим параметрическое семейство точных решений
(2), (3), в котором функции ψk(t), ϕk(t) (k = 1, 2) задаются формулами

ψk(t) = −
(

24σ
3m+ 2

)1/3

t−1/3,

ϕ1(t) = C1t
a−3 + C2t

a+3, ϕ2(t) = −C1t
a−3 + C2t

a+3, a =
2− 9m
3m+ 2

.
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Используя утверждение 3, получим параметрическое семейство точных реше-
ний (2), (3), в котором симметричная матрица A, вектор B и постоянная C удо-
влетворяют системе алгебраических уравнений (5)–(7), а функции ψk(t), ϕk(t)
(k = 1, 2) задаются формулами

ψ1(t) = ψ2(t) =

(
6σ

3m+ 2

)1/3
t

(
C − 1

4 t
4
)1/3 ,

ϕ1(t) = (C1 + C2t
−6)(4C − t4) 2

3m+2 , ϕ2(t) = (C1 − C2t
−6)(4C − t4) 2

3m+2 .

Здесь 1 ≤ m ≤ n, σ 6= 0, C1, C2 — произвольные вещественные параметры. Это
семейство содержит «взрывающиеся» решения при C > 0, определенные только
на конечном интервале времени [23].

Пример 7. Рассмотрим в n-мерном координатном пространстве систему
трех уравнений

∂u1

∂t
= ∇ ·

(
u3

1∇u1

)
+ t u−2

1

(
u3

2 − u3
3

)
,

∂u2

∂t
= ∇ ·

(
u3

2∇u2

)
+ t u−2

2

(
u3

3 − u3
1

)
,

∂u3

∂t
= ∇ ·

(
u3

3∇u3

)
+ t u−2

3

(
u3

1 − u3
2

)
.

Применяя утверждение 3, получим параметрическое семейство точных реше-
ний (2), (3) в котором симметричная матрица A, вектор B и постоянная C удо-
влетворяют системе алгебраических уравнений (5)–(7), а функции ψk(t), ϕk(t),
(k = 1, 2, 3) задаются формулами

ψ1(t) = ψ2(t) = ψ3(t) =

(
6σ

(3m+ 2)(C − t)

)1/3

,

ϕ1(t) =
1
2
(C − t) 2

3m+2

[
(C1 + C3) cos

(
3
√

3
2

t2
)

+ C2 sin

(
3
√

3
2

t2
)

+ C1 − C3

]
,

ϕ2(t) =
1
4
(C − t) 2

3m+2

[
Q1 cos

(
3
√

3
2

t2
)

+Q2 sin

(
3
√

3
2

t2
)

+ 2C1 − 2C3

]
,

ϕ3(t) = −1
4
(C − t) 2

3m+2

[
Q3 cos

(
3
√

3
2

t2
)

+Q4 sin

(
3
√

3
2

t2
)
− 2C1 + 2C3

]
,

где Q1 = (
√

3C2 − C1 − C3), Q2 = −
√

3(C1 + C3) − C2, Q3 = (
√

3C2 + C1 + C3),
Q4 = −

√
3(C1 +C3)+C2. Здесь 1 ≤ m ≤ n, σ 6= 0, C, C1, C2, C3 — произвольные

вещественные параметры.
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