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Аннотация. Пусть D — открытое связное множество с достаточно гладкой гра-
ницей ∂D на комплексной плоскости C. Возмущением задачи Коши для системы
Коши — Римана ∂̄u = f в D с граничными данными на замкнутом множестве
S ⊂ ∂D получено семейство смешанных задач типа Зарембы для уравнения Ла-
пласа, зависящее от малого параметра ε ∈ (0, 1] в граничном условии. Несмотря на
то, что смешанные задачи содержат некоэрцитивные граничные условия на ∂D \S,
каждая из них имеет единственное решение в подходящем гильбертовом простран-
стве H+(D), непрерывно вложенном в пространство Лебега L2(∂D) и пространство
Соболева — Слободецкого H1/2−δ(D) при любом δ > 0. Соответствующее семейство
решений {uε} сходится в H+(D) к решению задачи Коши (если оно существует).
Также доказано, что существование решения задачи Коши в H+(D) эквивалент-
но ограниченности семейства {uε} в этом пространстве. Таким образом, получены
условия разрешимости для задачи Коши и эффективный метод построения ее ре-
шения в виде формул карлемановского типа.

DOI10.17377/smzh.2017.58.414

Ключевые слова: оператор Коши — Римана, задача Коши, задача Зарембы, ма-
лый параметр, уравнение Лапласа.

Введение

Задача Коши для системы Коши — Римана (для голоморфных функций
в классической версии) является давней проблемой, находящей свое применение
в физике, электродинамике, механике жидкости и газа и т. д. (см. [1–3] и
др.). На самом деле она является типичным примером некорректной задачи
для более общего класса эллиптических систем (см., например, [3–5]) или даже
эллиптических дифференциальных комплексов [6, 7].

Как отмечалось еще в [8], метод регуляризации наиболее эффективен для
изучения данной задачи. Книги [2, 3] дают достаточно полное описание условий
разрешимости задачи, а также пути ее регуляризации. Недавно был разработан
новый подход (см., например, [9–11]), основанный на простом наблюдении, что
решение задачи Коши для эллиптических уравнений можно свести к решению
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смешанных задач (возможно, некоэрцитивных) для эллиптических уравнений
с параметром.

Текущий прогресс в теории некоэрцитивных задач типа Зарембы [12, 13]
позволяет упростить метод из [10] и получить новый критерий разрешимости
задачи, а также построить ее точные и приближенные решения.

А именно, пусть D — открытое связное множество с достаточно гладкой
границей ∂D в комплексной плоскости C. Возмущая задачу Коши для системы
Коши — Римана ∂̄u = f в D с граничными данными на замкнутом множестве
S ⊂ ∂D, получим семейство смешанных задач типа Зарембы для уравнения Ла-
пласа, зависящее от малого параметра ε ∈ (0, 1] в граничном условии. Несмотря
на то, что смешанные задачи содержат некоэрцитивные граничные условия на
∂D\S, каждая из них имеет единственное решение в подходящем гильбертовом
пространстве H+(D), непрерывно вложенном в пространство Лебега L2(∂D) и
в пространство Соболева — СлободецкогоH1/2−δ(D) при любом δ > 0. Соответ-
ствующее семейство решений {uε} сходится в H+(D) к решению задачи Коши
(если оно существует). Также докажем, что существование решения задачи Ко-
ши в H+(D) эквивалентно ограниченности семейства {uε} в этом пространстве.
Таким образом, получим условия разрешимости для задачи Коши и эффектив-
ный метод построения ее решения в виде формул карлемановского типа.

По сравнению с [10] мы рассматриваем несколько другие пространства со-
болевского типа. Кроме того, вместо слабо сходящейся последовательности {uε}
в L2(D) при ε → +0 получим последовательность, сходящуюся к решению по
норме пространства H1/2−δ(D) при любом δ > 0.

1. Задача Коши

Пусть Rn — n-мерное евклидово пространство, а C — комплексная плос-
кость с точками z = x1 +

√
−1x2. Здесь

√
−1 — мнимая единица, а x = (x1, x2)

суть координаты в R2.
Обозначим через

∂̄ =
∂

∂z̄
=

∂

∂x1
+
√
−1

∂

∂x2

оператор Коши — Римана.
Пусть

∂̄∗ = − ∂

∂z̄
= −

(
∂

∂x1
−
√
−1

∂

∂x2

)

обозначает формально сопряженный оператор для ∂̄. Известно, что ∂̄∗∂̄ = −�,
где � — стандартный оператор Лапласа в R2, � = ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2
.

Пусть D — открытое связное ограниченное множество (ограниченная об-
ласть) с липшицевой границей ∂D в комплексной плоскости C. Как обычно,
под L2(D) понимаем гильбертово пространство измеримых функций в области
D с конечной нормой, порожденной скалярным произведением

(u, v)L2(D) =
∫

D

uv̄ dx.

Обозначим также через Hs(D) пространство Соболева — Слободецкого функ-
ций в области D, s ∈ R+.

Для u ∈ L2(D) всегда будем понимать ∂̄u как распределение над D.
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Рассмотрим некорректную задачу Коши для оператора Коши — Римана
в области D с граничными данными на открытом непустом множестве S ⊂
∂D. Всюду ниже будем считать это предположение относительно множества S
выполненным.

Задача 1.1. Дано распределение f в D и распределение u0 на S. Найти

распределение u в D, удовлетворяющее в подходящем смысле условиям
{
∂̄u = f в D,

u = u0 на S.

Если распределение u0 обладает достаточной регулярностью, то можно све-
сти задачу 1.1 к случаю, когда граничные условия равны нулю. Например, ес-
ли граница ∂S множества S кусочно гладкая и u0 ∈ H1/2(S), то можно найти
ũ0 ∈ H1/2(∂D), совпадающую с u0 на S, и затем использовать интеграл Пуас-
сона P задачи Дирихле для оператора Лапласа:

P : H1/2(∂D)→ H1(D),

где оператор P линейный, ограниченный и{
�Pu0 = 0 в D,

t(P ũ0) = ũ0 на ∂D

(здесь t : H1(D)→ H1/2(∂D) — стандартный оператор следа).
С целью контролировать поведение решений задачи 1.1 введем следующие

функциональные пространства.
Пусть ε ≥ 0, рассмотрим эрмитову форму

(u, v)+,ε = ε(u, v)L2(∂D) + (∂̄u, ∂̄v)L2(D)

на пространстве C∞(D) (всех гладких функций в замыкании D области D).
В силу классической формулы Коши для голоморфных функций эта форма яв-
ляется скалярным произведением при любом ε > 0. Тогда функционал ‖u‖+,ε =√

(u, u)+,ε является нормой для каждого ε > 0. Очевидно, нормы ‖u‖+,ε и
‖u‖+,δ эквивалентны для любых положительных ε и δ. В частности,

√
ε‖u‖+,1 ≤ ‖u‖+,ε ≤ ‖u‖+,1 для всех u ∈ H+(D) и 0 < ε ≤ 1. (1.1)

Обозначим через H+(D) пополнение пространства C∞(D) по норме ‖ · ‖+,ε
с некоторым ε > 0; из рассуждений выше следует, что пространство H+(D) не
зависит от ε > 0. Заметим, что по построению

1) пространство H+(D) непрерывно вложено в L2(∂D), в частности, каж-
дый элемент u ∈ H+(D) имеет корректно определенный след t(u) на ∂D, а
соответствующий оператор следа t непрерывно отображает H+(D) в L2(∂D);

2) оператор ∂̄ непрерывно отображает H+(D) в L2(D).
Дальнейшие свойства пространства H+(D) были описаны в [12] (см. так-

же [13]).

Теорема 1.2. Если D — ограниченная область с липшицевой границей, то

пространство H+(D) непрерывно вложено в H1/2−δ(D) при любом δ > 0. Более

того, если ∂D ∈ C2, то пространство H+(D) непрерывно вложено в H1/2(D).

Доказательство. См. [12, теорема 1] (ср. [13, теорема 2.5]). �

Заметим, что вложение точное, т. е. пространство H+(D) не может быть
непрерывно вложено в Hs(D) для любого s > 1/2 (см. [12, пример 2] либо [13]).

Эти результаты позволяют рассмотреть следующую версию задачи Коши
для оператора Коши — Римана.
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Задача 1.3. По заданной функции f ∈ L2(D) найти u ∈ H+(D), удовле-

творяющую условиям {
∂̄u = f в D,

t(u) = 0 на S.

Известно, что задача 1.3 некорректна и имеет не более одного решения (см.,
например, [14–16; 17, теорема 2.8]).

Пусть дано непустое множество S ⊂ ∂D. Обозначим через C∞(D,S) под-
множество C∞(D) всех функций, исчезающих на относительно открытом мно-
жестве U ⊂ D, содержащем замыкание S в ∂D. В частности, C∞(D, ∂D) сов-
падает с пространством гладких функций с компактным носителем C∞

0 (D).
Обозначим также черезH+(D,S) множество, состоящее из всех u ∈ H+(D),

удовлетворяющих условию t(u) = 0 на S. Очевидно, что H+(D,S) является
замкнутым подпространством H+(D).

Теперь задача 1.3 сводится к исследованию инъективного ограниченного
оператора

∂̄ : H+(D,S)→ L2(D). (1.2)

Опишем основные свойства области определения и образа этого оператора.
Используя неравенство Гординга, видим, что для S = ∂D пространство

H+(D, ∂D) совпадает с H1
0 (D), т. е. с замкнутым подпространством простран-

ства СоболеваH1(D), состоящего из всех u ∈ H1(D), удовлетворяющих условию
t(u) = 0 на ∂D.

Лемма 1.4. Для всех u ∈ H+(D,S) имеем u ∈ H1
loc(D ∪ S).

Доказательство. Зафиксируем произвольный элемент u ∈ H+(D,S) ⊂
H+(D). Так как оператор Коши — Римана ∂̄ эллиптический и ∂̄u ∈ L2(D),
заключаем, что u ∈ H1

loc(D).
Возьмем область G ⊂ D такую, что G∩D = S1 ⊂ S, и функцию ϕ ∈ C∞(D)

с компактным носителем в G ∪ S1. Тогда

∂̄(ϕu) = (∂̄u)ϕ+ (∂̄ϕ)u ∈ L2(D)

и t(ϕu) = 0 на ∂D.
Обозначим через H−1(D) пространство, двойственное к H1(D, ∂D) отно-

сительно спаривания, задаваемого скалярным произведением в L2(D). Тогда
распределение F = ∂̄∗∂̄(ϕu) принадлежит H−1(D), так как

|(∂̄(ϕu), ∂̄v)L2(D)| = |((∂̄u)ϕ+ (∂̄ϕ)u, ∂̄v)L2(D)| ≤ c(u, ϕ)‖v‖H1(D)

с некоторой константой c(u, ϕ), не зависящей от v ∈ H1(D, ∂D).
В частности,

(∂̄(ϕu), ∂̄v)L2(D) = 〈F, v〉 для всех v ∈ H1(D, ∂D),

где 〈F, v〉 обозначает действие распределения F на тестовую функцию v. Это
означает, что функция ϕu является единственным решением задачи Дирихле
для оператора Лапласа � = −∂̄∗∂̄ с данными F ∈ H−1(D) и граничными дан-
ными t(ϕu) = 0 на ∂D (см., например, [18]). Следовательно, в силу произволь-
ности области G и функции ϕ (обладающими описанными выше свойствами),
ϕu ∈ H1(D) и u ∈ H1

loc(D ∪ S), что и следовало доказать. �

Как отмечено ранее, H+(D, ∂D) = H1
0 (D). В частности, H+(D, ∂D) есть

замыкание пространства гладких функций с компактным носителем C∞
0 (D).

Опишем подобным образом пространство H+(D,S).
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Теорема 1.5. Пусть ∂D \ S имеет непустую внутренность на ∂D. Если

∂D ∈ C∞, то H+(D,S) есть замыкание C∞(D,S) в пространстве H+(D).

Доказательство. По определению замыкание H пространства C∞(D,S)
в H+(D) есть замкнутое подпространство H+(D,S). Для доказательства тео-
ремы достаточно показать, что ортогональное дополнение H⊥ пространства H
в H+(D,S) тривиально.

С этой целью зафиксируем ε > 0 и выберем u ∈ H+(D,S), удовлетворя-
ющее (u, v)+,ε = 0 для всех v ∈ C∞(D,S). В силу того, что C∞(D, ∂D) ⊂
C∞(D,S), имеем

(∂̄u, ∂̄v)L2(D) = 0 для всех v ∈ C∞(D, ∂D), (1.3)

т. е. −∂̄∗(∂̄u) = 0 в D в смысле распределений. Так как оператор ∂̄∗ эллипти-
ческий, решения для этого уравнения являются гладкими функциями над D;
действительно, ∂̄u является антиголоморфной в D функцией класса L2(D) (т. е.

∂̄u голоморфна).
Пусть ρ — порождающая функция области D = {z ∈ C : ρ(z) < 0}. По-

скольку ∂D ∈ C∞, можно выбрать ρ ∈ C∞(U) для окрестности U границы ∂D

с |∇ρ| 6= 0 на ∂D такое, что ν = ∇ρ
|∇ρ| является векторным полем единичных

нормалей к ∂D. При достаточно малых δ > 0 рассмотрим области

Dδ = {z ∈ C : ρ(z) < −δ}.
Ясно, что Dδ ⋐ D и ρδ = ρ+ δ является порождающей функцией области Dδ с
∇ρ = ∇ρδ, а νδ = ∇ρ

|∇ρ| есть векторное поле единичных нормалей к ∂Dδ. Тогда

голоморфная функция g = ∂̄u имеет слабое граничное значение g0 ∈ D ′(∂D) на
∂D в том смысле, что

lim
δ→+0

∫

∂Dδ

g(ζ)v(ζ) dsδ(ζ) = 〈g0, v〉 для всех v ∈ C∞(D)

(см. [15, следствие 2.3] либо [17, теорема 4.4]). Здесь D ′(∂D) — пространство
распределений на ∂D, а 〈g0, v〉 обозначает действие распределения g0 на тесто-
вую функцию v.

Пользуясь свойствами интеграла Пуассона P и тем фактом, что |ν1+
√
−1ν2|

= 1 на ∂D, заключаем, что функция w = P (v/(ν1 +
√
−1ν2)) принадлежит

C∞(D,S) для каждого v ∈ C∞(D,S). Применяя формулу интегрирования по
частям и (1.3), получаем

0 = (∂̄w, ∂̄u)L2(D) = (∂̄w, ḡ)L2(D)

= lim
δ→+0

(∂̄w, ḡ)L2(Dδ) = −
√
−1 lim

δ→+0

∫

∂Dδ

g(ζ)w(ζ) dζ

= −
√
−1 lim

δ→+0

∫

∂Dδ

g(ζ)(νδ,1 +
√
−1νδ,2)(ζ)w(ζ) dsδ(ζ)

= lim
δ→+0

∫

∂Dδ

g(ζ)v(ζ) dsδ(ζ) = 〈g0, v(ζ)〉 для всех v ∈ C∞(D,S), (1.4)

где νδ,j — компоненты вектора нормали νδ. Так как для любой функции w ∈
C∞(D,S) ее сужение w|∂D на ∂D имеет компактный носитель в ∂D \ S, ви-
дим, что g0 равняется нулю на ∂D \ S. Следовательно, g исчезает на ∂D \ S
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в смысле слабых граничных значений. B силу того, что g голоморфна (т. е.
является решением эллиптического оператора ∂̄), из [17, теорема 2.8] следует,
что g тождественно равна нулю в D.

Таким образом, заключаем, что g = ∂̄u = 0 в D, т. е. функция u ∈ L2(D)
голоморфна в D. По предположению она исчезает на непустом относительно
открытом множестве S ⊂ ∂D. Наконец, так как оператор первого порядка
∂̄ эллиптичен, из [17, теорема 2.8] следует, что u тождественно равна нулю
в D. �

Лемма 1.6. Пусть ∂D \ S имеет непустую внутренность на ∂D. Если

∂D ∈ C∞, то образ оператора (1.2) плотен в L2(D).

Доказательство. Пусть g ∈ L2(D) удовлетворяет условию

(g, ∂̄v)L2(D) = 0 для всех v ∈ H+(D,S).

Рассуждая, как в доказательстве теоремы 1.5, заключаем, что ∂̄∗g = 0 в D и g =
0 на ∂D \ S в смысле слабых граничных значений. Так как g антиголоморфна
(т. е. является решением эллиптического оператора ∂̄∗), из [17, теорема 2.8]
следует, что g тождественно равна нулю в D. �

Таким образом, мы описали замыкание образа отображения (1.2). Более
сложной задачей является описание самого образа отображения (1.2). Следую-
щая лемма делает первый шаг в данном направлении.

Для распределения f , определенного около ∂D, положим ν(f) = (νδ,1 +√
−1νδ,2)f , а для распределения u, определенного около ∂D, положим ∂̄νu =

(νδ,1 +
√
−1νδ,2)∂̄u. На самом деле ∂̄νu — так называемая комплексная нормаль-

ная производная функции u.

Лемма 1.7. Пусть ∂D ∈ C∞. Если f ∈ L2(D), то функция u ∈ H+(D,S)
является решением задачи 1.3 в том и только в том случае, когда

(∂̄u, ∂̄v)L2(D) = (f, ∂̄v)L2(D) (1.5)

для всех v ∈ H+(D,S).

Доказательство. Если задача 1.3 разрешима и u — одно из ее решений,
то (1.5), очевидно, выполнено. Обратно, если (1.5) выполнено для любого эле-
мента u ∈ H+(D,S), то ∂̄∗(∂̄u − f) = 0 в D, так как пространство H+(D,S)
содержит все гладкие функции с компактным носителем в D. В частности,

функция (∂̄u− f) голоморфна в D. Интегрируя, как в (1.4), получаем

lim
δ→+0

∫

∂Dδ

(∂̄u− f)(ζ)v(ζ) dsδ(ζ) = −
√
−1 lim

δ→+0

∫

∂Dδ

(∂̄u− f)(ζ)w(ζ) dζ

= (w, (∂
∗
(∂̄u− f)))L2(D) − (∂̄w, ∂̄u− f)L2(D) = −(∂̄w, ∂̄u− f)L2(D) = 0 (1.6)

для всех v ∈ C∞(D,S), поскольку w ∈ C∞(D,S). Следовательно, как и в до-
казательстве теоремы 1.5, видим, что ∂̄u − f = 0 на ∂D \ S в смысле слабых
граничных значений.

Наконец, так как (∂̄u−f) антиголоморфна (т. е. является решением эллип-
тического оператора ∂̄∗), из [17, теорема 2.8] следует, что (∂̄u−f) тождественно
равна нулю в D. �
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Замечание 1.1. Согласно [15, следствие 2.3] слабые граничные значения
голоморфных (антиголоморфных) функций класса L2(D) в области D принад-
лежат пространству Соболева H−1/2(∂D) на компактном множестве ∂D, т. е.
эти следы имеют конечный порядок особенности на ∂D. Следовательно, все
вышеперечисленные результаты действительны для областей с конечным (ве-
роятно, достаточно высоким) порядком гладкости границы.

В заключение этого раздела поясним значение (1.5). Это равенство озна-
чает, что решение u ∈ H+(D,S) задачи Коши ∂̄u = f на самом деле является
решением смешанной задачи типа Зарембы





−�u = ∂̄∗f в D,

t(u) = 0 на S,

∂̄νu = ν(f) на ∂D \ S.
(1.7)

Действительно, из доказательства леммы 1.7 вытекает, что

∂̄∗∂̄u = −�u = ∂̄∗f в D

в пространстве распределений и ν(∂̄u − f) = 0 на ∂D \ S в смысле слабых
граничных значений. В частности, если вектор ν(f) корректно определен на
∂D \ S, то и ∂̄νu также корректно определен на ∂D \ S.

Конечно, смешанная задача (1.7), рассмотренная в подходящих простран-
ствах, дает не что иное, как (1.5). В следующем разделе получим условия
разрешимости задачи 1.3.

2. Об одном возмущении задачи Коши

Последнее наблюдение разд. 1 наталкивает на мысль о возмущении зада-
чи 1.3 с целью получения смешанной задачи типа Зарембы (1.7).

С учетом леммы 1.7 рассмотрим следующую возмущенную задачу Коши.

Задача 2.1. Зафиксируем ε ∈ (0, 1]. По заданной функции f ∈ L2(D)
найти элемент uε ∈ H+(D,S), удовлетворяющий условию

(∂̄uε, ∂̄v)L2(D) + ε (uε, v)L2(∂D\S) = (f, ∂̄v)L2(D) (2.1)

для всех v ∈ H+(D,S).

Заметим, что уравнение (2.1) приводит к возмущению смешанной задачи
(1.7). Более точно,





−�uε = ∂̄∗f в D,

t(uε) = 0 на S,

∂̄νuε + εt(uε) = ν(f) на ∂D \ S.
(2.2)

Так как пространство H+(D,S) содержит все гладкие функции с компактным
носителем в D, (2.1) означает, что −�uε = ∂̄∗f в D в смысле распределе-
ний. Граничное условие t(uε) = 0 на S следует из определения пространства
H+(D,S). Наконец, равенство ν(∂̄uε) + εt(uε) = ν(f) выполнено в том смысле,
что ν(∂̄uε − f) + εt(uε) = 0 на ∂D \ S, так как

∂̄∗(∂̄uε − f) = 0 ∈ L2(D)
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в смысле распределений в D, (∂̄uε − f) голоморфна в D и после интегрирования
по частям, как в (1.6), с использованием (2.1) получается

lim
δ→+0

∫

∂Dδ

(∂̄uε − f)(ζ)v(ζ) dsδ(ζ) = −
√
−1 lim

δ→+0

∫

∂Dδ

(∂̄uε − f)(ζ)w(ζ) dζ

= (∂̄w, ∂̄uε − f)L2(D) = −ε(w, t(uε))L2(∂D\S) = −ε
(
v,

t(uε)

ν1 +
√
−1ν2

)

L2(∂D\S)

для всех v ∈ C∞(D,S), т. е. (∂̄uε − f) совпадает с −ε t(uε)/(ν1+
√
−1ν2) на ∂D\S

в смысле слабых граничных значений. Следовательно, ν(∂̄uε − f) + εt(uε) = 0
на ∂D \ S в смысле слабых граничных значений. Если сужение ν(f) на ∂D \ S
имеет смысл, то сужение ν(∂̄uε − f) также корректно определено, поскольку
t(uε) ∈ L2(∂D).

Ясно, что смешанная задача (2.2), рассмотренная в подходящих простран-
ствах, дает не что иное, как (2.1).

На самом деле (1.7) и (2.2) являются смешанными задачами с граничными
условиями робеновского типа. Это аналоги так называемой задачи Зарембы
для оператора Лапласа (см. [19]). В общем случае смешанные задачи (1.7) и
(2.2) имеют некоэрцитивные граничные условия на ∂D \S (см. [10, 13]). Следо-
вательно, они не могут быть корректными в весовых пространствах Соболева
(см. [20]). Принципиальная разница между задачами 1.3 и 2.1 в том, что по-
следняя корректна в H+(D,S).

Лемма 2.2. Для любых ε > 0 и f ∈ L2(D) существует единственное реше-

ние uε(f) ∈ H+(D,S) задачи 2.1. Более того, оно удовлетворяет оценке

‖uε(f)‖+,ε ≤ ‖f‖L2(D).

Доказательство. Как видели выше, пространство H+(D,S), наделенное
скалярным произведением (·, ·)+,ε, гильбертово. Из неравенства Шварца сле-
дует, что

|(f, ∂̄v)L2(D)| ≤ ‖f‖L2(D)‖∂̄v‖L2(D) ≤ ‖f‖L2(D)‖v‖+,ε
для всех v ∈ H+(D,S). Значит, отображение v 7→ (f, ∂̄v)L2(D) определяет непре-
рывный линейный функционал Ff на H+(D,S), норма которого мажорируется
следующим образом: ‖Ff‖ ≤ ‖f‖L2(D).

В силу теоремы Рисса заключаем, что существует единственный элемент
uε(f) ∈ H+(D,S), удовлетворяющий условиюFf (v) = (uε(f), v)+,ε

для любого v ∈ H+(D,S). Ясно, что uε(f) является решением задачи (2.1).
Наконец, по теореме Рисса имеем

‖uε(f)‖+,ε ≤ ‖f‖L2(D),

что и требовалось доказать. �

Уравнения (2.2) показывают, что лемма 2.2 дает информацию о разреши-
мости смешанной задачи для оператора Лапласа � с очень специальными дан-
ными на D, S и ∂D \ S. Выясним, какие теоремы разрешимости могут быть
получены для произвольных данных. С этой целью обозначим через H−(D,S)
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двойственное к H+(D,S) пространство относительно спаривания 〈·, ·〉, инду-
цированного скалярным произведением (·, ·)L2(D) (см., например, [12, 13]). На
самом деле, это гильбертово пространство, изоморфное нормированному про-
странству, построенному как пополнение H+(D,S) по любой из норм

‖g‖−,ε = sup
v∈H+(D,S),

v 6=0

|(g, v)L2(D)|
‖v‖+,ε

, ε > 0.

Задача 2.3. Зафиксируем ε ∈ (0, 1]. Для заданного g ∈ H−(D,S) найти

элемент wε(g) ∈ H+(D,S), удовлетворяющий условию

(∂̄wε(g), ∂̄v)L2(D) + ε (wε(g), v)L2(∂D\S) = 〈g, v〉 (2.3)

для любого v ∈ H+(D,S).

Лемма 2.4. Для любых ε > 0 и g ∈ H−(D,S) существует единственное

решение wε ∈ H+(D,S) задачи 2.3. Более того,

‖wε(g)‖+,ε ≤ ‖g‖H−(D,S).

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.2 (см. [12, лем-
ма 3; 13]). �

На самом деле лемма 2.4 эквивалентна следующему утверждению: зада-
ча 2.3 индуцирует непрерывно обратимый линейный оператор Lε : H+(D,S)→
H−(D,S) с ‖Lε‖ =

∥∥L−1
ε

∥∥ = 1.
Но даже в этом случае нельзя гарантировать того, что wε ∈ Hs(D) при

любом s > 1/2, без введения дополнительных ограничений на g. Эта ситуация
типична для смешанных задач (см. [20, 21]).

Однако теорема 1.2 (вместе с теоремами вложения Реллиха — Кондрашова
и теоремой Гильберта — Шмидта) дает преимущество — спектральную теорему,
относящуюся к задаче 2.3.

Введем скалярное произведение

(g, g̃)−,ε =
〈
g, L−1

ε g̃
〉

в пространстве H−(D,S). Данное скалярное произведение определяет норму
‖ · ‖−,ε.

Лемма 2.5. Для любого ε ∈ (0, 1] существуют положительные числа{
λ

(ε)
k

}
k∈N

и функции
{
b
(ε)
k

}
k∈N
⊂ H+(D,S) такие, что

(
∂̄b

(ε)
k , ∂̄v

)
L2(D)

+ ε
(
b
(ε)
k , v

)
L2(∂D\S)

=
(
λ

(ε)
k

)−1(
b
(ε)
k , v

)
L2(D)

(2.4)

для любого v ∈ H+(D,S). Система
{
b
(ε)
k

}
k∈N

является ортонормированным ба-

зисом в H+(D,S) (по норме (·, ·)+,ε), также это ортогональный базис в L2(D)

и H−(D,S) (по норме (·, ·)−,ε). Более точно,
{
b
(ε)
k

}
k∈N

является системой соб-

ственных векторов компактных самосопряженных операторов

L−1
ε ι′ι : H+(D,S)→ H+(D,S), ι′ιL−1

ε : H−(D,S)→ H−(D,S),

ιL−1
ε ι′ : L2(D)→ L2(D),
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соответствующих (положительным) собственным значениям
{
λ

(ε)
k

}
k∈N

, где

ι : H+(D,S)→ L2(D), ι′ : L2(D)→ H−(D,S)

суть операторы естественного вложения.

Доказательство. См. [12, лемма 4; 13]. �

По построению каждая функция b(ε)k удовлетворяет некоторому уравнению

Гельмгольца в области D; в частности, каждая функция b(ε)k вещественно ана-
литическая в D.

Кроме того, можно получить формулу для решения задачи 2.3. С этой
целью положим G (N)

ε (z, ζ) =
N∑

k=1

b
(ε)
k (z)b(ε)k (ζ)∥∥b(ε)k

∥∥
L2(D)

.

Следствие 2.6. Для каждого g ∈ H−(D,S) решение wε(g) ∈ H+(D,S)
задачи 2.3 задается формулой

wε(g)(z) = lim
N→∞

〈
g,G (N)

ε (z, ·)
〉
, z ∈ D.

Доказательство. Из леммы 2.5 следует, что для всех u ∈ H+(D,S) и
g ∈ H−(D,S) имеем

u =
∞∑

k=1

(
u, b

(ε)
k

)
+,ε
b
(ε)
k , g =

∞∑

k=1

(
g, ι′ιb(ε)k

)
−,ε∥∥b(ε)k

∥∥2

−,ε

ι′ιb(ε)k .

С другой стороны, лемма 2.5 означает, что

Lεb
(ε)
k = λ

(ε)
k ι′ιb(ε)k , Lεu =

∞∑

k=1

(
u, b

(ε)
k

)
+,ε
λ

(ε)
k ι′ιb(ε)k .

Используя ортогональность системы
{
b
(ε)
k

}
k∈N

, получаем

(
wε(g), b

(ε)
k

)
+,ε

=

(
g, ι′ιb(ε)k

)
−,ε∥∥b(ε)k

∥∥2

−,ε

.

Наконец, по определению
(
g, ι′ιb(ε)k

)
−,ε =

〈
g, L−1

ε ι′ιb(ε)k
〉

= λ
(ε)
k

〈
g, b

(ε)
k

〉
,

∥∥b(ε)k
∥∥2

−,ε =
(
ι′ιb(ε)k , ι′ιb(ε)k

)
−,ε =

〈
ι′ιb(ε)k , L−1

ε ι′ιb(ε)k
〉

= λ
(ε)
k

〈
ι′ιb

(ε)
k , b

(ε)
k

〉
= λ

(ε)
k

∥∥b(ε)k
∥∥2

L2(D)

и, следовательно,
(
wε(g), b

(ε)
k

)
+,ε

=

〈
g, b

(ε)
k

〉
∥∥b(ε)k

∥∥2

L2(D)

.

Поэтому

wε(g)(z) =
∞∑

k=1

(
wε(g), b

(ε)
k

)
+,ε
b
(ε)
k (z) = lim

N→∞

N∑

k=1

〈
g, b

(ε)
k

〉
∥∥b(ε)k

∥∥2

L2(D)

b
(ε)
k (z),

что и требовалось доказать. �
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Следствие 2.7. Для каждого f ∈ L2(D) решение uε ∈ H+(D,S) задачи 2.1
задается формулой

uε(f)(z) = lim
N→+∞

(
f, ∂̄G (N)

ε (z, ·)
)
L2(D)

, z ∈ D.

Доказательство вытекает из следствия 2.6 с учетом следующей связи
между данными задач 2.1 и 2.3:

〈g, v〉 = (f, ∂̄v)L2(D)

(см. доказательство леммы 2.4). �

Обсудим очень важный вопрос о том, как найти собственные векторы за-
дачи Зарембы, а следовательно, и решение задачи 1.3.

Пусть D — единичный диск в C. Построение системы
{
b
(ε)
k

}
для D = D

можно выполнить с использованием системы функций БесселяJp(z) =
∞∑

k=0

(−1)k

22k+p

z2k+p

k! (k + p)!
, J−p(z) = (−1)pJp(z), z ∈ C, p ∈ Z+.

А именно, известно, что любая собственная функция задачи 2.3 в диске D ,
отвечающая собственному значению λ

(ε)
k , имеет вид

b
(ε)
k (z) =

∑

q∈Z

(z/|z|)qJq

(
|z|
√
λ

(ε)
k

)
d(ε)
q (S) (2.5)

с некоторыми коэффициентами
{
d
(ε)
q (S)

}
q∈Z
⊂ C. Если S = ∅ или S = ∂D, то

сумма состоит только из одного ненулевого слагаемого; если S 6= ∂D и S 6= ∅,
то число ненулевых коэффициентов d

(ε)
q (S) суммы не может быть конечным

(см., например, [22, дополнение II, с. 1, § 2]. Собственное значение λ(ε)
k и ко-

эффициенты
{
d
(ε)
q (S)

}
q∈Z

могут быть найдены из соотношений b(ε)k = 0 на S и

(∂̄ν + ε)b(ε)k = 0 на ∂D \ S.

3. Основной результат

Неравенства (1.1) и лемма 2.2 дают следующую грубую оценку для семей-
ства {uε(f)}ε∈(0,1]:

‖uε(f)‖+,1 ≤
1√
ε
‖uε(f)‖+,ε ≤

1√
ε
‖f‖L2(D), ε ∈ (0, 1].

Таким образом, это семейство может быть неограниченным при ε→ +0. Выяс-
ним, как поведение семейства {uε(f)}ε>0 влияет на разрешимость задачи 1.3.

Теорема 3.1. Семейство {‖uε(f)‖+,1}ε∈(0,1] ограничено тогда и только то-

гда, когда существует u ∈ H+(D,S), удовлетворяющее (1.5).

Доказательство. Сначала докажем следующую лемму.

Лемма 3.2. Пусть существует такое множество A ⊂ (0, 1], что

1) нуль является предельной точкой A;
2) семейство {‖uδ(f)‖+,1}δ∈A ограничено.
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Тогда существует u ∈ H+(D,S), удовлетворяющее (1.5).

Доказательство. Предположим, что нуль является предельной точкой
множества A и семейство {‖uδ(f)‖+,1}δ∈A ограничено. Согласно (2.1) имеем

(∂̄uδ(f), ∂̄v)L2(D) + δ (uδ(f), v)L2(D) = (f, ∂̄v)L2(D)

для всех v ∈ H+(D,S). Переходя к пределу при A ∋ δ → +0 в последнем
равенстве и пользуясь тем фактом, что {uδ(f)}δ∈A ограничено, получаем

lim
δ→+0

(∂̄uδ(f), ∂̄v)L2(D) = (f, ∂̄v)L2(D) (3.1)

для всех v ∈ H+(D,S).
Известно, что любое ограниченное множество в гильбертовом пространстве

слабо компактно. Следовательно, существует подпоследовательность {uδj(f)}
⊂ H+(D,S), слабо сходящаяся в этом пространстве к элементу u ∈ H+(D,S).
Здесь {δj} стремится к 0 при j →∞.

Покажем, что {uδj(f)} сходится слабо к u в Hs(D) при s < 1/2 и j →∞.
Из теоремы 1.2 следует, что вложение is : H+(D,S) → Hs(D) непрерывно

для любого s < 1/2. Следовательно, сопряженный оператор i⋆s : Hs(D) →
H+(D,S) также ограничен, а

lim
j→∞

(isuδj(f), v)Hs(D) = lim
j→∞

(uδj (f), i⋆sv)H+(D,S) = (u, i⋆sv)H+(D,S)

для всех v ∈ Hs(D). Это в точности означает, что {uδj(f)} сходится слабо
в Hs(D).

Обозначим через ∂̄⋆ : L2(D) → H+(D,S) сопряженный к ограниченному
линейному оператору ∂̄ : H+(D,S)→ L2(D). Простые вычисления показывают,
что

lim
A∋δ→+0

(∂̄uδ(f), ∂̄v)L2(D) = lim
A∋δ→+0

(uδ(f), ∂̄⋆∂̄v)H+(D,S)

= (u(f), ∂̄⋆∂̄v)H+(D,S) = (∂̄u(f), ∂̄v)L2(D) (3.2)

для всех v ∈ H+(D,S). Комбинируя (3.1) и (3.2), видим, что (1.5) выполняется
для функции u ∈ H+(D,S). �

Получим более сильное утверждение, чем теорема 3.1, если докажем сле-
дующую лемму.

Лемма 3.3. Если существует функция u ∈ H+(D,S), удовлетворяющая

условию (1.5), то семейство {‖uε(f)‖+,1}ε∈(0,1] ограничено и

lim
ε→+0

‖∂̄(uε(f)− u)‖L2(D) = 0.

Более того, {uε(f)}ε∈(0,1] сходится слабо к u ∈ H+(D,S) при ε→ +0 и сходится

к решению u в Hs(D) для всех s < 1/2.

Доказательство. Пусть существует u ∈ H+(D,S), удовлетворяющее
условию (1.5). Обозначим Rε = uε(f)− u, тогда из (1.5) и (2.1) следует, что

(∂̄Rε, ∂̄v)L2(D) + ε (Rε, v)L2(∂D) = −ε (u, v)L2(∂D) (3.3)

для всех v ∈ H+(D,S). Так как

| − ε (u, v)L2(∂D)| ≤ ε‖u‖L2(∂D)‖v‖L2(∂D) ≤
√
ε‖u‖L2(∂D)‖v‖+ε,
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отображение v 7→ −ε(u, v)L2(∂D) определяет непрерывный линейный функцио-
нал gε(u) в пространстве H+(D,S) и

‖gε(u)‖ ≤
√
ε‖u‖L2(∂D).

Таким образом, (3.3) означает, что Rε = wε(gε(u)) есть решение задачи 2.3 с
данными g = gε(u).

Согласно (1.1) и лемме 2.4 имеем

‖Rε‖+,1 ≤
1√
ε
‖Rε‖+,ε ≤

1√
ε

√
ε‖u‖L2(∂D) = ‖u‖L2(∂D).

Следовательно, семейство {‖Rε‖+,1}ε∈(0,1], а также семейство {‖uε(f)‖+,1}ε∈(0,1]

ограничены. Из (3.3) следует

lim
ε→+0

‖∂̄(uε(f)− u)‖2L2(D) = lim
ε→+0

‖∂̄Rε‖2L2(D)

= − lim
ε→+0

ε
(
‖Rε‖2L2(∂D) + (u,Rε)L2(∂D)

)
= 0.

Наконец, покажем, что {uε(f)}ε∈(0,1] сходится слабо к u в H+(D,S) при
ε → +0. Доказательство будем строить от противного. Действительно, если
{uε(f)}ε∈(0,1] не сходится слабо к u в H+(D,S), то существуют v ∈ H+(D,S),
γ > 0 и последовательность {εj}, стремящаяся к +0 при j →∞, такие, что

|(uεj − u, v)+,1| ≥ γ (3.4)

для любого j ∈ N. Но последовательность {uεj} ограничена в гильбертовом про-
странстве H+(D,S), а значит, существует подпоследовательность, сходящаяся
слабо в H+(D,S). Чтобы не усложнять обозначения, снова обозначим ее через
{uεj}. Как видно из доказательства леммы 3.2, слабый предел {uεj} есть u.
Это противоречит (3.4), а следовательно, первая часть леммы доказана.

Наконец, согласно теореме 1.2 пространствоH+(D,S) непрерывно вложено
в пространство Соболева — Слободецкого H1/2−δ(D) при любом δ > 0. Хорошо
известно, что компактные операторы в гильбертовом пространстве переводят
слабо сходящуюся последовательность в сходящуюся. Таким образом, из тео-
ремы Реллиха — Кондрашова о компактных вложениях для пространств Собо-
лева вытекает, что {uε(f)}ε∈(0,1] сходится к u в Hs(D) для любого s < 1/2 при
ε→ +0. �

Доказательство теоремы 3.1 немедленно следует из лемм 3.2 и 3.3. �

Следствие 3.4. Семейство {‖uε(f)‖+,1}ε∈(0,1] ограничено тогда и только

тогда, когда задача 1.3 разрешима. Более того, в этом случае

lim
ε→+0

‖∂̄uε(f)− f‖L2(D) = 0

и {uε(f)}ε∈(0,1] сходится слабо в H+(D,S) при ε→ +0 к решению u ∈ H+(D,S)
задачи 1.3. Кроме того, оно сходится к u в пространстве Hs(D) для любого

s < 1/2 и в H1
loc(D ∪ S).

Доказательство. Почти все эти утверждения следуют из теоремы 3.1
и лемм 1.7 и 3.3. Остается только показать, что {uε(f)}ε∈(0,1] сходится к u

в топологии H1
loc(D ∪ S), если u ∈ H+(D,S) является решением задачи 1.3.



О построении формул Карлемана 883

Действительно, замечаем, что {uε(f) − u}ε∈(0,1] ограничена в H+(D) в силу
леммы 3.3 и

lim
ε→+0

‖∂̄(uε(f)− u)‖L2(D) = 0, t(uε(f)− u) = 0

на S для любого ε ∈ (0, 1]. Тогда, применяя [23, теорема 7.2.6], заключаем, что
{uε(f)}ε∈(0,1] сходится к u в H1

loc(D ∪ S). �

Наконец, выпишем формулу карлемановского типа для решений задачи
Коши 1.3.

Следствие 3.5. Для любой функции u ∈ H+(D,S)

(u, v)+,1 = lim
ε→+0

lim
N→+∞

((
∂̄u, ∂̄G (N)

ε (z, ·)
)
L2(D)

, v(z)
)
L2(D)

для всех v ∈ H+(D,S).
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