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УНИВЕРСАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ

ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ

СИСТЕМ ОДНОЙ СИГНАТУРЫ

Э. Ю. Даниярова, А. Г. Мясников,
В. Н. Ремесленников

Аннотация. Представлена часть проекта по изложению основ алгебраической гео-
метрии над произвольными алгебраическими системами [1–8]. Вводится понятие
универсальной геометрической эквивалентности двух алгебраических систем A иB одного языка L, которое является усилением уже известного понятия геометриче-
ской эквивалентности и выражает максимальную близость A иB с точки зрения
их алгебраических геометрий. Раскрывается связь между универсальной геометри-
ческой эквивалентностью и универсальной эквивалентностью в смысле совпадения
универсальных теорий.

DOI10.17377/smzh.2017.58.507

Ключевые слова: универсальная алгебраическая геометрия, алгебраическая си-
стема, универсальная геометрическая эквивалентность, универсальная эквивалент-
ность, универсальный класс.

1. Введение

Исследовательские задачи алгебраической геометрии над произвольной ал-
гебраической системой A произвольной сигнатуры L сформулированы в ряде
предшествующих работ авторов [1–5, 7, 8], там же доказаны теоремы, помогаю-
щие в решении соответствующих задач. Попутно выделены и изучены несколь-
ко классов алгебраических систем, в которых справедливы те или иные полез-
ные вспомогательные результаты (класс нётеровых по уравнениям алгебраи-
ческих систем, uω-компактных, эквациональных областей и др.). Дальнейшей
целью является сравнение различных алгебраических систем одной сигнатуры
с точки зрения их алгебро-геометрических свойств.

В 90-х гг. XX века Б. И. Плоткин поставил вопрос: когда две алгебраиче-
ские системыA иB сигнатуры L имеют одинаковые алгебраические геометрии?
Для формализации этого вопроса было введено понятие геометрической эквива-
лентностиA иB. Статья [6] полностью посвящена геометрической эквивалент-
ности алгебраических систем, в ней приведен ряд критериев геометрической
эквивалентности. Один из них утверждает, что A и B геометрически эквива-
лентны тогда и только тогда, когда категории координатных алгебр над A и B
совпадают. Одним из следствий геометрической эквивалентности A и B явля-
ется квазиэквациональная эквивалентность A и B, т. е. совпадение множеств
квазитождеств, истинных на A и B соответственно. Б. И. Плоткиным был
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также сформулирован вопрос, позже названный проблемой Б. И. Плоткина:
следует ли из квазиэквациональной (или хотя бы из элементарной) эквивалент-
ности геометрическая эквивалентность? В любой постановке эти проблемы ре-
шаются отрицательно в общем случае и положительно в классе qω-компактных
алгебраических систем (в частности, для нётеровых по уравнениям).

На настоящий момент исследованиям по проблеме геометрической эквива-
лентности и по ее обобщениям в различных классических многообразиях алгебр
посвящено достаточно большое количество статей, например, [9–17]. Наиболее
полный обзор по этой теме с перечнем известных результатов приведен в [18, 19].
Несмотря на важность и содержательность понятий геометрической эквива-
лентности и ее обобщений, с нашей точки зрения, оно не в полной мере отра-
жает родство алгебраических систем относительно их алгебро-геометрических
свойств, поэтому его, напротив, бывает полезно сузить, т. е. усилить. Поясним,
почему это так.

Во-первых, известно, что два изоморфных алгебраических множества Y, Z
над одной и той же алгебраической системой A неприводимы или приводимы
одновременно. Далее, алгебраические множества Y и Z изоморфны тогда и
только тогда, когда изоморфны их координатные алгебры � (Y ) и � (Z). Пред-
положим, что A и B — геометрически эквивалентные алгебраические системы.
Тогда класс координатных алгебр алгебраических множеств над A совпадает
с классом координатных алгебр алгебраических множеств над B. Однако если
берем два алгебраических множества, Y над A и Z над B, координатные ал-
гебры которых изоморфны, то, вообще говоря, не можем утверждать, что Y и
Z неприводимы или приводимы одновременно.

Во-вторых, есть множество важных в алгебраической геометрии результа-
тов и свойств, которые не наследуются при геометрической эквивалентности.
Например, так называемые объединяющие теоремы, описывающие различны-
ми способами координатные алгебры [2, 3], будучи верными для алгебраической
системы A , могут быть неверными для геометрически эквивалентной алгебра-
ической системы B. Или, другой пример, эквациональная область [4] может
быть геометрически эквивалентной не эквациональной области. Все нестыков-
ки такого типа можно обобщить в один факт: среди упомянутых выше особых и
важных классов алгебраических систем (эквациональные области и ко-области,
uω-компактные алгебраические системы и пр.) не все замкнуты относительно
геометрической эквивалентности.

В данной статье мы предлагаем решить сразу все описанные выше пробле-
мы с помощью альтернативного понятия — понятия универсальной геометри-

ческой эквивалентности, которое является усилением понятия геометрической
эквивалентности. Построение и содержание статьи повторяют контур статьи [6],
посвященной понятию геометрической эквивалентности, однако, естественно,
имеет свою специфику. Так, для универсальной геометрической эквивалентно-
сти приводим ряд критериев. Затем показываем, что универсальная геометри-
ческая эквивалентность A и B влечет универсальную эквивалентность A и B,
т. е. совпадение универсальных теорий A и B, причем обратное, вообще гово-
ря, неверно. В то же время в классе uω-компактных алгебраических систем (в
частности, в классе нётеровых по уравнениям) универсальная и универсальная
геометрическая эквивалентности совпадают. В общем случае вводим понятие
универсальной ω-геометрической эквивалентности, которая совпадает с уни-
версальной эквивалентностью в классе всех алгебраических систем.
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То, что универсальная геометрическая эквивалентность является более ин-
формативным и сильным требованием по сравнению с геометрической экви-
валентностью, видно даже в классе нётеровых по уравнениям алгебраических
систем, в разд. 4 это показано на примере абелевых групп. При этом в классах
эквациональных областей и ко-областей эти две эквивалентности совпадают.
Отметим, что исследование общих свойств универсальной геометрической эк-
вивалентности не исчерпывается этой статьей, в частности, вопросы о связи
универсальной геометрической эквивалентности с особыми классами алгебраи-
ческих систем (эквациональных областей и ко-областей, различными классами
компактности) требуют отдельной полновесной работы.

В заключение необходимо отметить, что эта работа тесно связана с рядом
предыдущих статей, поэтому многие результаты в данной работе имеют ко-
роткие доказательства по модулю уже доказанных результатов из упомянутых
работ.

2. Предварительные сведения

В этом разделе напомним для удобства читателей базовые понятия и фак-
ты универсальной алгебраической геометрии, следуя [1–3, 5]. В теоретико-
модельных вопросах опираемся на книгу В. А. Горбунова [20].

Пусть L — язык исчисления предикатов первого порядка (или сигнатура).
Отметим, что в [1–4] мы всюду ограничивали себя функциональными языками
(т. е. языками без предикатов). В [5] показано, как все определения, конструк-
ции и почти все результаты предыдущих работ переносятся на произвольный
язык L (за исключением нескольких утверждений из [4]). Таким образом, далее
по умолчанию на язык L не накладываем каких-либо ограничений.

Через TL(X) (соответственно AtL(X)) обозначим множество термов (соот-
ветственно атомарных формул) языка L от переменных из X = {x1, . . . , xn}.
Уравнением языка L называется любая атомарная формула из AtL(X), систе-

мой уравнений — любое подмножество S ⊆ AtL(X). Термальную алгебраиче-
скую L-систему обозначаем через TL(X) (ее носителем является множество всех
термов TL(X); константные и функциональные символы языка L интерпрети-
руются естественным образом, а все предикатные символы интерпретируются
тождественно ложными отношениями).

Зафиксируем алгебраическую систему A = 〈A; L〉 языка L.
Множество VA (S) = {(a1, . . . , an) ∈ An | A |= ϕ(a1, . . . , an) ∀ϕ ∈ S} всех

решений системы уравнений S в A называется алгебраическим множеством

над A , определенным системой уравнений S.
Радикалом алгебраического множества Y = VA (S) или системы уравнений

S называется совокупность всех следствий системы S: Rad(Y ) = RadA (S) =
{ϕ ∈ AtL(X) | A |= ϕ(a1, . . . , an) ∀(a1, . . . , an) ∈ Y }. Две системы уравне-
ний S1, S2 ⊆ AtL(X) называются эквивалентными над A (S1 ∼A S2), если
VA (S1) = VA (S2). Таким образом, RadA (S) — это максимальная система урав-
нений, эквивалентная над A системе S. Подмножество R ⊆ AtL(X) называется
радикальным идеалом над A , если R — радикал некоторого алгебраического
множества над A . Другими словами, R — радикальный идеал над A тогда и
только тогда, когда R = RadA (R), кроме того, радикал RadA (S) произвольной
системы уравнений S совпадает с пересечением всех радикальных идеалов надA , содержащих S.

Координатной алгеброй � (Y ) алгебраического множества Y = VA (S)
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или координатной алгеброй �A (S) системы уравнений S называется фактор-
система термальной алгебраической L-системы TL(X) по обобщенной конгруэн-
ции Горбунова — Туманова θRad(Y ). Все подробности можно найти в [5]; пони-
мания их не требуется для знакомства с данной статьей.

Задача классификации алгебраических множеств над алгебраической си-
стемой A является первостепенно важной проблемой алгебраической геомет-
рии над A . Через AS(A ) обозначаем категорию всех алгебраических множеств
над A , через CA(A ) — категорию всех координатных алгебр алгебраических
множеств над A . Эти категории дуально эквивалентны, что уравнивает зада-
чу классификации алгебраических множеств над A с задачей классификации
координатных алгебр над A (подробнее см. в [2]).

Отдельный интерес представляет задача классификации неприводимых ал-
гебраических множеств над A , которые определяются топологически. Будем
пользоваться в этой статье следующим критерием: непустое алгебраическое
множество Y над A неприводимо в том и только том случае, когда его нельзя
представить в виде конечного объединения собственных алгебраических над A
подмножеств [2, лемма 3.35]; в противном случае Y приводимо. Если коорди-
натные алгебры алгебраических множеств Y и Z над A изоморфны, то сами
множества Y и Z неприводимы, приводимы или пусты одновременно. Коорди-
натная алгебра неприводимого алгебраического множества также называется
неприводимой.

Подмножество R ⊆ AtL(X) называется неприводимым радикальным иде-

алом над A , если R — радикал некоторого неприводимого алгебраического
множества над A (радикал однозначно определяет алгебраическое множество,
поэтому это определение корректно). Произвольное непустое алгебраическое
множество представимо в виде (бесконечного) объединения неприводимых ал-
гебраических множеств [2, лемма 3.34], поэтому радикал RadA (S) произвольной
системы уравнений S совпадает с пересечением всех неприводимых радикаль-
ных идеалов над A , содержащих S.

В этой статье используем ряд операторов, переводящих класс алгебраиче-
ских L-систем K в новый класс L-систем. Для удобства перечислим здесь все
такие операторы:

S(K) — класс подсистем алгебраических систем из K;

P(K) — класс прямых произведений алгебраических систем из K (следуя
В. А. Горбунову [20], предполагаем, что прямое произведение над пустым мно-
жеством индексов есть тривиальная L-система E );

Pr(K) — класс фильтрованных произведений алгебраических систем из K;

Pu(K) — класс ультрапроизведений алгебраических систем из K;

Qvar(K) — наименьшее квазимногообразие, содержащее K;

Ucl(K) — универсальное замыкание класса K;

Res(K) — класс алгебраических систем, аппроксимируемых классом K
(определение см. ниже);

Dis(K) — класс алгебраических систем, дискриминируемых классом K
(определение см. ниже);

Kω — класс конечно порожденных алгебраических систем из K;

Lfg(K) — класс алгебраических систем, в которых каждая конечно порож-
денная подсистема входит в K (т. е. A ∈ Lfg(K) тогда и только тогда, когда
S(A )ω ⊆ K).
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Для любого класса K имеем

Dis(K) ⊆ Res(K) = SP(K) ⊆ Qvar(K),

Dis(K) ⊆ Ucl(K) = SPu(K) ⊆ Qvar(K).

Напомним определение аппроксимируемости и дискриминируемости в бо-
лее краткой форме (другая форма определения в [5]). Говорят, что алгебраи-
ческая система C = 〈C; L〉 аппроксимируется классом алгебраических L-систем
K (или алгебраической системой A при K = {A }), если для любого нату-
рального числа n ≥ 1, любой атомарной формулы ϕ ∈ AtL(x1, . . . , xn) и любых
элементов y1, . . . , yn ∈ C, таких, что C |= ¬ϕ(y1, . . . , yn), существуют такаяA ∈ K и такой гомоморфизм h:C → A , что A |=¬ϕ(h(y1), . . . , h(yn)). В более
общем случае, если каждая конечно порожденная подсистема C0 ≤ C аппрок-
симируется с помощью A (т. е. C ∈ LfgRes(A )), то говорят, что C локально

аппроксимируется с помощью A . Аналогично C дискриминируется классом
K (или алгебраической системой A при K = {A }), если для любого натураль-
ного числа n ≥ 1, любых атомарных формул ϕ1, . . . , ϕm ∈ AtL(x1, . . . , xn) и
любых элементов y1, . . . , yn ∈ C существуют такая A ∈ K и такой гомомор-
физм h:C → A , что для каждого i = 1, . . . ,m справедлива импликация C |=
¬ϕi(y1, . . . , yn) −→ A |=¬ϕi(h(y1), . . . , h(yn)). Если каждая конечно порожден-
ная подсистема C0 ≤ C дискриминируется с помощью A (т. е. C ∈ LfgDis(A )),
то говорят, что C локально дискриминируется с помощью A .

Существенным результатом является то, что класс координатных алгебр
алгебраических множеств над A совпадает с Res(A )ω, а класс координатных
алгебр неприводимых алгебраических множеств над A — с Dis(A )ω [2].

Среди всех алгебраических систем выделяем несколько классов, в которых
изучение алгебраической геометрии в большей или меньшей степени упрощает-
ся за счет специфических свойств. В этой статье речь пойдет только о следую-
щих особых классах:

• нётеровых по уравнениям (N) [2];
• слабо нётеровых по уравнениям (N′) [3];
• uω-компактных (U) [3].
Алгебраическая система A называется нётеровой по уравнениям, если лю-

бая система уравнений S эквивалентна над A некоторой своей конечной под-
системе S0 ⊆ S. Алгебраическая система A называется слабо нётеровой по

уравнениям, если любая система уравнений S эквивалентна над A некоторой
конечной системе S0 (не обязательно подсистеме исходной системы S). Алгеб-
раическая система A является uω-компактной в том и только том случае, если
Dis(A )ω = Ucl(A )ω [3, теорема 4.2]. Далее неоднократно будем ссылаться на
тот факт, что для любой алгебраической системы A существует uω-компактное
элементарное расширение A ≺B [3, теорема 7.4]. Соотношения между класса-
ми N, U, N′ выражаются следующим образом: U ⊇ N и N ⊆ N′, причем эти
включения, вообще говоря, строгие и N = N′ ∩ U.

Алгебраическая система B языка L называется A -системой, если она со-
держит подсистему, изоморфную A . Например, в диофантовом случае, ко-
гда все элементы основного множества A алгебраической системы A являются
интерпретациями некоторых замкнутых термов языка L (т. е. термов, в запи-
си которых участвуют только функциональные и константные символы язы-
ка L), любая нетривиальная алгебраическая система из Qvar(A ) (в частно-
сти, из Ucl(A ), Res(A ), Dis(A )) является A -системой, поскольку Qvar(A ) =
SPr(A ).
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3. Универсальная геометрическая эквивалентность

Пусть A и B — алгебраические системы одной сигнатуры L. Напомним,
что алгебраические системы A и B называются геометрически эквивалент-

ными, если для любого конечного множества X и любой системы уравнений
S ⊆ AtL(X) имеет место равенство RadA (S) = RadB(S). Далее при необходи-
мости будем пользоваться и другими формами этого определения [6, предложе-
ние 1]. Предлагаем усилить понятие геометрической эквивалентности следую-
щим образом.

Определение 1. Алгебраические системы A и B назовем универсально

геометрически эквивалентными, если для любого конечного множества X и
любой системы уравнений S ⊆ AtL(X)

1) имеет место равенство RadA (S) = RadB(S), причем
2) алгебраическое множество VA (S) неприводимо тогда и только тогда,

когда неприводимо VB(S).

Сразу отметим, что алгебраическое множество может быть неприводимым,
приводимым либо пустым. Если A и B геометрически эквивалентны и VA (S)
= ∅, то VB(S) = ∅ [6, лемма 6]. Таким образом, при универсальной геометри-
ческой эквивалентностиA иB для любой системы уравнений S алгебраические
множества VA (S) и VB(S) одновременно неприводимы, приводимы либо пусты.

Теорема 7 в [6] выступает иллюстрацией свойства геометрической эквива-
лентности на категорном языке; ее усиление до универсальной геометрической
эквивалентности приводит к следующему результату.

Теорема 1. Для любых алгебраических систем A иB языка L следующие
условия равносильны:

1) A и B универсально геометрически эквивалентны,
2) категории координатных алгебр CA(A ) и CA(B) совпадают, причем

всякая координатная алгебра неприводима над A тогда и только тогда, когда
она неприводима над B.

Утверждения 1, 2 влекут следующее:
3) категории алгебраических множеств AS(A ) и AS(B) изоморфны, при-

чем существует такой изоморфизм между ними, при котором неприводимым
алгебраическим множествам соответствуют неприводимые, а приводимым —
приводимые.

Практически для установления универсальной геометрической эквивалент-
ности алгебраических систем A и B достаточно потребовать совпадения клас-
сов неприводимых координатных алгебр над A и B соответственно, что вы-
текает из теоремы 1 и следующего далее предложения 2. В нем формулируем
и доказываем ряд критериев универсальной геометрической эквивалентности.
Отметим, что некоторые из них носят наглядный геометрический смысл, при-
чем одни изначально кажутся более слабыми, чем исходное понятие универсаль-
ной геометрической эквивалентности, другие — более сильными, тем не менее
все они оказываются равносильными.

Предложение 2. Для двух алгебраических систем A и B языка L следу-
ющие условия эквивалентны:

(1) A и B универсально геометрически эквивалентны;
(2) для любого натурального числа n ≥ 1, любой системы уравнений S ⊆

AtL(x1, . . . , xn), любого натурального числа m ≥ 1 и любых уравнений f1, . . . ,
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fm ∈ AtL(x1, . . . , xn) (бесконечное) универсальное предложение

∀x1 . . .∀xn
(
∧

s∈S
s(x1, . . . , xn) −→

m∨

i=1

fi(x1, . . . , xn)

)
(1)

истинно в A тогда и только тогда, когда оно истинно в B;
(3) для любого конечного множества X и любой системы уравнений S ⊆

AtL(X) алгебраическое множество VA (S) неприводимо в том и только том слу-
чае, если VB(S) неприводимо, причем в этом случае RadA (S) = RadB(S);

(4) для любого конечного множества X , любого натурального числа m ≥ 1
и любых систем уравнений S, S1, . . . , Sm ⊆ AtL(X) равенство VA (S) = VA (S1)∪
· · · ∪ VA (Sm) имеет место в том и только том случае, если VB(S) = VB(S1) ∪
· · · ∪ VB(Sm);

(5) для любого конечного множестваX , любого натурального числаm ≥ 1 и
любых систем уравнений S, S1, . . . , Sm ⊆ AtL(X) включение VA (S) ⊆ VA (S1) ∪
· · · ∪ VA (Sm) имеет место в том и только том случае, если VB(S) ⊆ VB(S1) ∪
· · · ∪ VB(Sm);

(6) для любого конечного множества X , любой системы уравнений S ⊆
AtL(X), любого натурального числа m ≥ 1 и любых уравнений f1, . . . , fm ∈
AtL(X) включение VA (S) ⊆ VA ({f1}) ∪ · · · ∪ VA ({fm}) имеет место в том и
только том случае, если VB(S) ⊆ VB({f1}) ∪ · · · ∪ VB({fm});

(7) для любого конечного множестваX , любых натуральных чисел m, k ≥ 1
и любых систем уравнений S1, . . . , Sm, T1, . . . , Tk ⊆ AtL(X) равенство VA (S1) ∪
· · · ∪ VA (Sm) = VA (T1) ∪ · · · ∪ VA (Tk) имеет место в том и только том случае,
если VB(S1) ∪ · · · ∪ VB(Sm) = VB(T1) ∪ · · · ∪ VB(Tk);

(8) для любого конечного множестваX подмножествоR ⊆ AtL(X) является
неприводимым радикальным идеалом над A в том и только том случае, если
R — неприводимый радикальный идеал над B;

(9) каждая конечно порожденная алгебраическая система C языка L изо-
морфна координатной алгебре некоторого неприводимого алгебраического мно-
жества над A в том и только том случае, если она изоморфна координатной
алгебре некоторого неприводимого алгебраического множества над B;

(10) Dis(A )ω = Dis(B)ω ;
(11) A и B локально дискриминируют друг друга.

Доказательство. В первую очередь покажем, что условия (2), (4)–(7)
эквивалентны друг другу. Очевидными в этом ряду являются эквивалент-
ность условий (2) и (6), а также импликации: (5) влечет (6), (7) влечет (4)
и (5) влечет (7). Далее, для любых систем уравнений S, S1, . . . , Sm ⊆ AtL(X)
включение VA (S) ⊆ VA (S1) ∪ · · · ∪ VA (Sm) равносильно равенству VA (S) =
VA (S1 ∪ S) ∪ · · · ∪ VA (Sm ∪ S), с одной стороны, и, с другой стороны, оно же
равносильно совокупности включений VA (S) ⊆ VA ({f1}) ∪ · · · ∪ VA ({fm}) по
всевозможным наборам уравнений f1 ∈ S1, . . . , fm ∈ Sm. Отсюда следуют им-
пликации: (4) влечет (5) и (6) влечет (5).

Покажем, что эквивалентны друг другу условия (1), (3), (8)–(11). По-
скольку класс координатных алгебр неприводимых алгебраических множеств
над алгебраической системой A совпадает с Dis(A )ω, имеем эквивалентность
условий (9) и (10). Эквивалентность условий (10) и (11) следует непосредствен-
но из определения дискриминируемости. Тривиальным образом условие (1)
влечет условие (3). Справедливость условия (3) позволяет сказать, что для лю-
бого неприводимого над A радикального идеала R алгебраическое множество
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VB(R) неприводимо, а его радикал совпадает с R, т. е. R — неприводимый
радикал над B, тем самым выполняется условие (8). Если справедливо усло-
вие (8), то каждая неприводимая координатная алгебра C = TL(X)/θR над A
является неприводимой координатной алгеброй над B, т. е. справедливо усло-
вие (9). Покажем, что эквивалентные условия (10), (11) влекут условие (1).
Из справедливости условия (11) следует, что A и B локально аппроксимируют
друг друга, что влечет их геометрическую эквивалентность [6, предложение 1].
Таким образом, для любой системы уравнений S имеем �A (S) = �B(S), при
этом алгебраическое множество VA (S) неприводимо тогда и только тогда, ко-
гда �A (S) ∈ Dis(A )ω, что равнозначно требованию �B(S) ∈ Dis(B)ω , т. е.
тому, что неприводимо алгебраическое множество VB(S).

Последнее, что нужно показать, это эквивалентность условий (2) и (11).
Если условие (11) нарушается, то без ограничения общности можно считать,
что в A найдется конечно порожденная подсистема A0, которая не дискрими-
нируется алгебраической системой B. Это означает, что найдутся такие на-
туральные числа k,m ≥ 1, атомарные формулы ϕ1, . . . , ϕm ∈ AtL(y1, . . . , yk)
и элементы a1, . . . , ak ∈ A0, что A0 |= ¬ϕi(a1, . . . , ak) для всех i = 1, . . . ,m,
но для любого гомоморфизма h:A0 → B найдется индекс i = 1, . . . ,m, для
которого B |= ϕi(h(a1), . . . , h(ak)). Запишем A0 через систему порождающих
элементов и определяющих соотношений, A0 = 〈X | S〉, X = {x1, . . . , xn}. Тогда
aj = tj(x1, . . . , xn), tj ∈ TL(X), j = 1, . . . , k. Любой гомоморфизм h:A0 → B
определяется набором образов h(x1), . . . , h(xn), в роли которых может высту-
пать любой набор элементов из B, удовлетворяющих всем соотношениям S.
Таким образом, в B истинно (бесконечное) универсальное предложение (1) при
fi = ϕi(t1, . . . , tk), i = 1, . . . ,m, но это же предложение ложно в A . Таким
образом, не выполняется условие (2). Проведенные рассуждения без труда об-
ращаются: если (бесконечное) универсальное предложение (1) истинно в B, но
нарушается в A на элементах a1, . . . , an, то подсистема A0 ≤ A , порожден-
ная этими элементами, не может дискриминироваться с помощью B. Таким
образом, нарушение условия (2) влечет нарушение условия (11). �

Следствие 3. Конечно порожденные алгебраические системы A иB уни-
версально геометрически эквивалентны тогда и только тогда, когда они дискри-
минируют друг друга.

Следствие 4. Если для алгебраических систем A и B языка L справед-
ливо равенство Dis(A )ω = Dis(B)ω , то верно также и равенство Res(A )ω =
Res(B)ω .

Доказательство. Действительно, равенство Dis(A )ω = Dis(B)ω высту-
пает критерием универсальной геометрической эквивалентности A и B, а
Res(A )ω = Res(B)ω — критерием геометрической эквивалентности A и B [6,
предложение 1]. �

Напомним, что геометрическая эквивалентность A и B влечет равенство
Qvar(A ) = Qvar(B), которое обратимо в некоторых классах, в частности, в
N, N′, U [6, теорема 23]. Для извлечения аналогичного следствия из универ-
сальной геометрической эквивалентности воспользуемся следующим вспомога-
тельным фактом.

Лемма 5. Пусть A и B — алгебраические системы языка L. Если
Qvar(A ) = Qvar(B) и при этом каждое (конечное) универсальное предло-
жение вида (1) истинно в A в том и только том случае, когда оно истинно в B,
то Ucl(A ) = Ucl(B).
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Доказательство. Во-первых, заметим, что A является тривиальной си-
стемой тогда и только тогда, когда B — тривиальная система, поскольку три-
виальность выражается с помощью тождеств. Таким образом, можно считать,
что A ,B 6= E . Во-вторых, произвольное универсальное предложение языка L

эквивалентно конечной конъюнкции (конечных) универсальных предложений
вида (1) и некоторых антитождеств. В-третьих, любое антитождество в клас-
се нетривиальных алгебраических систем эквивалентно множеству квазитож-
деств. �

Следствие 6. Если алгебраические системы A иB языка L универсально
геометрически эквивалентны, то они универсально эквивалентны, т. е. Ucl(A )
= Ucl(B).

Поскольку существуют примеры элементарно эквивалентных, но геометри-
чески не эквивалентных алгебраических систем [21], следствие 6 необратимо в
общем случае.

В диофантовом случае интерес представляет связь между геометрической
эквивалентностью и классификацией координатных алгебр.

Утверждение 7. Допустим, что каждый элемент алгебраической L-сис-
темы A является интерпретацией некоторого замкнутого терма языка L. Тогда
для любой нетривиальной конечно порожденной L-системы C следующие усло-
вия эквивалентны:

(1) A и C геометрически эквивалентны;

(2) C является координатной алгеброй некоторого алгебраического множе-
ства над A .

Кроме того, эквивалентны такие условия:

(1) A и C универсально геометрически эквивалентны;

(2) C является координатной алгеброй некоторого неприводимого алгебра-
ического множества над A .

Доказательство. Действительно, в этом случае все нетривиальные ал-
гебраические системы из Res(A ) и Dis(A ) являются A -системами, поэтому
условие Res(A )ω = Res(C )ω равносильно включению C ∈ Res(A ), а условие
Dis(A )ω = Dis(C )ω — включению C ∈ Dis(A ). �

4. Универсальная геометрическая
эквивалентность и нётеровость по уравнениям

Предположим, что алгебраическая L-система A нётерова по уравнениям.
Это обстоятельство открывает большие возможности для исследования алгеб-
раической геометрии над A . В этом случае справедливы так называемые объ-
единяющие теоремы для описания координатных алгебр над A как всех, так и
отдельно неприводимых [2]. Кроме того, любое непустое алгебраическое мно-
жество над A представимо в виде конечного объединения неприводимых алгеб-
раических множеств (и при несократимости это представление единственно) [2,
теорема 4.4]. Отметим, что в ближайших к N классах N′ и U аналогичный
результат, вообще говоря, неверен [22].

Теперь предположим, что алгебраическая L-система B универсально гео-
метрически эквивалентна A . Тогда B также нётерова по уравнениям [6, лем-
ма 7]. При этом если алгебраическое множество VA (S) неприводимо, то и
VB(S) неприводимо; если VA (S) приводимо и VA (S) = VA (S1)∪· · ·∪VA (Sm) —
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разложение в конечное несократимое объединение неприводимых алгебраиче-
ских множеств, то VB(S) также приводимо, а VB(S) = VB(S1)∪· · ·∪VB(Sm) —
разложение в конечное несократимое объединение неприводимых алгебраиче-
ских множеств.

Понятие геометрической эквивалентности в классе N является логическим
и совпадает с понятием квазиэквациональной эквивалентности [6, лемма 8].
Аналогичное утверждение справедливо и для понятия универсальной геомет-
рической эквивалентности в классе N.

Лемма 8 (частный случай леммы 12 ниже). Нётеровые по уравнениям
алгебраические системы A и B универсально геометрически эквивалентны в
том и только том случае, если Ucl(A ) = Ucl(B).

Следствие 9. Если алгебраическая система A нётерова по уравнениям,
то все алгебраические A -системы из универсального класса Ucl(A ) нётеровы
по уравнениям и универсально геометрически эквивалентны A (или, что то же,
универсально геометрически эквивалентны друг другу).

Доказательство. Действительно, любая алгебраическая A -система B ∈
Ucl(A ) нётерова по уравнениям [2, утверждение 4.5], в то же время Ucl(A ) =
Ucl(B). �

Проиллюстрируем геометрическую и универсальную геометрическую экви-
валентности на примере абелевых групп. В качестве языка возьмем стандарт-
ный групповой язык Lgr = {·,−1 , e}. Любая абелева группа A как Lgr-алгебра
нётерова по уравнениям [21], следовательно, две абелевы группы A и B гео-
метрически эквивалентны тогда и только тогда, когда Qvar(A) = Qvar(B),
а универсально геометрически они эквивалентны тогда и только тогда, когда
Ucl(A) = Ucl(B), поэтому для описания (универсально) геометрически экви-
валентных абелевых групп воспользуемся результатами из [23, 24].

Для сокращения записи примем несколько обозначений. Если абелева груп-
па A ограничена, т. е. существует такое целое положительное число m, что
am = 0 для всех a ∈ A, то будем писать δ(A) = 0; иначе δ(A) = 1. Пусть KQ —
класс всех конечных циклических абелевых групп, KQ = {C(pk)}, где p пробе-
гает множество всех простых чисел, а k — множество целых положительных.
Пусть также KU — класс всех конечных p-примарных абелевых групп по всем
простым p, KU = {Cm1(p)⊕Cm2 (p2)⊕· · ·⊕Cmk(pk)}, где p пробегает множество
всех простых чисел, k — множество целых положительных и mi, i = 1, . . . , k, —
множество целых неотрицательных.

Утверждение 10 [23, 24]. Пусть A и B — абелевы группы. Справедливы
следующие утверждения:

(1) A и B геометрически эквивалентны как Lgr-алгебры тогда и только то-
гда, когда δ(A) = δ(B) и S(A)ω ∩KQ = S(B)ω ∩KQ;

(2) A и B универсально геометрически эквивалентны как Lgr-алгебры тогда
и только тогда, когда δ(A) = δ(B) и S(A)ω ∩ KU = S(B)ω ∩ KU .

В частности, например, геометрически эквивалентные абелевы группы C(p)
и C2(p) универсально не эквивалентны. Отметим, что в действительности в
работах А. А. Виноградова [23] и А. А. Мищенко, В. Н. Ремесленникова и
А. В. Трейера [24] проведены классификации квазимногообразий и универсаль-
ных классов абелевых групп соответственно, из которых легко выводится приве-
денный выше результат утверждения 10. Кроме этого, существует неопублико-
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ванная работа А. Берзиньша, в которой критерий геометрической эквивалент-
ности абелевых групп сформулирован на языке экспонент. Соответствующую
формулировку можно найти в лекциях Б. И. Плоткина [11, лекция 3, предло-
жение 4].

5. Универсальная геометрическая
эквивалентность и uω-компактность

Класс uω-компактных алгебраических систем U является ближайшим к
классу нётеровых по уравнениям алгебраических систем N в том смысле, что
в нем справедливы объединяющие теоремы, правда, с одной поправкой, свя-
занной с тем, что в классе U, вообще говоря, нет результата о разложении
произвольного алгебраического множества в конечное объединение неприводи-
мых [3]. В отличие от классов N и N′, которые инвариантны относительно
геометрической эквивалентности, для класса U это, вообще говоря, неверно [6,
замечание 13]. При универсальной геометрической эквивалентности эта про-
блема устраняется.

Лемма 11. Класс U инвариантен относительно универсальной геометри-
ческой эквивалентности.

Доказательство. Пусть A и B — универсально геометрически эквива-
лентные алгебраические системы языка L и A uω-компактна. Тогда Dis(A )ω =
Ucl(A )ω = Ucl(B)ω = Dis(B)ω , следовательно, B uω-компактна. �

Покажем, что в классе U понятие универсальной геометрической эквива-
лентности логическое.

Лемма 12. ПустьA иB — uω-компактные алгебраические системы языка
L. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) A и B универсально геометрически эквивалентны;
(2) Ucl(A ) = Ucl(B).

Доказательство. Если Ucl(A ) = Ucl(B), то Dis(A )ω = Ucl(A )ω =
Ucl(B)ω = Dis(B)ω , что в силу предложения 2 приводит к универсальной гео-
метрической эквивалентности A и B. Обратный результат доказан в след-
ствии 6. �

Следствие 13. Пусть A — uω-компактная алгебраическая система и B ∈
Ucl(A ), причем A локально дискриминируется с помощью B (в частности,B может быть любой алгебраической A -системой из Ucl(A ), например, лю-
бой ультрастепенью A ). Тогда B uω-компактна и универсально геометрически
эквивалентна A .

Доказательство. Действительно, алгебраическая системаB uω-компакт-
на и Ucl(A ) = Ucl(B) [3, лемма 7.8], следовательно, B универсально геомет-
рически эквивалентна A . �

Следствие 14. Если K — некоторый класс алгебраических систем, в кото-
ром понятия универсальной и универсальной геометрической эквивалентностей
совпадают и K ⊇ U, то K = U.

Доказательство. Действительно, для любой алгебраической системыA ∈ K и ее uω-компактного элементарного расширенияA ≺ B имеем Ucl(A ) =
Ucl(B) и B ∈ U ⊆ K, следовательно, A и B универсально геометрически
эквивалентны, а в силу леммы 11 A ∈ U. Таким образом, K ⊆ U, откуда
K = U. �
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Отметим, что существуют хорошие примеры не uω-компактных алгебраи-
ческих систем (в том числе в классе конечно порожденных групп [21]), а с их
помощью наглядно демонстрируется разница между универсальной и универ-
сальной геометрической эквивалентностями.

Лемма 15. Если алгебраическая система A не является uω-компактной,
то найдется ультрастепень B системы A , универсально геометрически не эк-
вивалентная A . Кроме того, если A конечно порождена, то найдется такое
конечно порожденное расширение A ≤ C , что Ucl(A ) = Ucl(C ), но A и C
универсально геометрически не эквивалентны.

Доказательство. Возьмем C0 ∈ Ucl(A )ω \ Dis(A )ω. Так как C0 ∈
Ucl(A ) = SPu(A ), выделим ультрастепеньB алгебраической системы A , под-
системой которой является C0. Тогда Dis(A )ω 6= Dis(B)ω , поэтому в силу
предложения 2 A и B универсально геометрически не эквивалентны. ЧерезC обозначим алгебраическую подсистему в B, порожденную диагональю A
и алгебраической системой C0. Если A конечно порождена, то и C конечно
порождена. В то же время Ucl(A ) = Ucl(C ), но Dis(A )ω 6= Dis(C )ω. �

Следствие 16. Если K — некоторый класс алгебраических L-систем, за-
мкнутый относительно ультрастепеней, в котором понятия универсальной и
универсальной геометрической эквивалентностей совпадают, то K ⊆ U.

Следующая теорема дает критерий uω-компактности алгебраической систе-
мыA на языке универсальной геометрической эквивалентности алгебраических
систем из ее универсального класса Ucl(A ).

Теорема 17. Для любой алгебраической системы A языка L следующие
условия эквивалентны:

(1) алгебраическая система A uω-компактна;
(2) все алгебраические A -системы из универсального класса Ucl(A ) уни-

версально геометрически эквивалентны друг другу (или, что то же, универ-
сально геометрически эквивалентны A );

(3) все алгебраические системы из универсального класса Ucl(A ), локаль-
но дискриминирующиеA , универсально геометрически эквивалентны друг дру-
гу (или, что то же, универсально геометрически эквивалентны A ).

Доказательство. Следствие 13 доказывает, что условие (1) влечет усло-
вие (3). Условие (3) влечет условие (2) тривиальным образом. Чтобы проверить,
что условие (2) влечет условие (1), предположим противное: алгебраическая
система A не является uω-компактной. Тогда в силу леммы 15 найдется алгеб-
раическая A -система B ∈ Ucl(A ), а именно подходящая ультрастепень алгеб-
раической системы A , универсально геометрически не эквивалентная A . �

Отметим, что в диофантовом случае все нетривиальные алгебраические
системы из Ucl(A ) являются A -системами, поэтому здесь формулировка тео-
ремы 17 естественным образом упрощается.

6. Универсальная ω-геометрическая эквивалентность

Напомним, что алгебраические системы A и B языка L называются ω-

геометрически эквивалентными, если для любого конечного множества X и
любой конечной системы уравнений S ⊆ AtL(X) имеет место равенство
RadA (S) = RadB(S). Важность этого геометрического понятия в том, что оно
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совпадает с квазиэквациональной эквивалентностью для любых алгебраических
систем A и B [6, лемма 19].

Имея целью введение геометрического аналога для универсальной экви-
валентности, обобщим не исходное определение универсальной геометрической
эквивалентности, а один из его критериев, доказанных в предложении 2 (обос-
нование такого выбора приведено ниже).

Определение 2. Алгебраические системы A и B языка L назовем уни-

версально ω-геометрически эквивалентными, если для любого конечного мно-
жества X , любого натурального числа m ≥ 1 и любых конечных систем урав-
нений S, S1, . . . , Sm ⊆ AtL(X) равенство VA (S) = VA (S1) ∪ · · · ∪ VA (Sm) имеет
место в том и только том случае, если VB(S) = VB(S1) ∪ · · · ∪ VB(Sm).

В силу предложения 2 универсальная геометрическая эквивалентность ал-
гебраических систем влечет их универсальную ω-геометрическую эквивалент-
ность. В свою очередь, универсальная ω-геометрическая эквивалентность вле-
чет ω-геометрическую эквивалентность, поскольку алгебраические L-системыA и B ω-геометрически эквивалентны тогда и только тогда, когда для любого
конечного множества X и любых конечных систем уравнений S1, S2 ⊆ AtL(X)
равенство VA (S1) = VA (S2) имеет место в том и только том случае, если
VB(S1) = VB(S2) [6, лемма 19].

Повторяя рассуждения доказательства предложения 2, а именно обоснова-
ние того, что условия (2), (4)–(7) эквивалентны, и своевременно накладывая
ограничение конечности на встречающиеся системы уравнений, затем прибав-
ляя факт, сформулированный в лемме 5, получим следующие критерии универ-
сальной ω-геометрической эквивалентности.

Лемма 18. Для двух алгебраических систем A и B языка L следующие
условия эквивалентны:

(1) A и B универсально ω-геометрически эквивалентны;
(2) A и B универсально эквивалентны, т. е. Ucl(A ) = Ucl(B);
(3) для любого конечного множестваX , любого натурального числаm ≥ 1 и

любых конечных систем уравнений S, S1, . . . , Sm ⊆ AtL(X) включение VA (S) ⊆
VA (S1) ∪ · · · ∪ VA (Sm) имеет место в том и только том случае, если VB(S) ⊆
VB(S1) ∪ · · · ∪ VB(Sm);

(4) для любого конечного множества X , любой конечной системы урав-
нений S ⊆ AtL(X), любого натурального числа m ≥ 1 и любых уравнений
f1, . . . , fm ∈ AtL(X) включение VA (S) ⊆ VA ({f1})∪· · ·∪VA ({fm}) имеет место
в том и только том случае, если VB(S) ⊆ VB({f1}) ∪ · · · ∪ VB({fm});

(5) для любого конечного множестваX , любых натуральных чисел m, k ≥ 1
и любых конечных систем уравнений S1, . . . , Sm, T1, . . . , Tk ⊆ AtL(X) равенство
VA (S1)∪ · · · ∪VA (Sm) = VA (T1)∪ · · · ∪VA (Tk) имеет место в том и только том
случае, если VB(S1) ∪ · · · ∪ VB(Sm) = VB(T1) ∪ · · · ∪ VB(Tk).

Следствие 19. Пусть A и B — универсально ω-геометрически эквива-
лентные алгебраические системы языка L. Тогда для любого конечного мно-
жества X и любой конечной системы уравнений S ⊆ AtL(X) алгебраические
множества VA (S) и VB(S) неприводимы, приводимы или пусты одновременно.

Доказательство. Если VA (S) = ∅, то в силу конечности S в A истин-
но соответствующее универсальное предложение, а ввиду равенства Ucl(A ) =
Ucl(B) то же предложение будет истинно в B, следовательно, VB(S) = ∅.
Предположим, что VA (S) приводимо и VA (S) = VA (S1) ∪ · · · ∪ VA (Sm) —
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его представление в виде конечного объединения собственных алгебраических
подмножеств. Тогда для каждого i = 1, . . . ,m существует уравнение fi ∈
RadA (Si), для которого включение VA (S) ⊃ VA (S ∪ {fi}) строгое. Включе-
ния VB(S) ⊃ VB(S ∪ {fi}), i = 1, . . . ,m, также строгие, поэтому равенство
VA (S) = VA (S ∪{f1})∪ · · · ∪VA (S ∪{fm}) индуцирует представление алгебра-
ического множества VB(S) в виде конечного объединения собственных алгебра-
ических подмножеств, VB(S) = VB(S ∪{f1})∪ · · · ∪VB(S ∪{fm}), обосновывая
его приводимость. �

Замечание 20. Напомним, что класс N инвариантен относительно от-
ношения ω-геометрической эквивалентности (в частности, N инвариантен от-
носительно универсальной ω-геометрической эквивалентности и относительно
элементарной эквивалентности). Классы U и N′, напротив, в общем случае
не инвариантны даже относительно элементарной эквивалентности [6, замеча-
ние 21], а следовательно, ни относительно ω-геометрической, ни относительно
универсальной ω-геометрической.

Теорема 21. ПустьA иB — uω-компактные алгебраические системы язы-
ка L. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) A и B универсально геометрически эквивалентны;
(2) A и B универсально эквивалентны, т. е. Ucl(A ) = Ucl(B);
(3) A и B универсально ω-геометрически эквивалентны.
Список дополняется эквивалентностями из предложения 2 и леммы 18.

Доказательство. Результат следует из лемм 12 и 18. �

Теорема 22. Пусть A иB — нётеровы или слабо нётеровы по уравнениям
алгебраические системы языка L. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) A и B универсально геометрически эквивалентны;
(2) A и B универсально эквивалентны, т. е. Ucl(A ) = Ucl(B);
(3) A и B универсально ω-геометрически эквивалентны;
(4) для любого конечного множества X и любой конечной системы урав-

нений S ⊆ AtL(X) имеет место равенство RadA (S) = RadB(S), причем ал-
гебраические множества VA (S) и VB(S) неприводимы, приводимы или пусты
одновременно;

(5) для любого конечного множества X и любой конечной системы уравне-
ний S ⊆ AtL(X) алгебраическое множество VA (S) неприводимо тогда и только
тогда, когда VB(S) неприводимо, причем в этом случае RadA (S) = RadB(S).

Список дополняется эквивалентностями из предложения 2 и леммы 18.

Доказательство. Предположим, что выполнено условие (5), и покажем,
что в этом случае A и B универсально геометрически эквивалентны. В силу
следствия 6, леммы 18, следствия 19 и очевидности того, что условие (4) влечет
условие (5), этого достаточно для доказательства всей теоремы.

Рассмотрим произвольную систему уравнений S и обозначим через IA мно-
жество всех неприводимых радикальных идеалов RadA (S0) таких, что |S0| <∞
и RadA (S0) ⊇ S. Пусть IB — аналогичное множество для B. Имеем равенство
IA = IB. Так как произвольный радикальный идеал совпадает с пересечени-
ем всех его содержащих неприводимых радикальных идеалов, а алгебраические
системы A и B слабо нётеровы по уравнениям, то RadA (S) =

⋂{R | R ∈ IA } и
RadB(S) =

⋂{R | R ∈ IB}, откуда RadA (S) = RadB(S). При этом для любого
конечного множества X и любой системы уравнений S ⊆ AtL(X) существует
такая конечная система уравнений S0 ⊆ AtL(X), что S ∼A S0 и S ∼B S0 [6,
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предложение 1]. Таким образом, алгебраическое множество VA (S) = VA (S0)
неприводимо тогда и только тогда, когда неприводимо алгебраическое множе-
ство VB(S0) = VB(S). �

Вернемся к выбору определения понятия универсальной ω-геометричес-
кой эквивалентности. Возникает естественный вопрос: почему мы не остано-
вились на непосредственном обобщении исходного определения универсальной
геометрической эквивалентности? Для удобства изложения договоримся, что
алгебраические системы A и B условно ω-геометрически эквивалентны (т. е.A ∼ω B), если для любого конечного множества X и любой конечной систе-
мы уравнений S ⊆ AtL(X) имеет место равенство RadA (S) = RadB(S), причем
соответствующие алгебраические множества VA (S) и VB(S) неприводимы, при-
водимы или пусты одновременно. Из рассуждений выше видно, что равенство
Ucl(A ) = Ucl(B) влечет A ∼ω B, причем в классах N и N′ справедливо и об-
ратное: A ∼ω B влечет Ucl(A ) = Ucl(B). Однако условная ω-геометрическая
эквивалентность не соответствует заданной цели — быть геометрическим анало-
гом универсальной эквивалентности для произвольных алгебраических систем.
Покажем, что даже в классе U условная ω-геометрическая эквивалентность,
причем даже в сумме с геометрической эквивалентностью, вообще говоря, не
влечет универсальную эквивалентность.

Пример 1. Пусть L = {x > a, x < b | a, b ∈ Q} — язык, состоящий из од-
номестных предикатов, и A = 〈Q; L〉 — алгебраическая система с естественной
интерпретацией предикатов. Через B обозначим подсистему A ≤ B ≤ A 2 с
носителем B = {(c, c), c ∈ Q} ∪ {(2, 1)}. Пусть также A ≺ A ′ и B ≺ B′ —
соответствующие элементарные uω-компактные расширения. Тогда алгебра-
ические системы A и B геометрически эквивалентны [6, следствие 3]. По-
скольку Qvar(A ′) = Qvar(A ) = Qvar(B) = Qvar(B′), то A ′ и B′ также
геометрически эквивалентны [6, лемма 10]. Далее, непосредственно проверяет-
ся, что для любой конечной системы уравнений S алгебраические множества
VA (S) и VB(S) либо приводимы, либо пусты одновременно, но не могут быть
неприводимыми, таким образом, A ∼ω B. Но поскольку Ucl(A ) = Ucl(A ′) и
Ucl(B) = Ucl(B′), согласно следствию 19, A ∼ω A ′ и B ∼ω B′, следователь-
но, A ′ ∼ω B′. Наконец, A и B универсально не эквивалентны: универсальное
предложение ∀x (x > 1∨ x < 2) истинно в A и ложно в B. Отсюда заключаем,
что Ucl(A ′) 6= Ucl(B′). Таким образом, алгебраические системы A ′,B′ ∈ U
геометрически эквивалентны, условно ω-геометрически эквивалентны, но уни-
версально не эквивалентны.
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