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1. Введение

Как хорошо известно, уравнение Коши движения жидкости, заполняющей
ограниченную область � ⊂ RN , N = 2, 3, ∂� ∈ C2 (см. [1]) имеет вид

ρ

(
∂v

∂t
+ vi

∂v

∂xi

)
= −∇p+ Div σ + ρf, (t, x) ∈ QT = [0, T ]× �. (1.1)

Здесь v(t, x) = (v1(t, x), . . . , vN (t, x)) — вектор скорости частицы в точке x об-
ласти � в момент времени t, ρ — плотность жидкости, p = p(t, x) — давление
жидкости в точке x в момент времени t, σ — девиатор тензора напряжений, f —
плотность внешних сил, действующих на жидкость; Div σ — вектор, координа-
тами которого являются дивергенции векторов-столбцов матрицы σ.

Тип сплошной среды (жидкости) определяется соответствующим уравне-
нием состояния (реологическим соотношением) (см., например, [2, 3] и ссылки в
них). Широкий спектр сплошных сред определяется с помощью реологического
соотношения вида (см. [4])
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s∑

i=0

bkiD
k+βki

0t σ =
m∑

k=0

r∑

i=0

akiD
k+βki

0t ε, 0 ≤ βk < 1, (1.2)

где Dα
0t — дробная производная Римана — Лиувилля порядка α > 0, σ — деви-

атор тензора напряжений, а ε — тензор деформации.
Частным случаем моделей (1.2) являются модели с целочисленными про-

изводными, такие как хорошо известные модели Ньютона, Максвелла, Фойгта,
Джеффриса и др. (см., например, [2, 3, 5] и ссылки в них). При этом произ-
водные по времени в (1.2) могут быть обычными, субстанциональными и объ-
ективными.
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Переход к моделям с дробными производными вызван потребностью изу-
чения большого класса полимеров, в которых необходимо учитывать эффекты
ползучести и релаксации. Оказывается, что подходящими для этого являют-
ся модели с дробными производными. Широко известными и используемыми
являются модели Скотта Блэра, Зенера, Бюргерса, обобщенные модели Макс-
велла и Кельвина — Фойгта, описывающие специфические классы полимеров.
В [6] дана механическая интерпретация этих моделей и приведен библиографи-
ческий обзор.

В [7] отмечается, что многие авторы используют в равенстве (1.2) различ-
ные операторы дробного дифференцирования, например, дробные производные
Грюнвальда — Летникова, Лиувилля, Капуто — Лиувилля, Римана — Лиувилля
при условии обращения дифференцируемой функции в нуль в начале времен-
ного промежутка.

Простейшая дробная реологическая модель, устанавливающая пропорцио-
нальность напряжения дробной производной Римана — Лиувилля от деформа-
ции дана Скоттом Блэром [8]. А. Н. Герасимов [9] предложил аналогичное (1.2)
соотношение с использованием дробной производной Римана — Лиувилля на
всей числовой оси для изучения явлений аномального динамического поведе-
ния вязкоупругих материалов. Капуто и Майнарди [10, 11] построили модели,
аналогичные моделям (1.2), с использованием дробных производных Капуто на
всей числовой оси или полуоси.

В частности, использование производных Капуто приводит (см. [4]) к рео-
логическому соотношению

n∑

k=0

s∑

i=0

bkiD
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0t D
kε. (1.3)

Насколько нам известно, теорем о существовании и свойствах решений си-
стем уравнений движения, соответствующих моделям с реологическими соот-
ношениями, содержащими дробные производные, нет. Этому препятствует син-
гулярный характер интегральных представлений дробных производных и инте-
гралов в отличие от целочисленных моделей (см. [12]).

Ниже мы ограничиваемся простейшим случаем дробной модели (1.3), яв-
ляющейся аналогом модели Фойгта (см. [4]). Модель Фойгта (иногда называе-
мая моделью Кельвина — Фойгта) определяется реологическим соотношением
σ = µ0E + µ1DtE (см. [3, разд. 3.6]).

Данная дробная модель имеет механическую интерпретацию в виде парал-
лельного соединения моделей Ньютона и Скотта Блэра (см. [6]). Элемент Нью-
тонаN определяется реологическим соотношением σ1 = ν1ε̇1, а элемент Скотта
Блэра SB — реологическим соотношением σ2 = ν2D

α
0tε2, 0 < α < 1. Здесь

Dα
0ty(t) = � (1 − α)

t∫

0

(t− s)−αy′(s) ds

— дробная производная Капуто порядка α (� — гамма-функция Эйлера).

При параллельном соединении N ||SB моделей Ньютона и Скотта Блэра
справедливы соотношения σ = σ1 + σ2 и ε = ε1 = ε2, где σ и ε суть напряжение
и деформация элемента N ||SB. Отсюда следует, что σ = νε̇1 + ν2D

α
0tε2 =

νε̇+ ν2D
α
0tε.
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Рассмотрим вязкоупругую жидкость с уравнением состояния вида σ =
νε̇1 + ν2D

α
0tε2 = νε̇ + ν2D

α
0tε. Полагая ε̇ = E (v) и выражая σ из уравнения

состояния через тензор скоростей деформации E (v), получаем

σ = µ0E (v) + µ1I
1−α
0t E (v), 0 < α < 1. (1.4)

Здесь использовано соотношение Dα
0ty(t) = I1−α

0t y′(t), где

I1−α
0t z(t) =

1

� (1 − α)

t∫

0

(t− s)−α z(s) ds

является дробным интегралом Римана — Лиувилля порядка 1−α (см. [13, гл. 1,
разд. 2.3]).

Подставляя полученное соотношение (1.4) в уравнение (1.1) и считая ρ = 1,
получим начально-краевую задачу

∂v

∂t
+

N∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− µ0�v − µ1

1

� (1 − α)
Div

t∫

0

(t− s)−αE (v)(s, x) ds

+ ∇p = f(t, x), (t, x) ∈ QT , div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT , (1.5)

v(0, x) = v0(x), x ∈ �, v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂�. (1.6)

Здесь E (v) — тензор скоростей деформации, являющийся матрицей с компонен-
тами Eij(v) =

1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.

В настоящей работе устанавливается существование слабого решения на-
чально-краевой задачи (1.5), (1.6). Структура работы следующая. В разд. 2
формулируется основной результат, в разд. 3 приводится доказательство су-
ществования решения, а в разд. 4 доказывается его единственность в плоском
случае.

Константы в неравенствах и цепочках неравенств, не зависящие от суще-
ственных параметров, обозначаются одной буквой M .

2. Формулировка результатов

Будем использовать следующие обозначения. Нам понадобятся функцио-
нальные пространства V и H (см. [14, гл. 1, разд. 1.4]) соленоидальных функ-
ций. Пространство V =

{
v ∈ W 1

2 (�)N : v|� = 0, Div v = 0
}

гильбертово со
скалярным произведением

(v, u)V =
N∑

i,j=1

∫

�

Eij(u) · Eij(v) dx
и соответствующей нормой. Эта норма в пространстве V эквивалентна норме,
индуцированной из пространства W 1

2 (�)N . Пространство H является замыка-
нием V в норме пространства L2(�)N , V −1 — пространство, сопряженное к V.
Знак 〈g, u〉 означает действие функционала g ∈ V −1 на элемент u ∈ V .

Нормы в пространствах H , L2(�)N и L2(�)N×N будем обозначать через

| · |0, в V — через | · |1, в пространстве W β
2 (�) для β ∈ R1 — через | · |β. Нормы
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в L2(0, T ;H) и L2(0, T ;L2(�)) обозначаются через ‖ · ‖0, нормы в L2(0, T ;V ) и
L2(0, T ;L2(�)) — через ‖ · ‖0,1, а норма в пространстве L2(0, T ;V −1) — через
‖ · ‖0,−1.

Символом (·, ·) обозначается скалярное произведение в гильбертовых про-
странствах L2(�), H , L2(�)N , L2(�)N×N , в каких именно, ясно из контекста.

Введем функциональное пространство

W (a, b) ≡ L2(a, b;V ) ∩ L∞(a, b;H) ∩W 1
1 (a, b;V −1).

Определение 2.1. Слабым решением задачи (1.5), (1.6) называется функ-
ция v ∈W (0, T ), удовлетворяющая тождеству

d(v, ϕ)

dt
−

N∑

i=1

(
viv,

∂ϕ

∂xi
) + µ0(E (v),E (ϕ)

)

+ µ1
1

� (1 − α)

(
I1−α
0t E (v)(s, x) ds,E (ϕ)

)
= 〈f, ϕ〉 (2.1)

при любой ϕ ∈ V и п. в. t ∈ [0, T ] и условию (1.6).

Так как слабое решение v принадлежит пространствуW (0, T ), известно (см.
[14, теорема III.3.1]), что W (0, T ) ⊂ Cw([0, T ], H), где Cw([0, T ], H) — простран-
ство слабо непрерывных на [0, T ] функций со значениями в H . Поэтому началь-
ное условие (1.6) имеет смысл.

Сформулируем основные результаты.

Теорема 2.1. Пусть f ∈ L2(0, T ;V −1), v0 ∈ H . Тогда задача (1.5), (1.6)
имеет по крайней мере одно слабое решение.

Теорема 2.2. При N = 2 в условиях теоремы 2.1 слабое решение задачи
(1.5), (1.6) единственно.

3. Доказательство теоремы 2.1

3.1. Последовательные приближения. Построим последовательные
приближения vn, n = 1, 2, . . . , определяемые как слабые решения вспомога-
тельных задач

∂vn

∂t
+

N∑

i=1

vni (1 + n−1|vn|2)−1 ∂v
n

∂xi
− µ0�v

n + ∇pn = wn, div vn = 0, (3.1)

vn(0, x) = v0(x), x ∈ �, vn|[0,T ]×∂� = 0. (3.2)

Здесь |z| =

(
N∑
i=1

z2
i

)1/2

для z = (z1, . . . , zN ), приближение v0(t, x) определяется

как v0(t, x) = v0(x), а

wn = f + µ1
1

� (1 − α)
Div

t∫

0

(t− s)−αE (vn−1)(s, x) ds. (3.3)

Обозначим W ∗(0, T ) ≡ L2(0, T ;V ) ∩ Cw([0, T ];H)∩ L∞(0, T ;H) ∩W 1
2 (0, T ;V −1).

Под слабым решением задачи (3.1)–(3.3) будем понимать функцию vn ∈
W ∗(0, T ), удовлетворяющую начальному условию (3.2) и тождеству

d(vn, ϕ)

dt
−

N∑

i=1

(
vni (1 + n−1|v|2)−1vn,

∂ϕ

∂xi

)
+ µ0(E (vn),E (ϕ)) = 〈wn, ϕ〉 (3.4)

при любой ϕ ∈ V и п. в. t.
В [15, разд. 5.4] установлена
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Лемма 3.1. При заданных wn ∈ L2(0, T ;V −1) и v0 ∈ H задача (3.1), (3.2)
имеет слабое решение vn ∈W ∗(0, T ), для которого справедливы оценки

sup
t

|vn(t, ·)|0 + ‖vn‖0,1 ≤M0(‖wn‖0,−1 + |v0|0), (3.5)

∥∥∥∥
∂vn

∂t

∥∥∥∥
L1(0,T ;V −1)

≤M1(‖wn‖0,−1 + |v0|0 + 1)2 (3.6)

с не зависящими от n константами M0 и M1.

Покажем, что последовательные приближения vn определены корректно.
Для этого достаточно показать, что если vn−1 определено, то зависящая от
vn−1 правая часть (3.1) wn принадлежит L2(0, T ;V −1).

Очевидно, что w1 ∈ L2(0, T ;V −1). Пусть найдено vn−1 ∈ W (0, T ). Пока-
жем, что wn ∈ L2(0, T ;V −1). Легко видеть, что

|wn|−1 ≤ |f |−1 + µ1
1

� (1 − α)

∣∣∣∣∣∣
Div

t∫

0

(t− s)α−1E (vn−1)(s, ·) ds

∣∣∣∣∣∣
−1

. (3.7)

ПустьA (x) — матричная функция. Нетрудно показать (см., например, [16, 17]),
что |DivA |−1 ≤M |A |0. Следовательно,
∣∣∣∣∣∣
Div

t∫

0

(t− s)α−1 E (vn−1)(s, ·) ds

∣∣∣∣∣∣
−1

≤M

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

(t− s)α−1 E (vn−1)(s, ·) ds

∣∣∣∣∣∣
0

. (3.8)

Отсюда в силу неравенства

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

(t− s)α−1 ϕ(s) ds‖Lp(0,T ) ≤MT 1−α� (1 − α)‖ϕ(s)

∥∥∥∥∥∥
Lp(0,T )

, (3.9)

1 ≤ p < +∞, ϕ(s) ∈ Lp(0, T )

(см. [13]), при p = 2 следует, что
∥∥∥∥∥∥
Div

t∫

0

(t− s)α−1 E (vn−1)(s, x) ds

∥∥∥∥∥∥
0,−1

≤MT 1−α‖E (vn−1)‖0 ≤MT 1−α‖vn−1‖0,1.

(3.10)
Из оценок (3.7) и (3.10) получаем, что

‖wn‖0,−1 ≤ ‖f‖L2(0,T ;V −1) +MT 1−α‖vn−1‖0,1. (3.11)

Отсюда вытекают принадлежность wn ∈ L2(0, T ;V −1), существование в силу
леммы 3.1 решения vn ∈W ∗(0, T ) задачи (3.1)–(3.3) и, следовательно, коррект-
ность определения приближений vn.

Установим некоторые свойства vn.

Лемма 3.2. Пусть T достаточно мало. Для решения vn задачи (3.1)–(3.3)
справедливы оценки

sup
t

|vn(t, ·)|0 + ‖vn‖0,1 ≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0), (3.12)
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∥∥∥∥
∂vn

∂t

∥∥∥∥
L1(0,T ;V −1)

≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0 + 1)2. (3.13)

Доказательство. Из оценок (3.5) и (3.10) следует, что

‖vn‖0,1 ≤M0


‖f‖0,−1 +

∥∥∥∥∥∥
Div

t∫

0

(t− s)α−1E (vn−1)(s, x) ds

∥∥∥∥∥∥
0,−1

+ |v0|0




≤M0(‖f‖0,−1 +M1T
1−α‖E (vn−1)‖0 + |v0|0)

= M0(‖f‖0,−1 + |v0|0) +M0M1T
1−α‖vn−1‖0,1 =M (f, v0) + q‖vn−1‖0,1. (3.14)

Здесь M (f, v0) = M0(‖f‖0,−1 + |v0|0).
Пусть T0 таково, что q = M1T

1−α
0 < 1. Пусть T ≤ T0. Используя оценку

(3.14), получаем

‖vn‖0,1 ≤M (f, v0) + q(M (f, v0) + q‖vn−2‖0,1) ≤M (f, v0) +M (f, v0)q

+ q2‖vn−2‖0,1 ≤M (f, v0)(1 + q) + q2(M (f, v0) + q2‖vn−3‖0,1)

=M (f, v0)(1 + q + q2) + q3‖vn−3‖0,1 ≤M (f, v0)

n∑

k=0

qk + qn‖v0‖0,1

≤M (f, v0)(1 − q)−1 +M |v0|0. (3.15)

Из оценок (3.5), (3.11) и (3.15) легко следует неравенство

sup
t

|vn(t, ·)|0 ≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0). (3.16)

Из (3.15) и (3.16) вытекает, что при всех n справедлива оценка (3.12).
Установим оценку (3.13). Из неравенств (3.6), (3.11) и (3.12) вытекает спра-

ведливость неравенства
∥∥∥∥
∂vn

∂t

∥∥∥∥
L1(0,T ;V −1)

≤M(‖wn‖0,−1+|v0|0+1)2 ≤M(‖f‖0,−1+‖vn−1‖0,1+1)2. (3.17)

Оценка (3.12) установлена.
Лемма 3.2 доказана.

Из оценок (3.16) и (3.17) следует (см. [18]), что последовательность vn

сходится к некоторой v слабо в L2(0, T ;V ), ∗-слабо в L∞(0, T ;H) и сильно в
L2(QT )N (с точностью до подпоследовательности).

3.2. Предельный переход. Сделаем предельный переход в задаче (3.1)–
(3.3). Из определения слабого решения задачи (3.1)–(3.3) вытекает, что спра-
ведливо тождество

(vn(T, ·), ϕ(·)) −
N∑

i=1

T∫

0

(
vni (1 + n−1|vn|2)−1vn,

∂ϕ

∂xi

)
ds

+ µ0

T∫

0

(E (vn)(s, ·),E (ϕ)(·)) ds
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+ µ1
1

� (1 − α)

T∫

0




t∫

0

(t− s)−αE (vn−1)(s, ·) ds,E (ϕ)(·)


 dsdt

=

T∫

0

〈f, ϕ〉 ds+ (v0, ϕ), ϕ ∈ V. (3.18)

Пусть

I1(n) = (vn(T, ·), ϕ(·)), I2(n) =

N∑

i=1

T∫

0

(
vni (1 + n−1|vn|2)−1vn,

∂ϕ

∂xi

)
ds,

I3(n) = µ0

T∫

0

(E (vn)(s, ·),E (ϕ)(·)) ds,

I4(n) =

T∫

0




t∫

0

(t− s)−α E (vn−1)(s, x) ds,E (ϕ)(·)


 dsdt.

Запишем тождество (3.18) в виде

I1(n) − I2(n) + I3(n) + µ1
1

� (1 − α)
I4(n) =

T∫

0

〈f, ϕ〉 ds + (v0, ϕ)

и перейдем в (3.18) и (3.2) к пределу при n→ +∞.
Из оценки (3.16) вытекает ограниченность vn в L2(0, T ;V ), а из (3.17) и

слабой непрерывности v(t, ·) — ограниченность vn(T, x) в H . Без ограничения
общности будем считать, что vn слабо сходится к v в L2(0, T ;H), а vn(T, x) слабо
сходится к v(T, x) в H . Следовательно,

lim
n→∞

I1(n) = (v(T, ·), ϕ(·)), lim
n→∞

I3(n) =

T∫

0

(E (v)(s, ·),E (ϕ)(·)) dt. (3.19)

Слабая сходимость vn к v в L2(0, T ;V ) и сильная в L2(0, T ;H) позволяют
утверждать (см. [15, разд. 5.4]), что

lim
n→∞

I2(n) =

N∑

i=1

T∫

0

(
viv,

∂ϕ

∂xi

)
ds. (3.20)

Рассмотрим I4(n). Меняя порядок интегрирования в I4(n), имеем

I4(n) =

T∫

0




t∫

0

(t− s)−αE (vn−1)(s, x) ds,E (ϕ)(x)


 dydsdt

=

T∫

0



∫

�

E (vn−1)(s, y) :

T∫

s

(t− s)−αE (ϕ)(y)


 dtdyds
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=

T∫

0

∫

�

E (vn−1)(s, y) : ψ(s, y) dyds, ψ(s, y) =

T∫

s

(t− s)−αE (ϕ)(y) dt. (3.21)

Таким образом, в подынтегральном выражении члена

I4(n) =

T∫

0

∫

�

E (vn−1(s, y)) : ψ(s, y) dsdy (3.22)

первый сомножитель сходится слабо в L2(QT )N×N . Отсюда вытекает, что в
(3.22) допустим предельный переход при n→ +∞ и

I4 = lim
n→+∞

I4(n) =

T∫

0

(E (v)(s, ·),
T∫

s

E (ϕ)(·)) dsdt.

Меняя порядок интегрирования, получаем

I4 =

T∫

0

t∫

0

(E (v)(s, ·)),E (ϕ)(·) dsdt.

Из установленной сходимости слагаемых Ii(n) следует справедливость

(v(T, ·), ϕ(·)) −
T∫

0

(
viv,

∂ϕ

∂xi

)
ds+ µ0

T∫

0

(E (v)(t, ·),E (ϕ)(·)) dt

+ µ1
1

� (1 − α)

T∫

0

t∫

0

(t− s)−α(E (v)(s, ·)),E (ϕ)(·) dt =

T∫

0

〈f, ϕ〉 dt (3.23)

при любой гладкой ϕ.
Используя плотность множества гладких функций в V , нетрудно показать,

что (3.23) справедливо при любой ϕ ∈ V и любом t ∈ (0, T ) вместо T .
Меняя в (3.23) T на t и дифференцируя по t при почти всех t, получаем,

что v удовлетворяет (2.1).
Для завершения доказательства теоремы 2.1 осталось показать, что найден-

ное v принадлежит W (0, T ). Поскольку v ∈ L2(0, T ;V ), для этого достаточно
показать, что ∂v/∂t ∈ L1(0, T ;V −1).

Так как v является слабым пределом последовательности vn в L2(0, T ;V )
и *-слабым пределом в L+∞(0, T ;H), то (см. [19, гл. 5, разд. 1])

‖v‖0,1 ≤ lim
n→+∞

‖vn‖0,1, ‖v‖L∞(0,T ;H) ≤ lim
n→+∞

‖vn‖L∞(0,T ;H).

Из последних неравенств и (3.16) вытекает, что ‖v‖L∞(0,T ;H)+‖v‖0,1 ≤M(‖f‖0+

|v0|0). Отсюда и из слабой непрерывности v(t, ·) как функции со значениями в
H следует, что

sup
0≤t≤T

|v(t, ·)|0 + ‖v‖L2(0,T ;V ) ≤M(‖f‖0 + |v0|0). (3.23′)

Запишем (2.1) в виде

d(v, ϕ)

dt
−

N∑

i=1

(
viv,

∂ϕ

∂xi

)
+ µ0(E (v),E (ϕ)) = 〈w,ϕ〉, (3.23′′)
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где

w = f + µ1
1

� (1 − α)
Div

t∫

0

(t− s)−α,E (v)(s, x) ds.

В [15, теорема 5.4] установлено, что если v ∈ L2(0, T ;V ) удовлетворяет
тождеству (3.23′′) при w ∈ L2(0, T ;V −1), то ∂v/∂t ∈ L1(0, T ;V −1) и v является
слабым решением задачи

∂v

∂t
+

N∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− µ0� = w, div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT ,

v(0, x) = v0(x), x ∈ �, v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂�.

Докажем, что w ∈ L2(0, T ;V −1). Так же, как при доказательстве оценки
(3.11), показывается, что ‖w‖0,−1 ≤ ‖f‖L2(0,T ;V −1) +MT 1−α‖v‖0,1. Отсюда и из

(3.23′) вытекает, что w ∈ L2(0, T ;V −1). Следовательно, ∂v/∂t ∈ L1(0, T ;V −1).
Теорема 2.1 для случая малого T доказана. Обозначим это T через T0.
Отметим, что для найденного решения v задачи (1.5), (1.6) справедливо

неравенство (3.23′) при T = T0.
Докажем теорему 2.1 для случая произвольного T . Установим разреши-

мость задачи в случае произвольного T . Считая без ограничения общности
K = T/T0 целым, рассмотрим последовательность задач при k = 1, 2 . . .K на
[0, Tk], где Tk = T0k:

∂v

∂t
+

N∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− µ0�v − µ1

1

� (1 − α)
Div

t∫

0

(t− s)−αE (v)(s, x) ds + ∇p

= f(t, x), (t, x) ∈ Qk = [0, Tk] × �, div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ Qk, (3.24)

v(0, x) = v0(x), x ∈ �, v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, Tk] × ∂�. (3.25)

Считая, что известно решение задачи (3.24), (3.25) на [0, Tk], удовлетворяющее
оценке

sup
0≤t≤Tk

|v(t, ·)|0 + ‖v‖L2(0,Tk;V ) ≤M(‖f‖0 + |v0|0), (3.25′),

продолжим его на [Tk, Tk+1]. Обозначим это решение через v̄(t, x) и построим
его продолжение на [Tk, Tk+1].

Рассмотрим на [Tk, Tk+1] задачу

∂v

∂t
+

N∑

i=1

vi
∂v

∂xi
−µ0�v−µ1

1

� (1 − α)
Div

t∫

Tk

(t− s)−α E (v)(s, x) ds+∇p = F,

div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [Tk, Tk+1] × �, (3.26)

v(Tk, x) = v̄(Tk, x), x ∈ �, v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [Tk, Tk+1] × ∂�. (3.27)

Здесь

F (t, x) = f(t, x)+µ1
1

� (1 − α)
Div

Tk∫

0

(t−s)−α E (v̄)(s, x) ds, (t, x) ∈ [Tk, Tk+1]×�.

(3.28)
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Слабым решением задачи (3.26), (3.27) называется функция v ∈ W (Tk, Tk+1),
удовлетворяющая соответствующим тождеству и начальному условию.

Покажем, что так же, как и для задачи (1.5), (1.6) на [0, T0], при заданных
F ∈ L2(Tk, Tk+1;V

−1) и v̄(Tk, x) ∈ H существует решение задачи (3.26), (3.27)
на [Tk, Tk+1], удовлетворяющее оценкам

sup
Tk≤t≤Tk+1

|v(t, ·)|0 + ‖v‖L2(Tk,Tk+1;V ) ≤M(‖F‖L2(Tk,Tk+1;V −1) + |v̄(Tk, ·)|0), (3.29)

∥∥∥∥
∂v

∂t

∥∥∥∥
L1(Tk,Tk+1;V −1)

≤M(‖F‖L2(Tk,Tk+1;V −1) + |v̄(Tk, ·)|0 + 1)2 (3.30)

с не зависящими от k, f и v̄ константами. Обозначим

f1 = µ1
1

� (1 − α)
Div

Tk∫

0

(t− s)−αE (v̄)(s, x) ds, (t, x) ∈ Qk,k+1 = [Tk, Tk+1] × �,

и рассмотрим задачу (3.26), (3.27) на [Tk, Tk+1] при F = f + f1. Сначала по-
кажем, что F ∈ L2(Tk, Tk+1;V

−1). Для этого достаточно доказать, что f1 ∈
L2(Tk, Tk+1;V

−1), а так как сужение f на [Tk, Tk+1] принадлежит пространству
L2(Tk, Tk+1;V

−1) и ‖f‖L2(Tk,Tk+1;V −1) ≤ ‖f‖0,−1, то F ∈ L2(Tk, Tk+1;V
−1).

Лемма 3.3. Справедливы принадлежность f1 ∈ L2(Tk, Tk+1;V
−1) и оцен-

ка
‖f1‖L2(Tk,Tk+1;V −1) ≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0), (3.31)

Доказательство. Обозначим через v̂(t, x) продолжение v̄(t, x) нулем с про-
межутка [0, Tk] на (−∞,+∞), а через K(s) — продолжение s−α нулем с [0, Tk]
на (−∞,+∞). Тогда с помощью замены переменной имеем

f1 = µ1
1

� (1 − α)
Div

Tk∫

0

(t− s)−α E (v̄)(s, x) ds

= µ1
1

� (1 − α)
Div

+∞∫

−∞

K(t− s)E (v̂)(s, x) ds

= µ1
1

� (1 − α)
Div

+∞∫

−∞

K(ξ)E (v̂)(t− ξ, x) dξ. (3.32)

Проводя стандартные оценки c использованием интегрального неравенства
Минковского и пользуясь инвариантностью L2(−∞,+∞) нормы относительно
сдвига, получаем

‖f1‖L2(Tk,Tk+1;V −1) ≤M

∥∥∥∥∥∥

+∞∫

−∞

K(ξ)E (v̂)(t− ξ, x) dξ

∥∥∥∥∥∥
L2(Tk,Tk+1;L2(�))

≤M

∥∥∥∥∥∥

+∞∫

−∞

K(ξ)|v̂(t− ξ, ·)|1 dξ

∥∥∥∥∥∥
L2(Tk,Tk+1)

≤M

+∞∫

−∞

K(ξ)‖|v̂(t− ξ, ·)|1‖L2(Tk,Tk+1) dξ

≤M

+∞∫

−∞

K(ξ) dξ‖|v̂(t, ·)|1‖L2(Tk,Tk+1) ≤M

+∞∫

−∞

K(ξ) dξ‖v̂(t, x)‖L2(−∞,+∞;V )

≤MT 1−α
k (1 − α)−1‖v̄(t, x)‖L2(0,Tk;V ). (3.33)
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Пользуясь оценкой (3.25′) для v = v̄ на [0, Tk], приходим к неравенству

‖f1‖L2(Tk,Tk+1;V −1) ≤MT 1−α
k (1 − α)−1‖v̄(t, x)‖L2(0,Tk;V )

≤MT 1−α
k (‖f‖L2(0,Tk;V −1) + |v0|0) ≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0). (3.34)

Отсюда следует оценка (3.29). Лемма 3.3 доказана.

Ввиду леммы 3.3 F ∈ L2(Tk, Tk+1;V
−1) и справедлива оценка

‖F‖L2(Tk,Tk+1;V −1) ≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0). (3.34′)

Из оценки (3.23′) вытекает, что v̄(Tk, x) ∈ H и |v̄(Tk, x)|0 ≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0).
С помощью замены t = Tk + τ , τ ∈ [0, T0], и очевидных преобразований

задача (3.24), (3.25) на [Tk, Tk+1] при F = f + f1 сводится к соответствующей
задаче вида (1.5), (1.6) на [0, T0], для которой установлены существование ре-
шения и его оценки. Поэтому задача (3.24), (3.25) на [Tk, Tk+1] имеет решение,
обозначим его через ṽ, для которого в силу неравенства (3.23′) при T = Tk,
f = F и v = v̄ и неравенства (3.34′′) справедлива оценка

sup
Tk≤t≤Tk+1

|ṽ(t, ·)|0 + ‖ṽ‖L2(Tk,Tk+1;V )≤M(‖F‖0,−1 + |v̄(Tk, ·)|0)≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0).

(3.34′′)
Полагая v = v̄ на [0, Tk] и v = ṽ на [Tk, Tk+1], получаем решение v задачи (1.5),
(1.6) на [0, Tk+1].

Отметим, что для полученного решения v на [0, Tk+1] справедлива оцен-
ка (3.5) с заменой Tk на Tk+1, что гарантирует возможность продолжения на
следующий отрезок [Tk+1, Tk+2]. Очевидно, что, осуществляя (конечный) про-
цесс продолжения на следующий отрезок и т. д., получим решение задачи (1.5),
(1.6) на [0, T ]. Отметим также, что длина каждого отрезка [Tk, Tk+1] равна T0.
Теорема 2.1 доказана.

4. Доказательство теоремы 2.2

Доказательство теоремы 2.2 проведем в несколько этапов.

4.1. Свойства слабых решений задачи (1.5), (1.6).

Лемма 4.1. Пусть N = 2, f ∈ L2(0, T ;V −1) и v0 ∈ H . Тогда решение v
задачи (1.5), (1.6) принадлежит W ∗(0, T ).

Доказательство леммы. Перепишем задачу (1.5), (1.6) в виде

∂v

∂t
+

2∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− µ0� = w, div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT , (4.1)

v(0, x) = v0(x), x ∈ �, v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂�. (4.2)

Здесь

w = f + µ1
1

� (1 − α)
Div

t∫

0

(t− s)−α E (v)(s, x) ds ≡ f +Q.

Из теоремы 3.1 и доказательства теоремы 3.2 в гл. III из [14] вытекает, что при
N = 2 для любых заданных w ∈ L2(0, T ;V −1), v0 ∈ H задача (4.1), (4.2) имеет
единственное слабое решение v ∈W ∗(0, T ), для которого справедливы оценки

sup
t

|v(t, ·)|0 + ‖v‖0,1 ≤ C(‖w‖0,−1 + |v0|), (4.3)
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∥∥∥∥
∂v

∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;V −1)

≤ C(‖w‖0,−1 + |v0| + 1)2. (4.4)

Покажем, что при v ∈ W (0, T ) верно соотношение w ∈ L2(0, T ;V −1). Оче-
видно, что

‖w‖0,−1 ≤ ‖f‖0,−1 + ‖Q‖0,−1. (4.5)

Оценим ‖Q‖0,−1. Легко видеть, что ‖Q‖2
0,−1 ≤MZ2(T ), где Z2(T ) определяется

ниже формулой (4.18) при t = T .

Из оценки (4.20) вытекает, что Z2(T ) ≤M‖v‖2
0,1. Отсюда и из (4.20) следу-

ет, что

‖Q‖0,−1 ≤M‖v‖2
0,1. (4.6)

Значит, Q ∈ L2(0, T ;V −1), а так как w = f +Q, то и w ∈ L2(0, T ;V −1). Лемма
доказана.

4.2. Оценки слабых решений задачи (1.5), (1.6).

Лемма 4.2. Пусть N = 2, f ∈ L2(0, T ;V −1) и v0 ∈ H . Тогда решение v
задачи (1.5), (1.6) удовлетворяет оценкам

sup
t

|v(t, ·)|0 + ‖v‖0,1 ≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0). (4.7)

∥∥∥∥
∂v

∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;V −1)

≤ C(‖f‖0,−1 + |v0| + 1)2. (4.8)

Замечание. Отметим, что подобные оценки были получены выше для
найденного решения задачи (1.5), (1.6). Однако утверждение леммы 4.2 спра-
ведливо для любого решения.

Доказательство. Предположим сначала, что решение v принадлежит
W ∗(0, T ), и получим оценки (4.7) и (4.8). Для функции v ∈ W ∗(0, T ) верно
соотношение |dv(t, ·)/dt|20 = 2(v(t, ·), v(t, ·)) (см. [14, гл. III, лемма 1.2]). Умно-
жая скалярно в H (1.5) на v(t, x), пользуясь этим соотношением и проводя
стандартные преобразования с использованием леммы 1.2 (см. [14]), получаем

1

2

d

dt
|v(t, ·)|20 + µ0|E (v)(t, ·)|20

= (f(t, x), v(t, x)) − µ1
1

� (1 − α)




t∫

0

(t− s)−αE (v)(s, x) ds,E (v)(t, x)


 ds. (4.9)

Меняя t на s в (4.9) и интегрируя на промежутке [0, t] ⊂ [0, T ] по s, имеем

1

2
|v(t, ·)|20 + µ0

t∫

0

|v(s, ·)|21 ds =

t∫

0

(f(s, x), v(s, x)) ds

− µ1
1

� (1 − α)

t∫

0




s∫

0

(s− τ)−α E (v)(τ, x) dτ,E (v)(s, x)


 ds. (4.10)
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Для первого слагаемого справа в (4.10) находим
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

(f(s, x), v(s, x)) ds

∣∣∣∣∣∣
≤

t∫

0

|f(s, ·)|−1|v(s, ·)|1 ds

≤ Cε

t∫

0

|f(s, ·)|2−1 ds+ ε

t∫

0

|v(s, ·)|21 ds ≤
1

2
Cε‖f‖2

0,−1 + ε‖v‖2
L2(0,t;V ). (4.11)

Далее, легко видеть, что в силу неравенства Корна

m1‖v‖2
L2(0,t:V ) ≤

t∫

0

|E (v)(t, ·)|20 ds ≤ m2

t∫

0

|v(s, ·)|21 ds ≤ m3‖v‖2
L2(0,t:V ), mi > 0.

(4.12)
Рассмотрим последнее слагаемое в (4.10) и запишем его в виде

µ1
1

� (1 − α)

t∫

0




s∫

0

(s− τ)−αE (v)(τ, x) dτ,E (v)(s, x)


 ds =

t∫

0

Z(s) ds, (4.13)

где

Z(t) = µ1
1

� (1 − α)




t∫

0

(t− s)−αE (v)(s, x) ds,E (v)(t, x)


. (4.14)

Делая элементарные оценки, при произвольном ε > 0 имеем

|Z(t)| ≤M

t∫

0

(t− s)−α|v(s, ·)|1 ds|v(t, ·)|1

≤M1(ε)




t∫

0

(t− s)−α|v(s, ·)|1 ds




2

+ ε|v(t, x)|21. (4.15)

Таким образом,

t∫

0

Z(s) ds ≤M(ε)

t∫

0




s∫

0

(s− τ)−α|v(τ, ·)|1 dτ




2

ds+ ε

t∫

0

|v(s, ·)|21 ds. (4.16)

Используя (4.11), (4.16), (4.12) и выбирая ε достаточно малым, из (4.10)
получаем

1

2
|v(t, ·)|20 + µ0

t∫

0

|v(s, ·)|21 ds

≤M


‖f‖2

L2(0,t;V −1) + |v|20 +

t∫

0




s∫

0

(s− τ)−α|v(τ, ·)|1 dτ




2

ds


. (4.17)

Обозначая последнее слагаемое через Z2(t), имеем

Z2(t) =

t∫

0




s∫

0

(s−τ)−α|v(τ, ·)|1 dτ




2

ds =

∥∥∥∥∥∥

s∫

0

(s−τ)−α|v(τ, ·)|1 dτ

∥∥∥∥∥∥

2

L2(0,t)

. (4.18)
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Обозначим продолжение v(τ, x) нулем c [0, t] на (−∞,+∞) через ṽ(τ, x), а
K(ξ) = ξ−α при t > ξ > 0, K(ξ) = 0 при ξ /∈ (0, t]. Тогда с помощью замены
переменной ξ = s− τ получаем

s∫

0

(s− τ)−α|v(τ, ·)|1 dτ =

+∞∫

−∞

K(s− τ)|ṽ(τ, ·)|1 dξ =

+∞∫

−∞

K(ξ)|ṽ(s− ξ, ·)|1 dξ. (4.19)

Применяя интегральное неравенство Минковского в (4.18) и пользуясь инвари-
антностью L2(−∞,+∞) нормы относительно сдвига, имеем

Z2(t) ≤

∥∥∥∥∥∥

+∞∫

−∞

K(ξ)|ṽ(s− ξ, ·)|1 dξ

∥∥∥∥∥∥

2

L2(−∞,+∞)

≤




+∞∫

−∞

K(ξ)‖|ṽ(s− ξ, ·)|1‖L2(−∞,+∞) dξ




2

≤


‖|ṽ(s, ·)|1‖L2(−∞,+∞)

+∞∫

−∞

K(ξ) dξ




2

=


‖|ṽ(s, ·)|1‖L2(−∞,+∞)

t∫

0

ξ−α dξ




2

≤M((1 − α)−1t1−α)2‖v(s, x)‖2
L2(0,t;V ).

Таким образом,

Z2(t) ≤M((1 − α)−1t1−α)2‖v(s, x)‖2
L2(0,t;V ). (4.20)

Из соотношений (4.17) и (4.20) следует, что при 0 < t ≤ t0, где t0 > 0 достаточно
мало, справедлива оценка

|v(t, ·)|20 +

t∫

t0

|v(s, ·)|21 ds ≤M
(
‖f‖2

0,−1 + ‖v‖2
0

)
. (4.21)

Оценка (4.7) в случае 0 < T ≤ t0 установлена.

Рассмотрим теперь случай произвольного T > t0. Пусть t > t0. Запишем
Z2(t) в виде

Z2>(t) =

t0∫

0




s∫

0

(s− τ)−α |v(τ, ·)|1 dτ




2

ds

+

t∫

t0




s∫

0

(s− τ)−α|v(τ, ·)|1 dτ




2

ds = Z21 + Z22. (4.22)

Ясно, что Z21 = Z2(t0), а из (4.20) следует, что

Z21 ≤Mt
2(1−α)
0 ‖v(s, ·)‖2

L2(0,t0;V ). (4.23)
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Рассмотрим Z22 и запишем его в виде

Z22 =

t∫

t0




s−t0∫

0

(s− τ)−α|v(τ, ·)|1 dτds +

s∫

s−t0

(s− τ)−α|v(τ, ·)|1 dτ




2

ds

≤ 2




t∫

t0




s∫

0

(s− t0)
−α|v(τ, ·)|1 dτ




2

ds+

t∫

t0




s∫

s−t0

(s− τ)−α |v(τ, ·)|1 dτ




2

ds




= 2(Z221 + Z222). (4.24)

Для Z221 имеем

Z221 ≤ t−2α
0

t∫

t0




s−t0∫

0

|v(τ, ·)|1 dτ




2

ds ≤ (t− t0)t
−2α
0

t∫

t0

s∫

0

|v(τ, ·)|21 dτds

≤M1

t∫

t0

s∫

0

|v(τ, ·)|21 dτds. (4.25)

Оценим Z222. С помощью замены переменной ξ = s−τ приходим к соотношению

Z222 ≤M

t∫

t0




t0∫

0

ξ−α|v(s− ξ, ·)|1 dξ




2

ds = M

∥∥∥∥∥∥

t0∫

0

ξ−α|v(s− ξ, ·)|1 dξ

∥∥∥∥∥∥

2

L2(t0,t)

.

(4.26)
Так же, как при выводе оценки (4.21), с помощью интегрального неравенства
Минковского получаем, что

Z222 ≤




t0∫

0

ξ−α dξ




2

‖v(s, x)‖2
L2(0,t:V ) ≤M(1 − α)−2t

2(1−α)
0 ‖v‖2

L2(0,t:V ). (4.27)

Из оценок (4.23), (4.25) и (4.27) следует, что

Z2>(t) ≤M1

t∫

t0

s∫

0

|v(τ, ·)|21 dτds+M(1 − α)−2t
2(1−α)
0

t∫

0

|v(τ, ·)|21 dτ. (4.28)

Пользуясь неравенством (4.28) для оценки последнего слагаемого Z2 = Z2> в
(4.17) и считая t0 достаточно малым, несложными преобразованиями получаем

|v(t, ·)|20 +

t∫

0

|v(τ, ·)|21 dτ ≤M(‖f‖0,−1 + |v0|0)2 +M1

t∫

t0

s∫

0

|v(τ, ·)|21 dτds. (4.29)

Отбрасывая в (4.29) первое слагаемое, приходим к неравенству Гронуолла для

ϕ(t) =
t∫
0

|v(τ, x)|21 dτ , из которого

ϕ(t) ≤M2(‖f‖0,−1 + |v0|0)2, t0 ≤ t ≤ T. (4.30)

Из (4.30) следует (4.7).
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Установим оценку (4.8). Из (4.5), (4.6), разрешимости задачи (4.1), (4.2)
для w ∈ L2(0, T ;V −1) и оценки (4.4) при w = f +Q вытекает, что v ∈ W ∗(0, T )
и справедлива оценка (4.8).

Лемма 4.2 доказана.

4.3. Доказательство единственности слабого решения задачи (1.5),
(1.6). Предположим, что слабое решение задачи (1.5), (1.6) не единственно.
Пусть v1 и v2 являются слабыми решениями задачи (1.5), (1.6). Тогда функция
v принадлежит v1 − v2 ∈ W ∗(0, T ) и удовлетворяет соотношениям

∂v

∂t
+

2∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− µ0�v + ∇p

= µ1
1

� (1 − α)
Div

t∫

0

(t− s)−α E (v)(s, x) ds +
2∑

i=1

vi
∂v2

∂xi
+

2∑

i=1

v1
i

∂v

∂xi
, (4.31)

div v(t, x) = 0,

v(0, x) = 0, x ∈ �, v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂�. (4.32)

Умножая скалярно в H (1.5) на v(t, x), как и при доказательстве леммы 4.2,
получаем

d

dt
|v(t, ·)|20 + 2µ0|E (v)(t, ·)|20

= µ1
2

� (1 − α)




t∫

0

(t− s)−αE (v)(s, ·) ds,E (v)(t, ·)




+ 2

(
2∑

i=1

v1
i (t, ·)

∂v(t, ·)
∂xi

, v(t, ·)
)

+ 2

(
2∑

i=1

vi(t, ·)
∂v2(t, ·)
∂xi

, v(t, ·)
)
. (4.33)

Интегрируя на промежутке [0, t] ⊂ [0, T ], имеем

|v(t, ·)|20 + 2µ0

t∫

0

|v(s, ·)|21 ds

= 2µ1
1

� (1 − α)

t∫

0




s∫

0

(s− τ)−αE (v)(τ, ·)dτ,E (v)(s, ·)


 ds

+ 2

t∫

0

(
2∑

i=1

vi(s, ·)
∂v2(s, ·)
∂xi

, v(s, ·)
)
ds

+ 2

t∫

0

(
2∑

i=1

v1
i (s, ·)

∂v(s, ·)
∂xi

, v(s, ·)
)
ds = P1 + P2 + P3. (4.34)

Введем обозначения

R1(t) = µ1
1

� (1 − α)




t∫

0

(t− s)−αE (v)(s, ·) ds,E (v)(t, ·)


,
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R2(t) =

(
2∑

i=1

v1
i (t, x)

∂v(t, ·)
∂xi

, v(t, ·)
)
, R3(t) =

(
2∑

i=1

vi(t, ·)
∂v2(t, ·)
∂xi

, v(t, ·)
)
.

Для первого слагаемого P1(t) = 2
t∫
0

R1(s) ds = 2
t∫
0

Z(s) ds (см. (4.14)) справа в

(4.31) при малом t0 справедлива оценка (4.16).

Оценим слагаемые Pi(t) и Pi(t) = 2
t∫
0

Ri(s) ds, i = 2, 3. В [14] показано (см.

разд. (iii) доказательства теоремы 3.2, гл. III), что справедливы соотношения

R2(t) = 0, R3(t) ≤ 2µ0|v(t, ·)|21 + µ−1
0 |v(t, ·)|20|v(s, ·)|21. (4.35)

Подставляя (4.15) и (4.35) в правую часть (4.34) и считая ε > 0 и t0 > 0 до-
статочно малыми, несложными преобразованиями получаем, что справедливо
соотношение

|v(t, ·)|20 ≤M

t∫

0

|v(s, ·)|20|v2(s, ·)|21 ds.

Отсюда в силу суммируемости |v2(t, ·)|21 на [0, T ] вытекает, что v(t, x) ≡ 0 на
[0, t0] при достаточно малом t0. Единственность решения на [0, t0] установлена.

Докажем единственность решения в случае произвольного T . Обозначим
найденное t0 через T0. Считая без ограничения общностиK = T/T0 целым, рас-
смотрим последовательность задач (4.31), (4.32) при k = 1, 2 . . .K на [Tk, Tk+1],
где Tk = T0k. Такими же рассуждениями, которые использовались при про-
должении решения задачи (1.5), (1.6) на [Tk, Tk+1], устанавливается равенство
нулю решений этих задач. При этом учитывается справедливость априорных
оценок (4.7) на [0, T ] для решения v1 и v2 задачи (1.5)–(1.6) и нулевые начальные
данные задач (4.31), (4.32) при k = 1, 2 . . .K.

Отсюда следует единственность решения задачи (1.5), (1.6) на [0, T ] при
произвольном T .
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