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ПРОМЕЖУТОЧНО ВПОЛНЕ ИНВАРИАНТНЫЕ

ПОДГРУППЫ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

А. Р. Чехлов

Аннотация. Описаны промежуточно вполне инвариантные подгруппы делимых и
периодических групп; показано, что во вполне разложимой группе без кручения,
каждая однородная компонента которой разложима, промежуточно вполне инвари-
антные подгруппы служат прямыми слагаемыми; для периодических групп выяс-
нено, когда все их вполне инвариантные подгруппы служат промежуточно вполне
инвариантными, а для групп без кручения этот вопрос сведен к редуцированному
случаю. Показано, что в периодической группе, являющейся прямой суммой цик-
лических групп, ее подгруппа промежуточно инертна тогда и только тогда, когда
она соизмерима с некоторой промежуточно вполне инвариантной подгруппой.
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Напомним, что подгруппа H группы A называется вполне инвариантной,
если fH ⊆ H для всякого f из кольца эндоморфизмов E(A) группы A; если
nH = H ∩nA для всякого натурального n, то подгруппа H называется чистой.
Группа без кручения A называется вполне транзитивной, если для любых 0 6=
a, b ∈ A из условия на их характеристики χ(a) ≤ χ(b) следует, что αa = b для
некоторого α ∈ E(A). Подгруппы H,K группы G называются соизмеримыми,
если подгруппа K ∩H имеет конечный индекс как в K, так и в H .

Через 〈B〉∗ обозначается чистая подгруппа, порожденная подмножествомB
группы, N — множество всех натуральных чисел, Z — группа (кольцо) целых
чисел, Z(n) — циклическая группа порядка n, f | G — ограничение гомомор-
физма f : A → B на подмножество G ⊆ A, t(A) — тип однородной группы
без кручения A, t(x) — тип элемента x группы без кручения, o(a) — порядок
элемента a группы.

Подгруппу N группы G будем называть сильно инвариантной (сокращен-
но si-подгруппой) и писать N ≤ siG, если fN ⊆ N для всякого гомоморфизма
f : N → G. В каждой группе G ее подгруппа G[n] = {g ∈ G | ng = 0} сильно
инвариантна; в группе без кручения A ее подгруппа A(t) = {a ∈ A | t(a) ≥ t},
где t — некоторый тип, сильно инвариантна; в смешанной группе ее периоди-
ческая часть — сильно инвариантная подгруппа. Запись H � siG будет озна-
чать, что H не является si-подгруппой в G. Группа G называется si-простой,
если она не имеет нетривиальных ( 6= 0, G) сильно инвариантных подгрупп. Од-
нородные вполне транзитивные группы без кручения идемпотентного типа si-
просты, si-проста и всякая однородная вполне разложимая группа без кручения
[1, предложение 26 и абзац перед ним]. B [2–5] изучались группы, являющиеся
обобщением вполне транзитивных групп.
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В [1] упомянут класс промежуточно вполне инвариантных подгрупп, т. е.
таких вполне инвариантных подгруппK группы G, что подгруппа K вполне ин-
вариантна во всякой подгруппе группы G, содержащей K. Такие подгруппы K
будем кратко называть ifi-подгруппами (intermediately fully invariant subgroups)
и писать K ≤ ifiG. Этот класс промежуточен между классом всех si-подгрупп
и классом всех вполне инвариантных подгрупп данной группы. В [1, с. 443] по-
казано, что такие классы различны, в данной статье также приведены соответ-
ствующие примеры. Аналогично si-простым группам определяются ifi-простые
группы. Ясно, что ifi-простая группа будет si-простой.

Подгруппа H группы G называется вполне инертной, если фактор-группа
(H +ϕH)/H конечна (эквивалентно подгруппа H ∩ϕH имеет конечный индекс
в ϕH) для всякого ϕ ∈ E(G). Вполне инертные подгруппы абелевых групп изу-
чались в [6–10]. Согласно [11] термин инертная подгруппа предложен профес-
сором Кегелем. Промежуточно инертной назовем такую подгруппу H груп-
пы G, что для каждой подгруппы N ≤ G со свойством H ≤ N H ∩ ϕH имеет
конечный индекс в ϕH для каждого ϕ ∈ E(N). Ясно, что каждая конечная
подгруппа и подгруппа, имеющая конечный индекс в некоторой промежуточно
вполне инвариантной подгруппе, являются промежуточно инертными.

Пример 1. 1. В Z каждая подгруппа является ifi-подгруппой и эта группа
si-проста.

2. Если G — si-простая группа, то для всякого кардинального числа α > 1
группа

⊕
α
G ifi-проста.

3. Подгруппа pZ вполне инвариантна в Z ⊕ Z(p), но pZ не является ifi-
подгруппой.

Доказательство. 1. Действительно, всякая подгруппа в Z имеет вид nZ
для некоторого натурального n. Если nZ ⊆ mZ, то m делит n, n = mk. Под-
группа nZ = k(mZ) вполне инвариантна в mZ.

2. Если подгруппа H вполне инвариантна в группе
⊕
α
G, то H =

⊕
α

(H ∩G).

Так как G si-проста, при условии нетривиальности подгруппы H существует f ∈
Hom(H∩G,G) со свойством f(H∩G) * H∩G. Поэтому подгруппа

⊕
α

(H∩G) не

вполне инвариантна в G⊕
(⊕
α−1

(H∩G)
)
. Заметим, что если G — редуцированная

группа без кручения, то она (a значит, и
⊕
α
G) имеет нетривиальные вполне

инвариантные подгруппы.
3. Подгруппа pZ не вполне инвариантная в pZ ⊕ Z(p).
Если H — вполне инвариантная (сильно инвариантная) подгруппа в G, то

подгруппа Hn вполне инвариантна (сильно инвариантна) в Gn для каждого
n ∈ N. Из п. 2 примера 1 следует, что это свойство для ifi-подгрупп в общем
случае не справедливо.

Пример 2. В группе без кручения G ранга 1 всякая вполне инвариантная
подгруппа является ifi-подгруппой.

Действительно, пусть подгруппа H вполне инвариантна в G, H ≤ K ≤ G
и f ∈ E(K). Так как K также является группой ранга 1, f действует как
умножение на некоторое рациональное число m/n, где nK = K. Поскольку
t(K) ≤ t(G), то nG = G и, следовательно, nH = H , откуда f(H) ⊆ H .

В частности, в группе без кручения G ранга 1 всякая подгруппа является ifi-
подгруппой тогда и только тогда, когда pG 6= G для каждого простого числа p.
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В группе без кручения A ранга 2 могут существовать вполне инвариантные
подгруппы, не являющиеся ifi-подгруппами. Действительно, если в такой груп-
пе A кольцо эндоморфизмов E(A) изоморфно кольцу Z, то всякая подгруппа
в A будет вполне инвариантной, однако подгруппа Z не вполне инвариантна в
Z ⊕ Z ≤ A.

Пример 3. ПустьG = 〈a〉⊕〈b〉⊕〈c〉, где o(a) = p, o(b) = p2, o(c) = p3. Тогда
вполне инвариантные подгруппы pG[p] = 〈pb〉 ⊕ 〈p2c〉 и pG[p2] = 〈pb〉 ⊕ 〈pc〉 не
являются ifi-подгруппами.

Действительно, эти подгруппы не вполне инвариантны в подгруппах 〈a〉 ⊕
pG[p] и 〈a〉⊕pG[p2] соответственно. Подобным образом строятся вполне инвари-
антные, но не ifi-подгруппы во всякой ограниченной p-группе, в цоколе которой
имеются ненулевые элементы с различной высотой.

Приведем следующие простые свойства.

1. Сумма ifi-подгрупп снова является ifi-подгруппой.
Действительно, если Hi ≤ ifiG, H =

∑
i∈I

Hi, H ≤ K ≤ G и f ∈ E(K), то

f(Hi) ⊆ Hi, откуда f(H) =
∑
i∈I

f(Hi) ⊆ H .

Следующее свойство очевидно.

2. Если H ≤ K ≤ G и H ≤ ifiG, K/H ≤ ifiG/H , то K ≤ ifiG.

3. Если G — группа без кручения и H ≤ ifiG, то H∗ ≤ ifiG.
Это свойство вытекает из свойства 2, поскольку H∗/H совпадает с перио-

дической частью фактор-группы G/H , а периодическая часть группы является
ifi-подгруппой.

4. Если G— группа без кручения, а N — ее чистая ifi-подгруппа, то N− так-
же является ifi-подгруппой, гдеN− — замыкание в Z-адической или p-адической
топологии подгруппы N в группе G.

Это свойство вытекает из того, что делимая и p-делимая части группы
являются ifi-подгруппами, а в данном случае N−/N совпадает с делимой (со-
ответственно с p-делимой) частью фактор-группы G/N .

Если G — редуцированная p-группа с G1 =
⋂
n∈N

pnG 6= 0, то G1 = 0− —

вполне инвариантная подгруппа в G, не являющаяся ifi-подгруппой.

Предложение 1. Пусть N — ifi-подгруппа группы G = H ⊕ K. Тогда
N = (N ∩H)⊕ (N ∩K) и N ∩H , N ∩K являются ifi-подгруппами в H и K соот-
ветственно. Обратно, если H1 и K1 — ifi-подгруппы в H и K соответственно, то
H1⊕K1 является ifi-подгруппой в G тогда и только тогда, когда α(H1) ⊆ K1 для
каждого гомоморфизма α : H1 → K и β(K1) ⊆ H1 для каждого гомоморфизма
β : K1 → H .

Доказательство. Если N ∩ H ≤ A ≤ H и ϕ ∈ E(A), то N ≤ A ⊕ K и
ϕ ∈ E(A ⊕ K), где ϕ | A = ϕ и ϕ | K = 0. По условию ϕN ⊆ A ⊕ K, откуда
ϕ(N ∩H) ⊆ N ∩H , т. е. N ∩H ≤ ifiH и аналогично N ∩K ≤ ifiK.

Необходимость второго утверждения очевидна.
Достаточность. Пусть H1 ⊕K1 ≤ A ≤ G, ϕ ∈ E(A), а π и θ — проекции

группы G на H и K соответственно. Имеем A = (A ∩ H) ⊕ (A ∩ K) ≤ A ≤
πA ⊕ θA = A и H1 ≤ A ∩H , K1 ≤ A ∩K, т. е. H1 ⊕K1 ≤ A. Если ψ = πϕπ +
πϕθ + θϕπ + θϕθ, то ψ можно рассматривать как элемент группы Hom(A,A).
Имеем πϕπ(H1) ⊆ H1 и θϕπ(H1) ⊆ K1, а πϕθ(H1) = θϕθ(H1) = 0. Аналогично
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θϕθ(K1) ⊆ K1 и πϕθ(K1) ⊆ H1, а πϕπ(K1) = θϕπ(K1) = 0. Поэтому ψ(H1 ⊕
K1) ⊆ H1 ⊕K1. Осталось заметить, что ψ | (H1 ⊕K1) = ϕ | (H1 ⊕K1). �

Теорема 1. 1. Если G — редуцированная или делимая p-группа, то всякая
ее нетривиальная ifi-подгруппа N имеет вид G[pn], где n — некоторое натураль-
ного число, в частности, все ifi-подгруппы группы G являются si-подгруппами.

2. Пусть G = D ⊕ R — нередуцированная p-группа, где D 6= 0 — дели-
мая, а R — редуцированная части группы G. Тогда всякая нетривиальная ifi-
подгруппа группы G совпадает с одной из следующих подгрупп: D, D⊕R[pm],
D[pn] ⊕R[pn], где m,n ∈ N.

3. В делимой группе D ifi-подгруппы или совпадают с D, или служат ifi-
подгруппами ее периодической части, т. е. являются прямыми суммами ifi-
подгрупп ее p-компонент.

Доказательство. 1. Для делимых групп утверждение очевидно, поэтому
перейдем к редуцированному случаю. Предположим сначала, что N — огра-
ниченная группа, т. е. pnN = 0 для некоторого минимального натурального n.
Тогда N =

⊕
i∈I

Ci, где Ci — циклические группы порядка ≤ pn, причем хотя бы

одна Ci, скажем C1, изоморфна Z(pn). Далее N ⊆ G[pn] и G[pn] =
⊕
j∈J

Xj , гдеXj

также циклические группы порядка ≤ pn, причем будем считать, что X1 = C1.
Если N 6= G[pn], то найдется Xj * N . Эпиморфизм C1 → Xj продолжается до
эндоморфизма f подгруппы G[pn], и f(N) * N ; противоречие. Следовательно,
N = G[pn].

Допустим, что N — неограниченная группа. Если g ∈ G[p] \N , то 〈N, g〉 =
〈g〉⊕N . Поэтому найдется гомоморфизм 0 6= f : N → 〈g〉. Данное противоречие
показывает, что G[p] ⊆ N . Пусть G[pn−1] ⊆ N , но G[pn] * N (если G[pm] ⊆ N
для каждого натуральногоm, тоN = G, что противоречит нетривиальностиN).

Если x ∈ G[pn]\N , то px ∈ N . Так как группа N неограниченная, найдется
такой ее элемент c, что 〈c〉 — прямое слагаемое в N и o(c) > pn; N = 〈c〉 ⊕ B.
Тогда px = pk(lc) + b, где k > 1, 1 ≤ l ≤ p− 1, а b ∈ B и b = py для некоторого
y ∈ G. Далее x − pk−1(lc) − y ∈ G[p] ⊆ N и y /∈ N (так как x /∈ N). Заметим,
что 〈N, y〉 = 〈c〉 ⊕ 〈B, y〉. Действительно, если 〈c〉 ∩ 〈B, y〉 6= 0, то mc = z + y
для некоторого m ∈ N, где z ∈ B и mc 6= 0. Имеем pmc = pz + py ∈ B и
mc− z − y ∈ G[p] ⊆ N , откуда y ∈ N ; противоречие.

Итак, 〈N, y〉 = 〈c〉⊕〈B, y〉, а поскольку o(c) > o(y), существует гомоморфизм
f : 〈c〉 → 〈y〉 со свойством f(c) = y, f продолжается до эндоморфизма подгруппы
〈N, y〉 и fN * N . Следовательно, случай неограниченности N невозможен.

П. 2 вытекает из п. 1 и предложения 1. П. 3 cледует из того, что де-
лимые группы без кручения не имеют нетривиальных вполне инвариантных
подгрупп. �

В частности, из теоремы 1 следуют описание ifi-подгрупп периодических
групп, а также тот факт, что ifi-подгруппы редуцированной p-группы образуют
цепь. В нередуцированном случае пересечение ifi-подгрупп может не являться
ifi-подгруппой. Действительно, пусть G = D ⊕ R, где D 6= 0 — делимая, а
R 6= 0 — редуцированная p-группы. ТогдаD иG[p] = D[p]⊕R[p] — ifi-подгруппы,
однако подгруппа D∩G[p] = D[p] не вполне инвариантна в G[p], поэтому D[p] �
ifiG. Заметим, что D[p] ≤ ifiD и D ≤ ifiG.

Пересечение ifi-подгрупп может не являться ifi-подгруппой и в группе без
кручения.
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Пример 4. Пусть E1, . . . , E4 — группы без кручения ранга 1, p, q, p2, p3 —
различные простые числа, типы групп E1, E2, E3 попарно не сравнимы и

E1
∼= E4, p2E2 = E2, p3E3 = E3, pE1 6= E1, pE2 6= E2, pE3 6= E3,

p2E1 6= E1, p2E3 6= E3, p3E1 6= E1, p3E2 6= E2,

qE1 6= E1, qE2 6= E2, qE3 6= E3.

Группу G будем строить как подгруппу в некоторой делимой группе без кру-
чения с помощью векторного пространства над полем рациональных чисел Q.
Положим

A = 〈E1, E2, p
−∞(e1 + e2)〉, B = 〈E3, E4, q

−∞(e3 + e4)〉, G = A⊕B,

где 0 6= ei ∈ Ei, i = 1, . . . , 4, а p−∞a обозначает бесконечное множество элемен-
тов p−1a, p−2a, . . . . Заметим, что Hom(A,B) = 0. Действительно, в группе A
элементы подгруппы E2 делятся на любую степень числа p2, а в группе B нет
ненулевых элементов с таким свойством, поэтому если f ∈ Hom(A,B), то E2

содержится в ядре ker f гомоморфизма f . Тогда f(e1) ∈ p−∞B = 0, т. е.
E1 ⊆ ker f и, значит, f = 0. Тем самым A ≤ ifiG. Заметим, что E1 ≤ ifiA.
Далее E1 ⊕ E4 = G(t(E1)) ≤ ifiG. Однако E1 = A ∩ G(t(E1)) � ifiG, так
как подгруппа E1 не вполне инвариантна в E1 ⊕ E4. Аналогично B ≤ ifiG и
E4 = B ∩G(t(E1)) � ifiG.

Итак, множество всех ifi-подгрупп в общем случае не образует подрешет-
ку в полной решетке вполне инвариантных подгрупп группы. Кроме того, из
условия H ≤ ifiK ≤ ifiG не обязательно следует, что H ≤ ifiG.

Предложение 2. 1. Всякая однородная сепарабельная группа без круче-
ния G ранга ≥ 2 является ifi-простой.

2. Если G — вполне разложимая группа без кручения, каждая однородная
компонента которой имеет ранг ≥ 2, то всякая ifi-подгруппа группы G совпадает
с некоторым ее (вполне инвариантным) прямым слагаемым.

3. Если G =
⊕
i∈I

Gi, где все группы Gi ifi-просты, то всякая ifi-подгруппа

группы G совпадает с некоторым ее (вполне инвариантным) прямым слагае-
мым.

Доказательство. 1. Пусть 0 6= N ≤ ifiG и a ∈ G\N . ИмеемG = 〈a〉∗⊕B и
N = (N∩〈a〉∗)⊕(N∩B). Из сепарабельности и однородности группы G следует,
что N ∩ 〈a〉∗ 6= 0 и N ∩ 〈a〉∗ 6= 〈a〉∗. Согласно предложению 1 N ∩ 〈a〉∗ ≤ ifi〈a〉∗.
Однако 〈a〉∗ как группа ранга 1 si-проста, а каждый элемент группы B можно
вложить в прямое слагаемое, изоморфное 〈a〉∗, поэтому подгруппа N не будет
вполне инвариантной в группе (N ∩ 〈a〉∗) ⊕B; противоречие.

2. Пусть G =
⊕
t∈�

Gt — вполне разложимая группа без кручения, где Gt —

однородные типа t компоненты группы G. Если N ≤ ifiG, то N =
⊕
t∈�

(N ∩Gt),
где N ∩Gt ≤ ifiGt для каждого t ∈ �. Согласно п. 1 N ∩Gt = Gt при N ∩Gt 6= 0.
ПоэтомуN =

⊕
t∈�

Gt — прямое слагаемое группы G, где� = {t ∈ � | N∩Gt 6= 0}.

П. 3 доказывается аналогично п. 2. �
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Предложение 3. 1. Пусть G — сепарабельная группа без кручения такая,
что для каждого ее прямого слагаемого A ранга 1 в дополнительном прямом
слагаемом имеется прямое слагаемое, изоморфное A, а � — множество типов
всех прямых слагаемых ранга 1 группы G. Тогда всякая ifi-подгруппа группы G
чиста в G и имеет вид

∑
t∈�

G(t), где � ⊆ �.

2. Если G — алгебраически компактная группа без кручения, каждая нену-
левая p-адическая компонента которой разложима, то всякая ifi-подгруппа груп-
пы G является плотной чистой ifi-подгруппой некоторого вполне инвариантного
прямого слагаемого в G.

Доказательство. 1. Пусть N ≤ ifiG и a ∈ N . Тогда G = X ⊕ Y , где
a ∈ X = G1 ⊕ · · · ⊕Gn и r(Gi) = 1. Имеем N ∩X = (N ∩G1) ⊕ · · · ⊕ (N ∩Gn).
Если N∩Gi 6= 0, то Gi ⊆ N (это следует из доказательства п. 1 предложения 2 и
условия на прямые слагаемые ранга 1 группы G) и Gi — прямое слагаемое в N .
Допустим, что N ∩ Gi 6= 0 при всех i = 1, . . . , n (напомним, что πG = N ∩ πG
для всякой проекции π группы G). Тогда X — прямое слагаемое в N . Отсюда,
в частности, следует чистота N . Подгруппа N также является сепарабельной
группой (всякая вполне инвариантная подгруппа сепарабельной группы сепа-
рабельна).

Обозначим через � множество типов всех прямых слагаемых ранга 1 груп-
пы N . Покажем, что � ⊆ �. Пусть N = C ⊕ K, где r(C) = 1, 0 6= x ∈ C и
x ∈ H = G1 ⊕ · · · ⊕ Gn, где H — прямое слагаемое в G, а r(Gi) = 1. Тогда
t(C) = t(x) ≤ t(Gi) для каждого i = 1, . . . , n (предполагаем, что πix 6= 0 при
всех i = 1, . . . , n, где πi — проекции группы G на Gi, значит, как и выше, Gi ⊆ N
для всех i = 1, . . . , n). Если θ — проекция группы N на C, то θ(Gi0 ) 6= 0 хотя
бы для одного 1 ≤ i0 ≤ n. В противном случае Gi ⊆ K для всех i = 1, . . . , n,
H ⊆ K и, значит, C ⊆ K; противоречие. Итак, θ(Gi0 ) 6= 0 для некоторого i0,
значит, t(Gi0) ≤ t(θ(Gi0 )) ≤ t(C). Отсюда t(C) = t(θ(Gi0 )) и включение � ⊆ �
доказано. Группа Gi0 — прямое слагаемое в N и в G. Для каждого y ∈ G(t(C))
найдутся z ∈ Gi0 и гомоморфизм f : Gi0 → G со свойством fz = y, f про-
должается до эндоморфизма группы G, поэтому G(t(C)) ⊆ N . Следовательно,
N =

∑
t∈�

G(t).

2. ПустьG = D⊕R, гдеD — делимая, R — редуцированная части группы G,
а 0 6= N ≤ ifiG. Имеем N = (N ∩D)⊕ (N ∩R). Если N ∩D 6= 0 или N ∩R 6= 0,
то D ⊆ N и N = D ⊕ (N ∩ R). Если R = 0, то N = D, так как делимые
группы без кручения ifi-просты. Поэтому считаем далее, что D = 0 и G =
R. Как редуцированная алгебраически группа без кручения R имеет вид R =∏
p∈π

Rp, где Rp — p-адические компоненты группы R, а π — некоторое множество

простых чисел. Каждая группа Rp является однородной идемпотентного типа
вполне транзитивной группой, а ее вполне инвариантные подгруппы имеют вид
nRp, где n ∈ N. По условию группа Rp разложима, Rp = H ⊕K, где H,K 6= 0.
Если n > 1, то подгруппа nH ⊕ nK не вполне инвариантна в nH ⊕ K, что
непосредственно следует из строения p-адических алгебраически компактных
групп. Поэтому Rp ⊆ N при N ∩ Rp 6= 0. Если σ = {p ∈ π |N ∩ Rp 6= 0},
то
⊕
p∈σ

Rp ⊆ N ⊆ R′ =
∏
p∈σ

Rp и R′ — вполне инвариантное прямое слагаемое

в R. Поскольку
⊕
p∈σ

Rp — плотная подгруппа в R′, подгруппа N плотна в R′.

Покажем, что N — чистая подгруппа в R′. Пусть a ∈ N и a = pb для некоторых
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простого числа p и b ∈ R′. Так как рассматриваются группы без кручения,
достаточно показать, что b ∈ N . Если pR′ 6= R′, то Rp ⊆ R′ и R′ = Rp ⊕ B,
a = x + y, b = u + v, где x, u ∈ Rp, y, v ∈ B, а B =

∏
q∈σ\{p}

Rq. Имеем N =

Rp ⊕ A, где A = N ∩ B и x = pu, y = pv. Осталось заметить, что v ∈ N .
Действительно, если v /∈ N , то A 6= pA. Группа B p-делима, значит, можно
определить эндоморфизм f ∈ E(R′) следующим образом: f действует на Rp
как тождественный эндоморфизм, а на B — как деление на p. Тогда fN * N ;
противоречие. �

Пример 5. 1. В группе без кручения G ранга 1 всякая подгруппа проме-
жуточно инертна.

2. В группе без кручения конечного ранга всякая конечно порожденная
подгруппа N максимального ранга промежуточно инертна.

Действительно, пусть N ≤ H ≤ G и f ∈ E(H) — ненулевой эндоморфизм.
В п. 1 f продолжается до автоморфизма группы Q, поэтому f действует как
умножение на некоторое рациональное число m/n. Имеем n(N + fN) ⊆ N .
Значит, фактор-группа (N+fN)/N ∼= fN/(N ∩fN) конечна как ограниченный
гомоморфный образ группы fN ранга ≤ 1. В п. 2 подгруппаN существенна, тем
самым фактор-группа fN/(N ∩ fN) конечна как периодический гомоморфный
образ свободной группы N конечного ранга.

Предложение 4. 1. В группе без кручения G ранга 1 всякая промежуточ-
но инертная подгруппа соизмерима с некоторой ifi-подгруппой тогда и только
тогда, когда pG 6= G для всякого простого числа p.

2. Если G — группа без кручения конечного ранга > 1, имеющая ненуле-
вые эндоморфизмы с ненулевыми ядрами, то всякая ее промежуточно инертная
подгруппа соизмерима с некоторой ifi-подгруппой тогда и только тогда, когда G
является свободной группой.

Доказательство. 1. Необходимость. Если pG = G для некоторого
простого p, то каждая ifi-подгруппа группы G будет p-делимой; p-делимой будет
и соизмеримая с ней подгруппа, что противоречит примеру 5.

Достаточность. Пусть N ≤ H ≤ G и pG 6= G для всякого простого
числа p. Группа H тоже является группой ранга 1, и pH 6= H для всякого
простого числа p, поэтому ее кольцо эндоморфизмов изоморфно кольцу целых
чисел, значит, подгруппа N будет вполне инвариантной в H .

2. Необходимость. Свободная существенная подгруппа N группы G про-
межуточно инертна. Если она соизмерима с ifi-подгруппой F , то nF ⊆ N для
некоторого натурального n. Подгруппа свободной группы свободна, значит, сво-
бодна и F . ПустьH ≤ G и ранг подгруппы H меньше ранга G. НайдетсяK ≤ G
такая, что K ∩H = 0 и подгруппа K ⊕ H существенна в G. Если K1 и H1 —
свободные существенные подгруппы в K и H соответственно, то K1 ⊕ H1 —
существенная промежуточно инертная подгруппа в G и K1 ⊕ H1 ≤ K1 ⊕ H ;
K1⊕H1 соизмерима с некоторой свободной ifi-подгруппой X , которая также су-
щественна в G. Поэтому в силу конечного ранга mX ⊆ (X ∩K1)⊕ (X ∩H1) для
некоторого натурального m. Отсюда ввиду свободности подгруппы X ∩K1 сле-
дует, что некоторое натуральное кратное подгруппыH содержится в X . Значит,
подгруппа H свободна. Итак, всякая подгруппа группы G ранга, меньшего, чем
ранг самой G, свободна. По условию в G существует эндоморфизм f с ненуле-
вым ядром. Тогда ker f — свободное прямое слагаемое в G с дополнительным
свободным прямым слагаемым. Поэтому свободна и группа G.
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Достаточность. Как подгруппа свободной группы промежуточно инерт-
ная подгруппаN группы G является свободной того же ранга, что и G. Поэтому
фактор-группа G/N конечна как периодическая группа конечного ранга. �

В [12] несвободные группы без кручения, у которых все собственные сер-
вантные подгруппы свободны, названы сервантно свободными (в [12] чистые
подгруппы называются сервантными). Ранг таких групп конечен, они сильно
неразложимы, а их алгебра квазиэндоморфизмов является полем алгебраиче-
ских чисел [12, следствие 5.3] (см. также [13]).

Лемма 1. Пусть K ≤ H — подгруппы группы G такие, что фактор-группа
H/K конечна. Подгруппа K промежуточно инертна в G тогда и только тогда,
когда H — промежуточно инертная подгруппа в G.

Доказательство. Пусть H ≤ A и ϕ ∈ E(A). Из конечности фактор-
групп H/K и ϕH/ϕK следует конечность фактор-группы (H +ϕH)/(K +ϕK).
Поскольку (H + ϕH)/(K + ϕK) ∼= ((H + ϕH)/K)/((K + ϕK)/K), конечность
(K+ϕK)/K влечет конечность (H+ϕH)/K, откуда вытекает конечность (H+
ϕH)/H . Если конечна (H+ϕH)/H , то конечна (H+ϕH)/K. Так как K+ϕK ⊆
H + ϕH , конечна и фактор-группа (K + ϕK)/K. �

Лемма 2. Подгруппа H периодической группы G промежуточно инертна
в G тогда и только тогда, когда каждая p-компонента Hp подгруппы H проме-
жуточно инертна в Gp, причем почти все Hp промежуточно вполне инвариант-
ны в Gp.

Доказательство. Необходимость. Утверждение о промежуточной
инертности очевидно, поскольку каждая Hp — прямое слагаемое в H и ϕ(Hp) ⊆
Gp для всех эндоморфизмов ϕ всякой подгруппы K ≤ G, содержащей H . Если
Hp � ifiG для некоторого бесконечного множества � простых p, то для каждого
такого p найдутся подгруппа Kp ≤ Gp, где Hp ≤ Kp, и ψp ∈ E(Kp) такие, что
ψp(Hp) * Hp. Если ψ =

⊕
p
ψp, где ψp(Hp) = 0 при p /∈ �, то фактор-группа

(H + ψH)/H бесконечна; противоречие.
Достаточность очевидна. �

Предложение 5 [8, предложение 1.4]. Если G— p-группа, то ее подгруппы
H иK соизмеримы тогда и только тогда, когда для некоторой подгруппы C ≤ G
имеют место равенства H = F⊕C и K = F ′⊕C, где подгруппы F и F ′ конечны.

Предложение 6. Всякая ограниченная промежуточно инертная подгруп-
па H p-группы G соизмерима с промежуточно вполне инвариантной подгруп-
пой.

Доказательство. Пусть pnH = 0 для некоторого минимального нату-

рального n. Тогда H =
n⊕
k=1

( ⊕
i∈Ik

Ci
)
, где Ci для каждого i ∈ Ik суть циклические

группы порядка pk. Если группаH бесконечна, то для некоторого максимально-

го m ≤ n множество Im также бесконечно, а подгруппа H ′ =
m⊕
k=1

( ⊕
i∈Ik

Ci
)

имеет

конечный индекс в H . Далее H ′ ⊆ G[pm] и как ограниченная чистая подгруп-
па

⊕
i∈Im

Ci — прямое слагаемое в G[pm]. Если H ′ не соизмерима с подгруппой

G[pm], то найдется счетное множество элементов xn ∈ G[pm] \ H ′. Подгруп-
па 〈xn | n ∈ N〉 является эпиморфным образом группы

⊕
i∈Im

Ci, и этот эпи-
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морфизм f продолжается до эндоморфизма ϕ группы G[pm], причем H ′ имеет
бесконечный индекс в H ′ + ϕ(H ′). Полученное противоречие показывает, что
подгруппа H конечна или соизмерима некоторой подгруппе G[pm]. �

Лемма 3 [9, свойство 5]. Пусть H — вполне инертная подгруппа группы
G = A ⊕ B, π : G → A и θ : G → B — соответствующие проекции. Тогда
подгруппа H ∩ A вполне инертна в A, подгруппы (H ∩ A) ⊕ (H ∩ B) и πH ⊕
θH соизмеримы с H , а если ϕ ∈ Hom(B,A), то подгруппа H ∩ A + ϕ(H ∩ B)
соизмерима с H ∩A.

Лемма 4 [10, лемма 7]. Пусть G =
⊕
i∈I

Gi и πi : G → Gi — соответствую-

щие проекции. Тогда если H — вполне инертная подгруппа в G, то H имеет
конечный индекс в подгруппе

∑
i∈I

πi(H).

Теорема 2. Если G — периодическая группа, являющаяся прямой суммой
циклических групп, то ее подгруппа H промежуточно инертна тогда и только
тогда, когда H соизмерима с некоторой промежуточно вполне инвариантной
подгруппой.

Доказательство. Необходимость. По лемме 2 почти все p-компонен-
ты группы H промежуточно вполне инвариантны в Gp. Поэтому достаточ-
но показать, что каждая не промежуточно вполне инвариантная p-компонен-
та Hp соизмерима с некоторой промежуточно вполне инвариантной подгруп-
пой. Пусть Hp — неограниченная редуцированная группа (см. предложе-
ние 6). Запишем Gp в виде Gp =

⊕
n∈N

Cn, где Cn — прямая сумма некоторо-

го числа циклических групп порядка pn. Ввиду лемм 1 и 4 можно считать,
что Hp =

⊕
n∈N

(Hp ∩ Cn). Допустим, что индекс подгруппы Hp в Gp беско-

нечен. Тогда выберем такие возрастающие последовательности натуральных
чисел n1 < n2 < . . . и m1 < m2 < . . . , что Hp ∩ Cnk

6= Cnk
, nk 6= ms для

всех k, s ∈ N, причем подгруппа H ′ =
⊕
s∈N

(Hp ∩ Cms
) неограниченная. Если

xnk
∈ Cnk

\Hp, то {xnk
} ⊆ f(H ′) для некоторого гомоморфизма f ∈ Hom(H ′,K),

где K =
⊕
k∈N

Cnk
. Полагая f | K = 0, имеем f ∈ E(H ′ ⊕K), и индекс подгруппы

Hp в Hp + f(Hp) бесконечен; противоречие.
Достаточность. Пусть H соизмерима с ifi-подгруппой K. Тогда Hp =

Kp для почти всех p. Если Hp 6= Kp, то по предложению 5 Hp = Fp ⊕ Cp,
Kp = F ′

p ⊕Cp, где подгруппы Fp и F ′
p конечны. По лемме 1 подгруппа Cp ≤ Kp

промежуточно инертна, поэтому по этой же лемме промежуточно инертна и
подгруппа Hp. Ссылка на лемму 2 заканчивает доказательство. �

Теорема 3. 1. Пусть G =
⊕
p∈�

(Dp⊕Rp) — периодическая группа, где Dp —

делимая, а Rp — редуцированная части ее p-компоненты Gp. В группе G все
вполне инвариантные подгруппы служат ifi-подгруппами тогда и только тогда,
когда каждая Rp является прямой суммой циклических групп одного и того же
порядка, причем если Dp 6= 0, то Rp = 0.

2. В группе без кручения G все вполне инвариантные подгруппы служат
ifi-подгруппами тогда и только тогда, когда этим свойством обладает ее реду-
цированная часть R.

3. Пусть G = A⊕T — смешанная расщепляющаяся группа с периодической
частью T . В группе G всякая вполне инвариантная подгруппа является ifi-
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подгруппой тогда и только тогда, когда этим свойством обладают группы A и
T , причем pA = A для всякого простого числа p со свойством pTp 6= Tp.

Доказательство. П. 1 сводится к случаю, когда G является p-группой.
Итак, пусть G = D⊕R — p-группа, где D — делимая, а R — ее редуцированная
части.

Необходимость. Если D,R 6= 0, то для каждого натурального n под-
группа D[pn] вполне инвариантна в G, но не является вполне инвариантной
подгруппой в D[pn] ⊕ R. Поэтому перейдем к группе R. В p-группе R ее под-
группа R1 =

⋂
n∈N

pnR будет промежуточно инвариантной только в том случае,

когда R1 совпадает с делимой частью группы R. Тем самым группа R сепа-
рабельная. Если группа R неограниченная, то она имеет и неограниченные
вполне инвариантные подгруппы, что противоречит теореме 1, согласно кото-
рой ifi-подгруппы группы R имеют вид R[pn], n ∈ N. Значит, R — ограничен-
ная группа. Если элементы ее цоколя имеют разную высоту, то из примера 3
следует, что такая группа R содержит вполне инвариантные подгруппы, не яв-
ляющиеся ifi-подгруппами.

Достаточность. В делимой p-группе D всякая вполне инвариантная под-
группа имеет вид D[pn], n ∈ N, и все они являются ifi-подгруппами. Если D = 0
и R — редуцированная p-группа, то по условию R — прямая сумма цикли-
ческих групп фиксированного порядка pn. Вполне инвариантные подгруппы
такой группы имеют вид R[pm], где m ∈ N и m ≤ n, и все они являются ifi-
подгруппами.

П. 2 следует из того, что если N 6= 0 — вполне инвариантная подгруппа
в G, то N = D ⊕ (N ∩R), где D — делимая часть группы G.

3. Необходимость. Поскольку T ≤ ifiG, то T должна удовлетворять ука-
занным свойствам. Если pA 6= A и pTp 6= Tp для некоторого p, то по п. 1 Tp —
прямая сумма циклических групп одного и того же порядка pn. Тогда pnA —
вполне инвариантная подгруппа группы G, не являющаяся вполне инвариант-
ной в группе pnA⊕ Tp.

Достаточность. Пусть N — вполне инвариантная подгруппа в G. Тогда
N = (N ∩ A) ⊕ (N ∩ T ), где подгруппы N ∩ A и N ∩ T вполне инвариантны
в A и в T соответственно. По условию N ∩ T ≤ ifiT . Так как T ≤ siG, при
условии N ∩ A = 0 имеем N ∩ T = N ≤ ifiG. Если N ∩ A 6= 0, то делимая
часть группы G содержится в N ввиду инъективности. Если группа T делима,
то T ⊆ N и N = (N ∩ A) ⊕ T ≤ ifiG. Если группа T не делима, то каждая
ее неделимая p-компонента Tp есть редуцированная группа, при этом группа
A p-делима, значит, p-делима и N ∩ A. Отсюда следует, что образ всякого
гомоморфизма N ∩A→ T содержится в делимой части группы T , которая, как
замечено выше, содержится в N ∩ T . Поэтому по предложению 1 N ≤ ifiG. �

Заметим, что ввиду п. 1 теоремы 3 если в T вполне инвариантные подгруп-
пы служат ifi-подгруппами и T — периодическая группа с конечным числом
p-компонент, то T выделяется прямым слагаемым во всякой смешанной группе,
в которой она служит периодической частью. Отметим, что в [14] изучались
группы, все собственные вполне инвариантные подгруппы которых изоморф-
ны, близкие вопросы рассматривались в [15]. Сильно инвариантные подгруппы
изучались также в [16].
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