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ОБ ОДНОМ СУБРИМАНОВОМ ГЕОДЕЗИЧЕСКОМ

ПОТОКЕ НА ГРУППЕ ГЕЙЗЕНБЕРГА

С. В. Агапов, М. Р. Борчашвили

Аннотация. Исследуется интегрируемый геодезический поток левоинвариантной
субримановой метрики для правоинвариантного распределения на группе Гейзен-
берга. Приведена классификация траекторий этого потока. Численным интегриро-
ванием построены траектории, отвечающие различным значениям первых интегра-
лов. Показано, что при некоторых значениях первых интегралов можно получить
явные формулы для геодезических, обратив соответствующие эллиптические инте-
гралы Лежандра.
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1. Введение

Инвариантные субримановы задачи на группах Ли изучались в различных
работах (см., например, [1–6]). Простейшим примером трехмерной группы Ли
является группа Гейзенберга. В [1] исследован геодезический поток, который
отвечает левоинвариантной метрике и левоинвариантному распределению на
группе Гейзенберга. В частности, в [1] показано, что этот геодезический поток
суперинтегрируемый. С более общей точки зрения неголономные римановы
метрики и их геодезические на группе Гейзенберга изучались в [7].

Напомним основные определения. Пусть Mn — гладкое n-мерное многооб-
разие. Гладкое семейство

� = {�(q) : �(q) ⊂ TqMn ∀q ∈Mn, dim�(q) = k}

k-мерных подпространств в касательных пространствах называется вполне него-

лономным распределением, если векторные поля из � и их всевозможные ком-
мутаторы порождают все касательное пространство в каждой точке q ∈Mn.

Кусочно гладкая кривая γ : [0, t0] 7→ Mn называется допустимой, если
γ̇(t) ∈ �(γ(t)) для всех t ∈ [0, t0]. Длина этой кривой вычисляется по формуле

L =

t0∫

0

√
g(γ̇(t), γ(t)) dt,

где g — риманова метрика на Mn. Расстояние d(q1, q2) между двумя точками
q1, q2 на многообразии Mn задается следующим образом: d(q1, q2) = inf L(γ(t)),
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где inf берется по длинам всех допустимых кривых, соединяющих q0 и q1. Такая
функция d(·, ·) называется субримановой метрикой на Mn.

Геодезические субримановой метрики удовлетворяют принципу максимума
Понтрягина [8]. Напомним, в чем он заключается.

Пусть f1, . . . , fk — касательные ортонормированные векторные поля из �,
которые порождают � в каждой точке q ∈Mn. Рассмотрим следующую задачу
оптимального управления:

q̇ =
k∑

i=1

uifi(q), ui ∈ R,

t0∫

0

k∑

i=1

u2
i (t) dt 7→ min, q(0) = q1, q(t0) = q2,

здесь t0 фиксировано. Если кривая q(t) оптимальна, то существуют ковектор λ
и постоянная ν ≤ 0 такие, что

q̇(t) =
∂H

∂λ
(q(t), λ(t), u(t)), λ̇(t) = −∂H

∂q
(q(t), λ(t), u(t)),

где

H(q, λ, u) =

〈
λ,

k∑

i=1

uifi(q)

〉
+ ν

k∑

i=1

u2
i ,

причем
∂H

∂u
(q(t), λ(t), u(t)) = 0.

Кривая q(t), удовлетворяющая принципу максимума Понтрягина, называется
экстремалью. Если ν 6= 0 (в этом случае можно взять ν = − 1

2 ), то экстремаль
называется нормальной. Если ν = 0, то экстремаль называется анормальной

(см., например, [9]). В данной работе ограничимся рассмотрением нормальных
экстремалей.

Авторы выражают благодарность И. А. Тайманову за постановку задачи и
ценные замечания.

2. Интегрируемость субриманова
геодезического потока на группе Гейзенберга

Напомним, что трехмерной группой Гейзенберга H3 называется группа,
элементами которой являются матрицы вида




1 x z
0 1 y
0 0 1




с операцией умножения (умножение матриц), где x, y, z ∈ R. Ее алгебра Ли l
порождена элементами

e1 =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 , e2 =




0 0 0
0 0 1
0 0 0


 , e3 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 .
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Группа H3 действует на себя левыми и правыми сдвигами: lg(h) = gh,
rg(h) = hg.Следуя [10], индуцированные отображения касательных пространств
будем обозначать через

lg∗ : TH3
h → TH3

gh, rg∗ : TH3
h → TH3

hg.

Пусть l0 — векторное подпространство, образованное элементами e1 и e2.
Левоинвариантное распределение, порожденное l0, состоит из двумерных плос-
костей Lx = lg∗ l0, соответственно правоинвариантное распределение — из дву-
мерных плоскостей Rx = rg∗ l0. Коммутаторы векторных полей e1, e2, e3 устро-
ены следующим образом:

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = [e2, e3] = 0,

т. е. рассматриваемое распределение вполне неголономно.
Риманова метрика называется левоинвариантной, если она сохраняется

при всех левых сдвигах lg. Ее достаточно задать в одной точке группы (на-
пример, в единице), тогда в остальные точки метрику можно перенести левыми
сдвигами.

Теорема 1 (И. А. Тайманов [1]). 1. Геодезический поток субримановой
метрики на группе Гейзенберга, который соответствует левоинвариантной ри-
мановой метрике

gij =




1 0 0
0 (1 + x2) −x
0 −x 1




и правоинвариантному распределению, — это гамильтонова система с гамиль-
тонианом

H =
1

2(1 + x2 + y2)

(
(1 + x2)λ2

1 + (1 + y2)λ2
2

+ y2(1 + x2)λ2
3 + 2xyλ1λ2 + 2y(1 + x2)λ1λ3 + 2xy2λ2λ3

)

и стандартной симплектической структурой.

2. Этот поток обладает тремя первыми интегралами

I1 = H, I2 = λ3(
√
x2 + y2 − y2) + xλ2 − yλ1, I3 = λ3.

3. Ограничим этот поток на поверхность уровня {I3 = C3 = const} и спро-
ектируем его на плоскость (x, y). Поток, построенный таким образом, экви-
валентен гамильтоновой системе, описывающей движение заряженной частицы
на двумерной плоскости с римановой метрикой

ds2 = (1 + y2) dx2 − 2xy dxdy + (1 + x2) dy2 (1)

в постоянном магнитном поле

� = λ3 dx ∧ dy. (2)

Другой пример субриманова геодезического потока, соответствующего ле-
воинвариантной метрике и правоинвариантному распределению, можно найти
в [11].
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3. Основные результаты

Исследуем геодезический поток, отвечающий метрике (1), в постоянном
магнитном поле (2). Удобно перейти в полярную систему координат (r, φ), где
x = r cosφ, y = r sinφ, метрика (1) принимает вид

ds2 = dr2 + (r2 + r4) dφ2,

а гамильтониан равен

H(r, φ, pr, pφ) =
1
2

(
p2
r +

p2
φ

r2 + r4

)
.

Cимплектическая структура такова:

{r, pr} = {φ, pφ} = 1, {pr, pφ} = C3, {r, pφ} = {φ, pr} = {r, φ} = 0.

Уравнения Гамильтона выглядят следующим образом:

ṙ = {r,H} = pr, (3)

φ̇ = {φ,H} =
pφ

r4 + r2
, (4)

ṗr = {pr, H} =
2r3 + r

(r2 + r4)2
p2
φ + C3

pφ
r4 + r2

, (5)

ṗφ = {pφ, H} = −C3pr. (6)

Эта гамильтонова система имеет два функционально независимых почти всюду
первых интеграла

I1 = H =
1
2

(
p2
r +

p2
φ

r4 + r2

)
(7)

и
I2 = pφ + C3r, (8)

где C3 = λ3 = const .
Зафиксируем значения первых интегралов I1 = C1 > 0, I2 = C2. Основные

результаты данной работы — теоремы 2, 3.

Теорема 2. Гамильтонова система (3)–(6) обладает траекториями четырех
типов.

Проекции траекторий типа 1 на плоскость (r, φ) лежат на внешности круга
радиуса r0 с центром в начале координат и имеют асимптотику φ → const при
r→ +∞. Здесь r0 — максимальный вещественный корень уравнения

f(r) = r4 +

(
1− C2

3

2C1

)
r2 +

C2C3

C1
r − C2

2

2C1
= 0. (9)

Проекции траекторий типа 2 на плоскость (r, φ) лежат в кольце r1 < r < r2,
где r1, r2 — вещественные положительные корни уравнения (9), причем f(r) > 0
при r1 < r < r2.

Проекции траекторий типа 3 на плоскость (r, φ) являются окружностями и
задаются формулами

r(t) = r(0) = r3, φ(t) = φ(0) +
C2 − C3r3
r43 + r23

t,
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где r3 — вещественный положительный корень уравнения (9), удовлетворяющий
также уравнению

r3 − 2C2

C3
r2 − C2

C3
= 0.

Проекции траекторий типа 4 на плоскость (r, φ) являются прямыми и за-
даются формулами

r(t) = r(0)± t
√

2C1, φ(t) = φ(0).

Теорема 3. 1. Если C2 = 0, то

t(r) = ± 1√−2C1

E

(
arcsin

(
r

√
−2C1

2C1 − C2
3

)
,
2C1 − C2

3

2C1

)
,

φ(r) = φ0 ∓
C3

4
√

2C1 − C2
3

(
ln
(
2C1 − C2

3

)
+ 4 ln(r)

− 2 ln(4C1(1 + r2)−C2
3 (2 + r2) + 2

√(
2C1 − C2

3

)
(1 + r2)

√
−C2

3 + 2C1(1 + r2))
)
,

где E(ψ, k2) — эллиптический интеграл Лежандра 2-го рода. Обратив этот ин-
теграл, можно найти r(t) и, следовательно, φ(t). В частных случаях, например
при C1 = 1

2 , C3 = 1, удается выразить t(r), φ(r) в элементарных функциях:

t(r) = ±
√

1 + r2 ± ln

∣∣∣∣
r

2 + 2
√
r2 + 1

∣∣∣∣, φ(r) = φ0 ±
√

1 + r2

r
.

2. Если C3 = 0 (магнитное поле равно нулю), то имеют место

t(r) = ±
√
C1 +

√
ε

2C1
(F (ψ, k2)− E(ψ, k2)), (10)

φ(r) = ± i
√
C1 +

√
ε

C2
�(c2, θ,m2), (11)

где

ε = C1(C1 + 2C2
2 ), ψ = i arcsin

(√
2

√
C1(1 + r2)
−C1 +

√
ε

)
,

k2 =

√
ε− C1

C2
2

− 1, c2 =
C1 +

√
ε

C2
2

+ 2,

θ = arcsin

(√√
ε− C1(1 + 2r2)

2
√
ε

)
, m2 =

C1 −
√
ε

C2
2

+ 2,

а F (ψ, k2), E(ψ, k2) и �(c2, θ,m2) — эллиптические интегралы Лежандра 1-го,
2-го и 3-го рода соответственно (см. [12, 13]). Обратив t(r), можно найти r(t) и,
следовательно, φ(t).
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4. Классификация траекторий

Докажем теорему 2. Из (7) следует, что при фиксированных значениях

первых интегралов I1 = C1 > 0, I2 = C2 выполнено 2C1 = ṙ2 + (C2−C3r)
2

r4+r2 ,

ṙ = ±
√

2C1 −
(C2 − C3r)2

r4 + r2
. (12)

Из (4), (8) следует, что

φ̇ =
C2 − C3r

r2(r2 + 1)
. (13)

Введем обозначение

f(r) = r4 +

(
1− C2

3

2C1

)
r2 +

C2C3

C1
r − C2

2

2C1
. (14)

Тогда (12) эквивалентно ṙ2 = 2C1
f(r)
r4+r2 . Пусть α1, α2, α3, α4 — корни уравнения

f(r) = 0, т. е. f(r) = (r − α1)(r − α2)(r − α3)(r − α4). В силу теоремы Виета

α1 + α2 + α3 + α4 = 0, (15)

α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4 =
2C1 − C2

3

2C1
, (16)

α1α2α3 + α1α2α4 + α1α3α4 + α2α3α4 = −C2C3

C1
, (17)

α1α2α3α4 = − C2
2

2C1
. (18)

Поскольку− C2
2

2C1
< 0, ввиду (18) уравнение f(r) = 0 имеет либо два, либо четыре

вещественных корня (возможно, кратных). Отметим также, что lim
r→+∞

f(r) =

+∞.
Сначала рассмотрим случай, когда C1C2C3 6= 0 и все четыре корня веще-

ственные и простые. Пусть α1 < α2 < α3 < α4. Из (18) следует, что возможны
два различных случая, которые представлены на рис. 1, 2.

Α1 Α2 Α3 Α4

f HrL

r

f HrL

Α1 Α2 Α3 Α4
r

Рис. 1. C2C3 > 0, 2C1 < C2
3

Рис. 2. C2C3 < 0, 2C1 < C2
3

В первом случае (рис. 1) C2C3 > 0, 2C1 < C2
3 и существуют траектории как на

полуинтервале [α4,+∞) (траектории типа 1), так и на отрезке [α2, α3] (тра-

ектории типа 2). В силу (13) имеем

lim
r→+∞

φ̇ = 0.

Поэтому проекция любой траектории гамильтоновой системы (3)–(6) типа 1
на параметрическую плоскость (r(t), φ(t)) имеет асимптотику φ = const при
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r → +∞. Пример траектории типа 1 приведен на рис. 3. В этом примере
α1,2 = 1

2 (−3∓
√

65− 16
√

10), α3 = 1, α4 = 2.

r H0L = 3,

ΦH0L=
Π

2

2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 r
0.4

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

Φ

Рис. 3. C1 = 7+2
√

10

72
, C2 = 1, C3 = 8+

√

10

6

Исследуем траектории типа 2. В силу (12) ṙ = 0 в точках r = α2, r = α3,

поэтому r(t) ∈ [α2, α3] для всех t. Ввиду (13) имеем φ̇ = 0 в точках r = C2

C3
.

Назовем такие точки точками перегиба. Докажем, что α2 <
C2

C3
< α3.

Из (15)–(18) следует, что

0 <
C2

C3
=

2α2α3α4(α2 + α3 + α4)
(α2 + α3)(α2 + α4)(α3 + α4)

= γ.

Ограничим γ сверху:

γ <
2α2α3α4(α2 + α3 + α4)

(α2 + α2)(α2 + α4)(α3 + α3)
<
α4(α2 + α3 + α4)

2(α2 + α4)
=
α4

2
+
α4

2
α3

α2 + α4
< α4.

Заметим также, что f(r)|r=γ = C2
2(C2

2+C2
3)

C4
3

> 0. С учетом предыдущего неравен-
ства имеем α2 < γ < α3.

Таким образом, доказали, что если уравнение f(r) = 0 имеет четыре раз-
личных вещественных корня, то траектории типа 2 (если они существуют) име-
ют точки перегиба, а траектории типа 1 точек перегиба не имеют.

Пример проекции траектории типа 2 на горизонтальную плоскость (φ(t), r(t))
приведен на рис. 4.

r H0L = 0.39,

ΦH0L=
Π

2
-0.5 0.5 1.0 1.5

Φ

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

r

Рис. 4. C1 = 7+2
√

10

72
, C2 = 1, C3 = 8+

√

10

6

Во втором случае (рис. 2) C2C3 < 0, 2C1 < C2
3 и все траектории являются

траекториями типа 1.
Траектории, приведенные на рис. 3, 4, были получены численным инте-

грированием уравнений (12), (13).
Отметим, что в некоторых частных случаях уравнения (3)–(6) интегриру-

ются явно. Рассмотрим случай C2 = C3 = 0. Тогда

r(t) = r(0)± t
√

2C1, φ(t) = φ(0) = const, pr = ±
√

2C1, pφ = 0,

т. е. в этом случае проекции траекторий гамильтоновой системы (3)–(6) на
плоскость r, φ являются прямыми.
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Система (3)–(6) обладает также траекториями, проекции которых на плос-
кость r, φ представляют собой окружности. Чтобы в этом убедиться, достаточно
положить pr(t) ≡ 0. Тогда ṙ = 0, следовательно, движение в плоскости r, φ про-
исходит по окружности радиуса r4, причем в силу (5), (12), (14) r4 удовлетворяет
следующим уравнениям:

r4 +

(
1− C2

3

2C1

)
r2 +

C2C3

C1
r− C2

2

2C1
= 0,

2r3 + r

(r2 + r4)2
(C2−C3r)2 +C3

C2 − C3r

r2 + r4
= 0.

Несложно показать (например, вычислив результант), что при некоторых значе-
ниях первых интегралов C1, C2, C3 эти уравнения имеют общий вещественный
положительный корень. Например, при C1 = 1

2 , C2 = 1
2

√
−9 + 6

√
3, C3 = 2,

r4 = 3
1
4√
2
. Заметим, что в этом примере реализуется случай, представленный на

рис. 1, когда среди α1, . . . , α4 есть один вещественный корень кратности 2, а
именно α4 = α3 6= α2.

Теорема 2 доказана.

Замечание. В общем случае из (15)–(18) следует нетривиальное соотно-
шение, которому удовлетворяют корни (не обязательно вещественные и попарно
различные) уравнения f(r) = 0, а именно

α4
2(α3 −α4)2 + 2α3

2(α3 −α4)2(α3 +α4) + α2
3α

2
4 − 2α2α3α4(α3 +α4)

(
2 +α2

3 +α2
4

)

+ α2
2

(
α4

3 − 2α3
3α4 − 2α2

3α
2
4 + α4

4 − 2α3α4

(
2 + α2

4

))
= 0.

С учетом этого соотношения анализ всех остальных случаев идейно не отлича-
ется от приведенного только что. Если уравнение f(r) = 0 имеет два комплекс-
ных и два вещественных корня, то либо вещественные корни оба равны нулю
(например, при C2 = 0, 2C1 > C2

3 ), либо они ненулевые и противоположного
знака (например, при C3 = 0). В обоих случаях система обладает траекто-
риями типа 1, лежащими на внешности круга (возможно, нулевого радиуса).
Случай, когда уравнение f(r) = 0 имеет кратные корни, анализируется похо-
жим образом. Отметим, что никаких траекторий системы (3)–(6), отличных от
траекторий типов 1–4, нам обнаружить не удалось.

5. Интегрирование уравнений Гамильтона

Перейдем к доказательству теоремы 3.

Случай 1. Пусть C2 = 0. Тогда

ṙ = ±
√

2C1 −
C2

3r
2

r4 + r2
= ±

√

2C1 −
C2

3

r2 + 1
. (19)

Отсюда следует, что ṙ = 0 тогда и только тогда, когда 2C1 = C2
3

r2+1 , r =
√

C2
3

2C1
− 1.

Поэтому проекции всех траекторий на горизонтальную плоскость r(t), φ(t) ле-
жат за пределами круга радиуса r0 с центром в начале координат, где

r0 =

{ √
C2

3

2C1
− 1, если C2

3 > 2C1,

0, если C2
3 ≤ 2C1.
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Уравнение (19) можно проинтегрировать:

t = ±
∫ √

r2 + 1
2C1r2 + 2C1 − C2

3

dr

= ± 1√−2C1

E

(
arcsin

(
r

√
−2C1

2C1 − C2
3

)
,
2C1 − C2

3

2C1

)
, (20)

где E(ψ, k2) — эллиптический интеграл Лежандра 2-го рода. В силу (13) имеем

φ(r) =
∫

C3r

r
√
r2 + 1

√
2C1(r2 + 1)r2 − C2

3r
2
dr

= φ(0)− C3

4
√

2C1 − C2
3

(
ln
(
2C1 − C2

3

)
+ 4 ln(r)

− 2 ln
(
4C1(1 + r2)−C2

3 (2 + r2) + 2
√(

2C1 − C2
3

)
(1 + r2)

√
−C2

3 + 2C1(1 + r2)
))
.

При некоторых значениях C1, C3 можно выразить t(r), φ(r) в элементарных

функциях. Пусть, например, C1 = 1
2 , C2 = 0, C3 = 1. Тогда ṙ = ±

√
r2

r2+1 .

Следовательно,

t(r) = ±
√

1 + r2 ± ln

∣∣∣∣
r

2 + 2
√
r2 + 1

∣∣∣∣.

Из уравнения (13) имеем

φ = ±
∫

dr

r2
√
r2 + 1

,

т. е. φ(r) = φ(0)±
√

1+r2

r .

Случай 2. C3 = 0. В этом случае уравнения (12), (13) также можно про-
интегрировать явно, откуда следуют формулы (10), (11).

Теорема 3 доказана.
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