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Аннотация. Стохастическое дифференциально-операторное уравнение с мульти-
пликативным шумом изучается в пространстве гильбертово-значных обобщенных
случайных величин. Существование и единственность решения задачи Коши до-
казаны для случая неограниченного операторного коэффициента при белом шуме.
В качестве примера рассмотрено уравнение популяционной динамики со стохасти-
чески возмущенным оператором умножения.
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Введение

Стохастические дифференциальные уравнения в бесконечномерных гиль-
бертовых пространствах привлекают внимание многих исследователей, так как
часто возникают в качестве математических моделей в физике, финансовой ма-
тематике, математической биологии и других областях. Первые работы по этой
тематике относятся к 80-м гг. прошлого века [1, 2]. Они представляют собой
обобщение на бесконечномерный случай теории стохастических дифференци-
альных уравнений Ито. Обзор дальнейшего развития теории и более поздние
результаты можно найти в монографиях [3–5]. В рамках этой теории, в част-
ности, было исследовано линейное дифференциальное уравнение Ито с мульти-
пликативным шумом

dX(t) = AX(t) dt+B(X(t)) dW (t), X(0) = ζ, (1)

где W — винеровский процесс в сепарабельном гильбертовом пространстве H,
A — оператор, действующий в сепарабельном гильбертовом пространстве H , а
B(·) — линейный оператор, определенный на H , со значениями в пространстве
операторов из H в H .

Стандартным требованием для получения результатов о существовании и
единственности решений задачи (1) в рамках бесконечномерного обобщения
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теории уравнений Ито является порождение оператором A полугруппы опе-
раторов {U(t) | t ≥ 0} класса C0. Это условие гарантирует корректность за-
дачи Коши для детерминированного, невозмущенного, однородного уравнения
X ′(t) = AX(t). Условия, накладываемые на оператор B(·), тесно связаны со
свойствами винеровского процесса W , и здесь возможны две принципиально
разные ситуации. Первая характеризуется тем, что W (t) ∈ L2(�;H) для любого
t. Это эквивалентно тому, что ковариационный оператор Cov(W (t)) = tQ явля-
ется оператором с конечным следом. В этом случаеW называютQ-винеровским

процессом. Если W Q-винеровский, то для B(·) достаточно быть ограниченным
оператором из H в L2(HQ;H) — пространство операторов Гильберта — Шмид-
та, действующих из HQ в H , где HQ = Q1/2(H) с нормой ‖x‖Q := ‖Q−1/2x‖H.
В силу свойств оператора Q пространство L2(HQ;H) оказывается достаточно
широким. Оно содержит все ограниченные операторы из H в H , при этом сре-
ди его элементов есть и неограниченные операторы. Вторая ситуация имеет
место, когда в качестве W используется так называемый цилиндрический ви-
неровский процесс. Для него Cov(W (t)) = tI, где I — тождественный оператор
в H . В этом случае требования на B(·) ужесточаются — он должен быть уже
ограниченным из H в L2(H;H), т. е.

B(·) ∈ L (H,L2(H;H)). (2)

Необходимо отметить, что то, какой именно — цилиндрический или Q-вине-
ровский процесс — используется в уравнении (1), определяется требованиями
модели, точнее, свойствами стохастического воздействия на моделируемую си-
стему. В случае, когда H и H являются гильбертовыми пространствами функ-
ций действительных переменных (наиболее распространенная ситуация в при-
ложениях), цилиндрический винеровский процесс и его приращения обладают
свойствами белого шума по этим переменным. Соответствующие свойства Q-
винеровского процесса определяются интегрируемым с квадратом ядром его
ковариационного оператора, а значит, Q-винеровский процесс в уравнении (1)
может использоваться только тогда, когда стохастическое возмущение не явля-
ется белошумным по пространственным переменным.

Если требования модели заставляют использовать цилиндрический вине-
ровский процесс в уравнении (1), условие (2) может оказаться слишком огра-
ничительным. Например, во многих приложениях возникает оператор B(·),
ставящий в соответствие элементу X ∈ H = H = L2[0; 1] оператор B(X) умно-
жения на X — функцию пространственной переменной (см. пример в § 4). Для
произвольной функции X ∈ H такой оператор B(X) не удовлетворяет условию
(2). Более того, он, вообще говоря, не является ограниченным из H в H .

Ослабить условие (2) на оператор B(·) в уравнении с цилиндрическим ви-
неровским процессом можно, если решать задачу в пространствах абстрактных,
т. е. гильбертово-значных, обобщенных случайных величин (S )−ρ(H). В этих
пространствах вместо, по сути, интегрального уравнения Ито (1) получаем сле-
дующую задачу Коши для дифференциального уравнения:

dX(t)
dt

= AX(t) +B(X(t)) ⋄W(t), X(0) = ζ, (3)

где W(t) ∈ (S )−ρ(H) — цилиндрический белый шум, а символом ⋄ обозначено
произведение Уика. Записать задачу в форме (3) можно благодаря равенству

T∫

0

�(t) dW (t) =

T∫

0

�(t) ⋄W(t) dt, (4)
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доказанному для бесконечномерного случая в [6], которое выполняется при
определенных условиях на �(t) (см. теорему 1). Интеграл в правой части этого
равенства называют интегралом Хицуды — Скорохода. Равенство (4) означает,
что интеграл Хицуды — Скорохода является обобщением интеграла Ито.

Пространства (S )−ρ(H) введены в [7, 8] как обобщения на гильбертово-
значный случай пространств Кондратьева, введенных в [9] для Rn-значного
случая. Для их определения в качестве пространств основных функций исполь-
зовались пространстваH-значных функций (S )ρ(H). В результате в (S )−ρ(H)
было исследовано только уравнение с аддитивным шумом. В [10, 11] уравнение
с мультипликативным шумом изучено с помощью преобразования Эрмита. Ре-
зультат о существовании и единственности решения со значениями в простран-
стве (S )−1(H) был получен при дополнительном условии на коммутаторы опе-
ратора A с операторами B(·)x : y ∈ H 7→ B(y)x, x ∈ H . В [12] пространства
(S )−ρ(H) определены с помощью пространств вещественнозначных основных
функций (S )ρ. Это позволило более естественно определить в пространстве
(S )−ρ(H) S-преобразование и при том же дополнительном условии получить
решение со значениями в пространстве (S )−0(H).

В настоящей работе результат о существовании и единственности решения
задачи (3) удалось получить без дополнительных условий на операторы A и
B(·), что позволяет охватить важные для приложений классы операторов.

В § 1 приведены определения основных понятий, необходимых для поста-
новки задачи в пространствах абстрактных случайных величин. В § 2 дана
постановка задачи в этих пространствах. Особую роль здесь играет предло-
жение 2, где даны условия на вспомогательный оператор Q, который, с одной
стороны, должен быть оператором следа (это условие на скорость убывания его
собственных значений), с другой стороны, требуется, чтобы его собственные
значения не убывали слишком быстро. Этот оператор играет важную роль в
описании класса операторов B(·), для которых получена теорема существова-
ния и единственности решения задачи (3). В § 3 содержится основной результат
работы — теорема 3. Этот результат был анонсирован в [13]. В настоящей
работе приведено подробное доказательство теоремы. Оно использует техни-
ку S-преобразования, состоящую в сведении исходной задачи к задаче Коши
для детерминированного дифференциально-операторного уравнения, точнее, к
семейству детерминированных задач Коши, параметризованному с помощью
параметра θ ∈ S , где S — пространство Шварца быстро убывающих пробных
функций. В § 4 приведен пример уравнения с оператором B(·), для которого
выполнены условия теоремы 2 при том, что оператор B(X) является, вообще
говоря, неограниченным.

§ 1. Предварительные сведения

Будем использовать вероятностное пространство белого шума (S ′,B(S ′),
µ), где S ′ — пространство медленно растущих распределений Шварца над про-
странством S быстро убывающих пробных функций, B(S ′) — борелевская σ-
алгебра подмножеств S ′, а µ — нормализованная гауссовская вероятностная
мера на B(S ′), удовлетворяющая условию

∫S ′

ei〈θ,ω〉 µ(dω) = e−
|θ|2

0
2 , θ ∈ S .
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Здесь | · |0 — норма в пространстве L2(R). Существование такой меры утвер-
ждает теорема Бохнера — Минлоса (см. [14–17]).

Нам понадобятся пространства пробных (основных) и обобщенных случай-
ных величин Кондратьева. Они определяются следующим образом. Пусть
(L2) — пространство случайных величин на вероятностном пространстве бе-
лого шума, интегрируемых с квадратом по мере µ. Известно (см., например,
[17]), что семейство стохастических полиномов Эрмита образует ортогональный
базис в (L2). Стохастические полиномы Эрмита определяются равенствами

hα(ω) =
∞∏

i=1

hαi(〈ξi, ω〉), ω ∈ S ′,
где α = (α1, α2, . . . ) — финитный мультииндекс (совокупность всех таких муль-
тииндексов будем обозначать через T ),

hk(x) = (−1)ke
x2

2
dk

dxk
e−

x2

2 , k = 0, 1, 2, . . . ,

ξk(x) =
1

4
√
π
√

(k − 1)!
e−

x2

4 hk−1(x)

— полиномы Эрмита и функции Эрмита. Обозначим через (Sp)ρ, где p ∈ N∪{0},
ρ ∈ [0; 1], подпространство всех случайных величин ϕ ∈ (L2), раскладывающих-
ся в этом пространстве в ряд Фурье

ϕ =
∑

α∈T ϕαhα,
так что для любого p ∈ N ∪ {0}

‖ϕ‖2p,ρ = (ϕ,ϕ)p,ρ :=
∑

α∈T (α!)1+ρ|ϕα|2(2N)2pα <∞.

Пространство (S )ρ :=
∞⋂
p=0

(Sp)ρ, оснащенное топологией проективного предела,

называют пространством пробных случайных величин Кондратьева. Сопря-

женное к нему пространство (S )−ρ :=
∞⋃
p=0

(S−p)−ρ, оснащенное топологией ин-

дуктивного предела, называют пространством обобщенных случайных величин

Кондратьева. Здесь (S−p)−ρ — пространство, сопряженное к (Sp)ρ, элементы
которого можно отождествить с формальными разложениями

� =
∑

α∈T �αhα,
удовлетворяющими условию

‖�‖2−p,−ρ = (�,�)−p,−ρ :=
∑

α∈T (α!)1−ρ|�α|2(2N)−2pα <∞

для некоторого p ∈ N ∪ {0}. При этом для любых � ∈ (S )−ρ и ϕ ∈ (S )ρ
действие � на ϕ выражается равенством

〈ϕ,�〉 =
∑

α∈T α!ϕα�α.
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Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство с нормой ‖ · ‖ =
√

(·, ·)
и {ej}∞j=1 — ортонормированный базис в H. Через (L2)(H) обозначим простран-
ство функций f : S ′ → H, интегрируемых по Бохнеру с квадратом по мере
µ. Семейство {hαej}α∈T , j∈N образует ортогональный базис этого простран-
ства. Обозначим через (S )−ρ(H) пространство всех линейных непрерывных
операторов � : (S )ρ → H, оснащенное топологией равномерной сходимости на
ограниченных подмножествах пространства (S )ρ. Будем называть его элемен-
ты абстрактными (H-значными) обобщенными случайными величинами над

пространством (S )ρ. Действие � ∈ (S )−ρ(H) на ϕ ∈ (S )ρ будем обозначать
через �[ϕ].

Пользуясь тем, что (S )ρ — счетно-гильбертово ядерное пространство, мож-
но доказать (см. [12]), что введенное пространство (S )−ρ(H) совпадает с⋃
p∈N

(S−p)−ρ(H), где (S−p)−ρ(H) — пространство операторов Гильберта — Шмид-

та, действующих из (Sp)ρ в H. Для � ∈ (S )−ρ(H) имеем

�[·] =
∑

j∈N

〈·, �j〉ej =
∑

α∈T ,j∈N

�α,j(hαej) =
∑

α∈T �α(·,hα)(L2),

где 〈·, �j〉 = (�[·], ej) ∈ (S−p)−ρ для некоторого p ∈ N, �α =
∑
j∈N

�α,jej ∈ H. При

этом для нормы в (S−p)−ρ(H) справедливы равенства

‖�‖2−p,−ρ =
∑

α∈T ,j∈N

(α!)1−ρ|�α,j |2(2N)−2pα =
∑

α∈T (α!)1−ρ‖�α‖2(2N)−2pα,

а топология пространства (S )−ρ(H) совпадает с топологией индуктивного пре-
дела, порожденной совокупностью норм ‖ · ‖−p,−ρ, p ∈ N.

H-значный случайный процесс, определенный формальным рядом

W (t) =
∑

j∈N

βj(t)ej ,

где {βj(t)} — последовательность независимых броуновских движений, назы-
вается H-значным цилиндрическим винеровским процессом. Легко убедиться в
том, что W (t) /∈ (L2)(H) для всех t ≥ 0. В то же время имеем E(W (t), x)2 =
t‖x‖2 для любого x ∈ H, т. е. (W (t), x) ∈ (L2).

Построить последовательность независимых броуновских движений на ве-
роятностном пространстве белого шума можно следующим образом. Пусть
n(·, ·) : N× N→ N — биекция, удовлетворяющая условию

n(i, j) ≥ ij, i, j ∈ N. (5)

Положим 1j[a,b] := Jj1[a,b], где Jjf =
∞∑
i=1

(f, ξi)ξn(i,j) для f ∈ L2(R), и введем при

t ≥ 0 гауссовские случайные процессы

βj(t) :=
〈
1j[0,t], ·

〉
=

〈 ∞∑

i=1

t∫

0

ξi(s) dsξn(i,j), ·
〉

=
∞∑

i=1

t∫

0

ξi(s) dshǫn(i,j)
,

где ǫn := (0, 0, . . . , 1
n
, 0, . . . ). Пользуясь тем, что коэффициенты Фурье функции

1j[0,t] определяются через коэффициенты Фурье функции 1[0,t], получаем

Cov(βj(t), βj(s)) = (1[0,t], 1[0,s])L2(R) = min{t, s},
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а значит, βj(t) — броуновские движения. В силу того, что функции 1j1[0;t] и 1j2[0;s]
для любых t, s ≥ 0 ортогональны в L2(R) при j1 6= j2, эти броуновские движения
независимы. В результате получаем разложение

W (t) =
∑

n∈N

Wǫn(t)hǫn , Wǫn(t) =

t∫

0

ξi(n)(s) dsej(n), (6)

где i(n), j(n) ∈ N таковы, что n(i(n), j(n)) = n. При этом W (t) ∈ (S−1)−ρ(H) ⊂
(S )−ρ(H) для любого ρ ∈ [0; 1].

Определим H-значный цилиндрический белый шум равенством, которое
получается формальным дифференцированием равенства (6):

W(t) :=
∑

n∈N

Wǫn(t)hǫn , Wǫn(t) = ξi(n)(t) ej(n) ∈ H. (7)

При каждом t имеем W(t) ∈ (S−1)−ρ(H) ⊂ (S )−ρ(H), ρ ∈ [0; 1] .
Определяя дифференцируемость функций � : R→ (S )−ρ(H) в смысле вве-

денной топологии и пользуясь известными оценками функций Эрмита, можно
доказать, что H-значные винеровский процесс и белый шум бесконечно диффе-
ренцируемы и W ′(t) = W(t).

Будем называть функцию �(·) : R → (S )−ρ(H) интегрируемой на изме-

римом множестве G ⊂ R, если существует такое p ∈ N, что � интегрируе-
ма по Бохнеру на G как функция со значениями в гильбертовом пространстве
(S−p)−ρ(H).

S-преобразование элементов пространства (S )−ρ(H), ρ ∈ [0; 1), определяет-
ся равенством

(S�)(θ) := �[Eθ], θ ∈ S , где Eθ(·) = e〈·,θ〉−
1
2 |θ|

2
0

(функцию Eθ называют ренормализованной экспонентой). Это определение
корректно, так как Eθ ∈ (S )ρ при ρ ∈ [0; 1) для любого θ ∈ S (см., напри-
мер, [17, лемма 2.7.4]). При этом для любого p ∈ N справедлива оценка

|Eθ|p,ρ ≤ 2ρ/2 exp[(1 − ρ) 2ρ−1
1−ρ |θ|

2
1−ρ
p ] (8)

(см., например, [16]). Отметим, что для ренормализованной экспоненты имеет
место следующее разложение в ряд Фурье по стохастическим полиномам Эр-
мита: Eθ =

∑

α∈T Eθ,αhα, Eθ,α =
(θ, ξ)α

α!
:=
∞∏

i=1

(θ, ξi)αi

αi!
.

Заметим, что если � ∈ (L2)(H), то

(S�)(θ) =
∫S ′

�(ω)Eθ(ω) dµ(ω) = E(�Eθ), θ ∈ L2(R).

Поскольку линейная оболочка множества {Eθ, θ ∈ S } всюду плотна в (S )ρ,
ρ ∈ [0; 1) (см., например, [16]), равенство (S�)(θ) = 0 для всех θ ∈ S влечет за
собой � = 0. Таким образом, каждый элемент пространства (S )−ρ(H), где
ρ ∈ [0; 1), однозначно определяется своим S-преобразованием.

Пример. Для S-преобразования H-значного цилиндрического белого шума
имеем

[SW(t)](θ) =
∑

i,j∈N

ξi(t)ej(ξn(i,j), θ)0, ‖[SW(·)](θ)‖2L2(R;H) = |θ|20.

Следующая характеристическая теорема является очевидным обобщением
теоремы 8.2 из [16] на H-значный случай.
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Теорема 1. Пусть � ∈ (S )−ρ(H), ρ ∈ [0; 1). Тогда функция F = S�
удовлетворяет следующим условиям:

(i) для любых θ, η ∈ S функция F (θ + zη) является H-значной целой ана-
литической функцией от z ∈ C;

(ii) ∃K > 0, a > 0, p ∈ N ∀θ ∈ S : ‖F (θ)‖ ≤ K exp
[
a|θ|

2
1−ρ
p

]
.

Обратно, если функция F : S → H удовлетворяет условиям (i) и (ii), то
существует единственная � ∈ (S )−ρ(H), для которой F = S�. При этом для

любого q такого, что e2
(

2a
1−ρ
)1−ρ ∞∑

i=1

(2i)−2(q−p) < 1, верно неравенство

‖�‖−q,−ρ ≤ K
(

1− e2
(

2a
1− ρ

)1−ρ ∞∑

i=1

(2i)−2(q−p)
)−1/2

.

Пусть � ∈ (S )−ρ(H), � ∈ (S )−ρ(L2(H;H)), где H — еще одно сепарабель-
ное гильбертово пространство, а L2(H;H) — пространство операторов Гиль-
берта — Шмидта из H в H . Поскольку L2(H;H) сепарабельно, пространство
обобщенных случайных величин (S )−ρ(L2(H;H)) определено корректно. По
определению S-преобразования имеем S�(θ) ∈ L2(H;H) и S�(θ) ∈ H для любо-
го θ ∈ S . С помощью теоремы 1 нетрудно доказать, что S�(θ)S�(θ) является
S-преобразованием некоторой обобщенной случайной величины � ∈ (S )−ρ(H).
Будем называть � произведением Уика � и � и обозначать через � ⋄ �. Та-
ким образом, для любых � ∈ (S )−ρ(H) и � ∈ (S )−ρ(L2(H;H)) имеет место
равенство

S(� ⋄ �) = S�S�.

Можно показать, что если � =
∑
α∈T �αhα, где �α ∈ L2(H;H), и � =

∑
α∈T �αhα,

где �α ∈ H, то справедливо равенство

� ⋄ � =
∑

γ∈T ( ∑

α+β=γ

�α�β
)
hγ .

Отсюда вытекает следующее важное утверждение.

Предложение 1. Если один из множителей � ∈ (S )−ρ(L2(H;H)) или
� ∈ (S )−ρ(H) детерминированный, то � ⋄ � = ��.

§ 2. Постановка задачи

Для рассмотрения дифференциально-операторных уравнений в простран-
ствах обобщенных гильбертово-значных случайных величин определим для лю-
бого оператора A ∈ L (H1, H2), где H1 и H2 — сепарабельные гильбертовы про-
странства, действие этого оператора на � =

∑
α∈T �αhα ∈ (S )−ρ(H1) следующим

образом:
A� :=

∑

α∈T A�αhα. (9)

При таком определении A оказывается определенным на всем пространстве
(S )−ρ(H1) и ограниченным как оператор, действующий из
(S−p)−ρ(H1) в (S−p)−ρ(H2), для любого p ∈ N ∪ {0}.

Если A — линейный, вообще говоря, неограниченный замкнутый оператор
в H с областью определения domA ⊂ H , то через (domA) обозначим совокуп-
ность всех � =

∑
α∈T �αhα ∈ (S )−ρ(H) таких, что �α ∈ domA для всех α ∈ T и
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для некоторого q ∈ N ∪ {0} выполнено условие
∑

α∈T (α!)1−ρ‖A�α‖2(2N)−2qα <∞. (10)

Для � ∈ (domA) определим A� равенством (9).
Для того чтобы слагаемое B

(
X(t)

)
⋄W(t) в уравнении (3) было коррект-

но определено для максимально широкого класса операторов B(·), в частно-
сти для B(·), значения которых являются неограниченными операторами из H
в H , потребуем, чтобы B(·) ∈ L (H ;L2(HQ;H)), где HQ — вспомогательное
пространство HQ := Q

1
2 (H), оснащенное скалярным произведением (u, v)HQ =

(Q−
1
2 u,Q−

1
2 v)H, где Q — положительный ядерный оператор, действующий в H

и определенный равенством

Q =
∞∑

j=1

σ2
j (ej ⊗ ej),

∞∑

j=1

σ2
j <∞. (11)

В результате условие на B(·) ослаблено по сравнению с условием (2) в силу
вложений L2(H;H) ⊆ L (H;H) ⊆ L2(HQ;H).
При этом B(X(t)) ∈ (S )−ρ(L2(HQ;H)) для X(t) ∈ (S )−ρ(H) и, чтобы про-
изведение Уика B(X(t)) ⋄ W(t) было определено, необходимо, чтобы W(t) ∈
(S )−ρ(HQ). Таким образом, ослабление условий на B(·) с помощью оператора
Q приводит к требованию, чтобы значения белого шума принадлежали более
узкому пространству (S )−ρ(HQ) ⊆ (S )−ρ(H). Для того чтобы это требова-
ние выполнялось, пространство L2(HQ;H) не должно быть слишком широким.
Следующее предложение дает ограничение на скорость стремления к нулю соб-
ственных значений оператора Q, при котором для любого случайного процесса
�(t) ∈ (S )−ρ(L2(HQ;H)) произведение Уика �(t) ⋄W(t) определено для всех t
и принадлежит пространству (S )−ρ(H).

Предложение 2. Если для некоторого p∗ ∈ N выполнено условие
∞∑

j=1

σ−2
j j−2p∗ <∞, (12)

то W(t) ∈ (S )−ρ(HQ) для всех t ∈ R, ρ ∈ [0; 1).

Доказательство. Для коэффициентов разложения (7), пользуясь извест-
ной оценкой функций Эрмита |ξi(t)| = O(i−1/4) и условием (5), получаем

‖Wǫn(i,j)
‖2HQ

(2N)−2p∗ǫn(i,j) = |ξi(t)|2σ−2
j (2n(i, j))−2p∗

≤ |ξi(t)|2
σ2
j (2ij)

2p∗
= O

(
σ−2
j i−2p∗− 1

2 j−2p∗
)
. �

Вышеизложенное позволяет ввести следующее понятие.

Определение 1. Будем называть обобщенный случайный процесс �(t) ∈
(S )−ρ(L2(HQ;H)) интегрируемым по Хицуда — Скороходу по H-значному ци-
линдрическому белому шуму W(t) на [0;T ], если �(t) ⋄W(t) интегрируема на

[0;T ] как (S )−ρ(H)-значная функция. Интеграл
T∫
0

�(t)⋄W(t) dt будем называть

интегралом Хицуды — Скорохода от �(t).

Определенный таким образом интеграл является обобщением интеграла
Ито по цилиндрическому винеровскому процессу, а именно, справедлива
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Теорема 2 [6]. Для любого предсказуемого L2(H;H)-значного процесса

такого, что E

[
T∫
0

‖�(t)‖2L2(H;H) dt

]
<∞, верно равенство

T∫

0

�(t) dW (t) =

T∫

0

�(t) ⋄W(t) dt.

Пользуясь этой теоремой, заменим в интегральном уравнении Ито

X(t) = ζ +

t∫

0

AX(s) ds+

t∫

0

B(X(s)) dW (s),

соответствующем дифференциальному уравнению (1), интеграл Ито интегра-
лом Хицуды — Скорохода. Дифференцируя по t, получаем задачу Коши (3) в
пространстве (S )−0(H):

dX(t)
dt

= AX(t) +B(X(t)) ⋄W(t), X(0) = ζ.

Будем предполагать, что операторыA и B удовлетворяют следующим усло-
виям:

(I) A — генератор полугруппы {U(t), t ≥ 0} класса C0 в H ;
(II) B(·) ∈ L (H,L2(HQ, H)), где Q — некоторый положительный ядерный

оператор вида (11), удовлетворяющий условию (12).
Решением задачи (3) будем называть функцию X : [0;∞) → (S )−ρ(H),

дифференцируемую в смысле топологии пространства (S )−ρ(H), принимаю-
щую значения из (domA) и удовлетворяющую (3) при всех t ∈ [0;∞).

§ 3. Основной результат

Теорема 3. Если выполнены условия (I), (II), то задача Коши (3) име-
ет единственное решение X : [0;∞) → (S )−0(H) для любого ζ ∈ (domA) ⊆
(S )−0(H).

Предпошлем доказательству теоремы несколько вспомогательных утвер-
ждений. В их доказательствах будем использовать следующие оценки коэффи-
циентов Фурье по функциям Эрмита элементов θ ∈ S :

∀p ∈ N |(θ, ξi)| ≤
|θ|p
(2i)p

. (13)

Они вытекают из того, что для любого p ∈ N имеем
∑
i
(θ, ξi)2(2i)2p <∞.

Лемма 1. Для всех ρ ∈ [0; 1), p > 1, v ∈ R+

Aρ,p(v) :=
∑

α∈T v|α|

(α!)1−ρ
(2N)−(pα) <∞. (14)

Доказательство. Пусть Indexα = min{i ∈ N | αi 6= 0}. Запишем ряд (14)

в виде
∞∑
k=1

ak, где

ak =
∑

Indexα=k

vα1+···+αk

(α!)1−ρ
(2N)−(pα) =

∑

0≤α1<∞,
...,

0≤αk−1<∞,
1≤αk<∞

k∏

i=1

vαi

(αi!)1−ρ
(2i)−pαi .
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Имеем

ak =

[
k−1∏

i=1

∞∑

αi=0

(v/(2i)p)αi

(αi!)1−ρ

] ∞∑

αk=1

(v/(2k)p)αk

(αk!)1−ρ

=

[
k−1∏

i=1

ψ

(
v

(2i)p

)](
ψ

(
v

(2k)p

)
− ψ(0)

)
,

где ψ(z) — целая аналитическая функция, определенная рядом

ψ(z) :=
∞∑

k=0

zk

(k!)1−ρ
.

Используя асимптотическую оценку ψ(z) = 1+z+ z2

21−ρ +o(z2), z → 0, получаем

k

(
ak
ak+1

− 1

)
= k

( v
2p

(
1
kp − 1

(k+1)p

)
+O

(
1
k2p

)

v
(2(k+1))p +O

(
1
k2p

)
)

= k

(((k+1
k

)p − 1
)

+O
(

1
kp

)

1 +O
(

1
kp

)
)

= k

( p
k + o

(
1
k

)

1 + o(1)

)
→
k→∞

p > 1.

В силу признака Раабе отсюда следует сходимость ряда. �

Лемма 2. Если ζ ∈ (domA) ⊂ (S )−ρ(H), то ζ̂(θ) := Sζ(θ) ∈ domA ⊂ H
для любого θ ∈ S .

Доказательство. Пусть ζ =
∑
α∈T ζαhα ∈ (domA), т. е. ζα ∈ domA для

всех α ∈ T и оценка (10) выполнена для некоторого q. Имеем

ζ̂ = ζ[Eθ] =
∑

α∈T α!ζαEθ,α =
∑

α∈T ζα(θ, ξ)α.

Рассмотрим конечные суммы

ζ̂(n,k) =
∑

Indexα≤n,
|α|≤k

ζα(θ, ξ)α,

которые принадлежат domA при всех n и k. Пусть p > q, тогда, используя
оценку (13), неравенство Гёльдера и равенство (14) леммы 1, получаем

‖Aζ̂(n,k)(θ) −Aζ̂(n,l)(θ)‖ =
∥∥∥

∑

Indexα≤n,
k<|α|≤l

Aζα(θ, ξ)α
∥∥∥ ≤

∑

Indexα≤n,
k<|α|≤l

‖Aζα‖|(θ, ξ)α|

≤
∑

Indexα≤n,
k<|α|≤l

‖Aζα‖
∏

i

|θ|αi
p

(2i)pαi
=

∑

Indexα≤n,
k<|α|≤l

‖Aζα‖(2N)−pα|θ||α|p

=
∑

Indexα≤n,
k<|α|≤l

(α!)
1−ρ
2 ‖Aζα‖(2N)−qα

|θ||α|p (2N)−(p−q)α

(α!)
1−ρ
2

≤
( ∑

Indexα≤n,
k<|α|≤l

(α!)1−ρ‖Aζα‖2(2N)−2qα
) 1

2 · Aρ,2(p−q)
(
|θ|2p
)
.
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Из этой оценки и неравенства (10) вытекает фундаментальность последо-
вательности {Aζ̂(n,k)(θ)}∞k=1 в пространстве H для любого n. Стало быть, в H
существует ее предел, а в силу замкнутости оператора A

ζ̂(n)(θ) = lim
k→∞

ζ̂(n,k)(θ) ∈ domA, Aζ̂(n)(θ) = lim
k→∞

Aζ̂(n,k)(θ).

Аналогично имеем

‖Aζ̂(n)(θ) −Aζ̂(n)(θ)‖ ≤
( ∑

n<Indexα≤m
(α!)1−ρ‖Aζα‖2(2N)−2qα

) 1
2 ·Aρ,2(p−q)

(
|θ|2p
)
,

откуда следует, что в H существует lim
n→∞

Aζ̂(n)(θ),

ζ̂(θ) = lim
n→∞

ζ̂(n)(θ) ∈ domA, Aζ̂(θ) = lim
n→∞

Aζ̂(n)(θ). �

Применим к задаче (3) S-преобразование. Преобразованная задача имеет
вид

dX̂(t, θ)
dt

= AX̂(t, θ) +B(X̂(t, θ))Ŵ(t, θ), X(0) = ζ̂, θ ∈ S , (15)

где X̂(t, θ) = S[X(t)](θ), Ŵ(t, θ) = S[W(t)](θ), ζ̂ = S[ζ](θ). При этом в силу
леммы 2 ζ̂ ∈ domA.

Лемма 3. Пусть ядерный оператор Q, определенный равенством (11), та-
ков, что для некоторого p∗ ∈ N выполнено условие (12). Тогда для любого
p ≥ p∗ найдутся такие Kp, Cp > 0, что выполнены неравенства

‖Ŵ(·, θ)‖L2(R;HQ) ≤ Kp|θ|p, (16)

‖Ŵ′(·, θ)‖L2(R;HQ) ≤ Cp|θ|p+1. (17)

Доказательство. Если условие (12) выполнено для некоторого p∗, оно
выполнено и для всех p > p∗. Пользуясь тем, что элементы вида σjξiej, i, j ∈
N, образуют ортонормированный базис пространства L2(R; HQ), и применяя
оценки (5) и (13), получим

‖Ŵ(·, θ)‖2L2(R;HQ) =

∥∥∥∥∥

∞∑

i,j=1

(ξn(i,j), θ)ξiej

∥∥∥∥∥

2

L2(R;HQ)

=

∥∥∥∥∥

∞∑

i,j=1

(ξn(i,j), θ)

σj
σjξiej

∥∥∥∥∥

2

L2(R;HQ)

=
∞∑

i,j=1

|(ξn(i,j), θ)|2
σ2
j

≤
∞∑

i,j=1

|θ|2p
σ2
j (2n(i, j))2p

≤
∞∑

i,j=1

1
σ2
j i

2pj2p
|θ|2p =: Kp|θ|2p.

Для доказательства оценки (17) воспользуемся известным свойством функций
Эрмита:

ξ′i(t) =

√
i

2
ξi−1(t) +

√
i+ 1

2
ξi+1(t), i ∈ N,
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где ξ0(t) ≡ 0. Получим

‖Ŵ′(·, θ)‖L2(R;HQ) =
∞∑

i,j=1

|
√
i+ 1(ξn(i,j), θ) +

√
i(ξn(i−1,j), θ)|2

2σ2
j

≤
∞∑

i,j=1

1
2σ2

j

( √
i+ 1

(2ij)p+1
+

√
i

(2(i− 1)j)p+1

)2

|θ|2p+1 =:
∞∑

i,j=1

cij |θ|2p+1 =: Cp|θ|p+1,

поскольку cij = O
(

1
σ2
j i

2p+1j2p+2

)
. �

Введем последовательность операторов {Tk(t, θ)}∞k=0, t ≥ 0, θ ∈ S , положив

T0(t, θ) = U(t),

Tk(t, θ)x =

t∫

0

U(t− s)B(Tk−1(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds, x ∈ H, k = 1, 2, . . . .

Лемма 4. Пусть x ∈ domA. Тогда для любого k ∈ N функция Tk(t, θ)x ∈
domA дифференцируема, при этом

T ′k(t, θ)x = ATk(t, θ)x +B(Tk−1(t, θ)x)Ŵ(t, θ) (18)

(при k = −1 полагаем Tk(t, θ)x ≡ 0).

Доказательство. Проведем индукцию по k. При k = 0 утверждение
верно в силу свойств полугрупп класса C0:

T0(t, θ)x = U(t)x ∈ domA,
d

dt
T0(t, θ)x =

d

dt
U(t)x = AU(t)x = AT0(t, θ)x.

Предположим, что утверждение справедливо для некоторого k. Пусть x ∈
domA. Без ограничения общности можем считать, что 0 ∈ ρ(A). Тогда

Tk+1(t, θ)x =

t∫

0

U(t− s)AA−1B(Tk(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds

=

t∫

0

AU(t− s)A−1B(Tk(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds =

t∫

0

U ′(t− s)A−1B(Tk(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds

−
t∫

0

d

ds
U(t− s)A−1B(Tk(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds.

Интегрируя по частям, получаем

Tk+1(t, θ)x = −A−1B(Tk(t, θ)x)Ŵ(t, θ) + U(t)A−1B(Tk(0, θ)x)Ŵ(0, θ)

+

t∫

0

U(t− s)A−1B(T ′k(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds

+

t∫

0

U(t− s)A−1B(Tk(s, θ)x)Ŵ′(s, θ) ds. (19)
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Слагаемые полученной суммы дифференцируемы, при этом

T ′k+1(t, θ)x = −A−1B(T ′k(t, θ)x)Ŵ(t, θ)−A−1B(Tk(t, θ)x)Ŵ′(t, θ)

+ U(t)B(Tk(0, θ)x)Ŵ(0, θ) +A−1B(T ′k(t, θ)x)Ŵ(t, θ)

+

t∫

0

AU(t− s)A−1B(T ′k(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds+A−1B(Tk(t, θ)x)Ŵ
′(t, θ)

+

t∫

0

AU(t− s)A−1B(Tk(s, θ)x)Ŵ′(s, θ) ds

= U(t)B(Tk(0, θ)x)Ŵ(0, θ) +

t∫

0

U(t− s)B(T ′k(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds

+

t∫

0

U(t− s)B(Tk(s, θ)x)Ŵ′(s, θ) ds. (20)

С другой стороны, правая часть равенства (19) принадлежит domA. Применяя
к обеим его частям оператор A, получим

ATk+1(t, θ)x = −B(Tk(t, θ)x)Ŵ(t, θ) + U(t)B(Tk(0, θ)x)Ŵ(0, θ)

+

t∫

0

U(t− s)B(T ′k(s, θ)x)Ŵ(s, θ) ds+

t∫

0

U(t− s)B(Tk(s, θ)x)Ŵ′(s, θ) ds,

откуда следует

T ′k+1(t, θ)x = ATk+1(t, θ)x+B(Tk(t, θ)x)Ŵ(t, θ). �

Как известно, полугруппы класса C0 обладают свойством экспоненциаль-
ной ограниченности. Пусть M > 0 и a ∈ R таковы, что для операторов полу-
группы {U(t) | t ≥ 0}, порожденной оператором A, выполнена оценка

‖U(t)‖ ≤Meat, t ≥ 0. (21)

Лемма 5. Пусть p∗ ∈ N ∪ {0} такое, что ядерный оператор Q, определен-
ный равенством (11), удовлетворяет условию (12). Тогда для любого p ≥ p∗
справедлива оценка

‖Tk(t, θ)‖L (H) ≤Mk+1Kk
p‖B‖keat|θ|kp

√
tk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . , (22)

где Kp > 0 — константа из оценки (16) леммы 3, M > 0 и a ∈ R — константы
из оценки (21), ‖B‖ = ‖B‖L (H,L2(HQ;H)).

Доказательство. При k = 0 оценка (22) верна в силу (21). Предполо-
жим, что (22) верно для некоторого k. Тогда для любого x ∈ H имеем

‖Tk+1(t, θ)x‖ =

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

U(t− s)B(Tk(t, θ)x)Ŵ(s, θ) ds

∥∥∥∥∥∥
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≤
t∫

0

‖U(t− s)B(Tk(t, θ)x)Ŵ(s, θ)‖ ds

≤M‖B‖
t∫

0

ea(t−s)‖Tk(s, θ)x‖‖Ŵ(s, θ)‖HQ ds

≤Mk+2Kk
p‖B‖k+1eat|θ|kp‖x‖

t∫

0

√
sk

k!
‖Ŵ(s, θ)‖HQ ds

≤Mk+2Kk
p ‖B‖k+1eat|θ|kp‖x‖




t∫

0

sk

k!
ds




1/2

‖Ŵ(s, θ)‖L2(R;HQ).

Интегрируя и используя оценку (16), получаем

‖Tk+1(t, θ)x‖ ≤Mk+2Kk
p‖B‖k+1eat|θ|k+1

p

√
tk+1

(k + 1)!
|θ|k+1
p ‖x‖. �

Лемма 6. Пусть p∗ ∈ N ∪ {0} такое, что ядерный оператор Q, определен-
ный равенством (11), удовлетворяет условию (12). Тогда для любых p ≥ p∗
x ∈ domA и θ ∈ S справедливы следующие оценки:

‖T ′0(t, θ)x‖ ≤Meat‖Ax‖, (23)

‖T ′k(t, θ)x‖ ≤Mk‖B‖keat ·
[
‖Ŵ(0, θ)‖HQ(Kp|θ|p)k−1

√
tk−1

(k − 1)!
‖x‖

+M((Kp|θ|p)k‖Ax‖ + k(Kp|θ|p)k−1Cp|θ|p+1‖x‖)
√
tk

k!

]
, k = 1, 2, 3, . . . , (24)

где Kp > 0 и Cp — константы из оценок (16) и (17) леммы 3, M > 0 и a ∈ R —
константы из оценки (21).

Доказательство. Пользуясь известными свойствами полугрупп класса
C0, для любого x ∈ domA имеем

T ′0(t, θ)x = U ′(t)x = AU(t)x = U(t)Ax,

откуда в силу экспоненциальной ограниченности полугруппы следует (23). Да-
лее, применяя равенство (20), для x ∈ domA получаем

‖T ′1(t, θ)x‖ ≤ ‖U(t)B(x)Ŵ(0, θ)‖
t∫

0

‖U(t− s)[B(T ′0(s, θ)x)Ŵ(s, θ) +B(T0(s, θ)x)Ŵ′(s, θ)]‖ ds

≤Meat‖B‖‖x‖‖Ŵ(0, θ)‖HQ +Meat
t∫

0

e−as‖B‖[‖T ′0(s, θ)x‖‖Ŵ(s, θ)‖HQ

+ ‖T0(s, θ)x‖‖Ŵ′(s, θ)‖HQ ] ds ≤Meat‖B‖‖x‖‖Ŵ(0, θ)‖HQ
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+Meat
t∫

0

e−as‖B‖[Meas‖Ax‖‖Ŵ(s, θ)‖HQ +Meas‖x‖‖Ŵ′(s, θ)‖HQ ] ds

≤Meat‖B‖‖x‖‖Ŵ(0, θ)‖HQ +M2eat‖B‖


‖Ax‖

t∫

0

‖Ŵ(s, θ)‖HQ ds

+ ‖x‖
t∫

0

‖Ŵ′(s, θ)‖HQ ds


.

Оценивая интегралы с помощью неравенства Гёльдера и оценок (16) и (17) лем-
мы 3, находим

‖T ′1(t, θ)x‖ ≤Meat‖B‖‖x‖‖Ŵ(0, θ)‖HQ +M2eat‖B‖
√
t(Kp|θ|p‖Ax‖+Cp|θ|p+1‖x‖),

т. е. (24) верно при k = 1. Далее (24) доказывается индукцией по k с помощью
оценок, аналогичных сделанным выше. �

Доказательство теоремы 3. Рассмотрим ряд

T (t, θ) =
∞∑

k=0

Tk(t, θ).

Из оценки (22) леммы 5 следует его сходимость в L (H). Таким образом,
T (t, θ) ∈ L (H). Докажем, что T (t, θ)ζ̂ является решением задачи (15) для
любых ζ̂ ∈ domA, θ ∈ S .

Из леммы 4 вытекает дифференцируемость членов ряда, определяющего

T (t, θ)ζ̂. При этом оценка (24) леммы 6 влечет сходимость ряда
∞∑
k=0

T ′k(t, θ)ζ̂ для

любого ζ̂ ∈ domA. Таким образом, при ζ̂ ∈ domA функция T (t, θ)ζ̂ дифферен-

цируема и T ′(t, θ)ζ̂ =
∞∑
k=0

T ′k(t, θ)ζ̂ . Суммируя равенства (18) по k = 0, 1, 2, . . . и

пользуясь ограниченностью оператораB и замкнутостью оператораA, получим

T ′(t, θ)ζ̂ = AT (t, θ)ζ̂ +B(T (t, θ)ζ̂)Ŵ(t, θ).

При этом T (0, θ)ζ̂ = U(0)ζ̂ = ζ̂.
Докажем единственность решения задачи (15). Если X̂(·, θ) — некоторое ее

решение для некоторого θ ∈ S , то оно является решением уравнения

X̂(t, θ) = U(t)ζ̂(θ) +

t∫

0

U(t− s)B(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) ds, t ≥ 0.

Таким образом, достаточно доказать, что уравнение

X̂(t, θ)−
t∫

0

U(t− s)B(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) ds = 0, t ≥ 0, (25)

имеет только тривиальное решение X̂(·, θ) ≡ 0 на [0;∞) для любого θ ∈ S .
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В силу оценок (5) и (13) и известной оценки функций Эрмита: sup
t∈R

ξi(t) =

O(i−1/12), имеем

sup
t∈R

∣∣∣∣
(ξn(i,j), θ)

σj
ξi(t)

∣∣∣∣ = O

(
1

σjip+
1
12 jp

)
для всех p ∈ N.

Отсюда следует, что

‖Ŵ(t, θ)‖2HQ
=
∑

j∈N

(∑

i∈N

(ξn(i,j), θ)

σj
ξi(t)

)2

ограничена на R, стало быть, существует константа K > 0 такая, что
∥∥∥∥∥∥

t∫

0

U(t− s)B(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) ds

∥∥∥∥∥∥
H

≤
t∫

0

Mea(t−s)‖B‖‖X̂(s, θ)‖H‖Ŵ(s, θ)‖H ds

≤ K
t∫

0

‖X̂(s, θ)‖H ds ≤ Kt sup
t∈[0;T ]

‖X̂(t, θ)‖H , 0 ≤ t ≤ T.

С помощью этой оценки, используя технику уравнений Вольтерра, нетрудно
доказать, что некоторая степень интегрального оператора

t∫

0

U(t− s)B(·)Ŵ(s, θ) ds

является сжатием в пространстве непрерывных H-значных функций на [0;T ]
с нормой ‖X‖ = sup

t∈[0;T ]

‖X(t)‖H . Это влечет за собой единственность решения

уравнения (25).
B силу того, что ζ ∈ (S−q∗)−0(H) для некоторого q∗ ∈ N и (S−q∗)−0(H) ⊂

(S−p)−0(H) при p > q∗, пользуясь оценкой (8), получаем

‖ζ̂(θ)‖ = ‖(Sζ)(θ)‖ = ‖ζ[Eθ]‖ ≤ ‖ζ‖−p,−0‖Eθ‖p,0 ≤ ‖ζ‖−p,−0 exp
(
|θ|2p
)
,

θ ∈ S , p ≥ q∗. Если p∗ ∈ N ∪ {0} такое, что верна оценка (12), для любого
p ≥ p∗, применяя оценку (22), имеем

‖T (t, θ)‖ ≤
∞∑

k=0

‖Tk(t, θ)‖ ≤Meat
∞∑

k=0

MkKk
p‖B‖k|θ|kp

√
tk

k!

≤Meat

( ∞∑

k=0

(2M2K2
p‖B‖2|θ|2pt)k
k!

) 1
2
( ∞∑

k=0

(
1
2

)k) 1
2

≤M
√

2e(a+M
2K2

p‖B‖2|θ|2p)t.

Таким образом, для любых t ≥ 0 и p ≥ max{p∗; q∗} справедлива следующая
оценка:

‖T (t, θ)ζ̂(θ)‖ ≤M
√

2 eat exp
(
(M2‖B‖2t+ 1)|θ|2p

)
‖ζ‖−p,−0, θ ∈ S .

По теореме 1 из этой оценки следует, что T (t, θ)ζ̂(θ) является S-преобразованием
некоторой функции X : [0;∞)→ (S )−0(H). Поскольку T (t, θ)ζ̂(θ) = S[X(t)](θ)
является единственным решением задачи (15), X(t) — единственное решение
задачи (3). �
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§ 4. Пример

Рассмотрим следующую начально-краевую задачу для дифференциального
уравнения в частных производных:

∂X(t, x)
∂t

= −∂X(t, x)
∂x

−m(x)X(t, x), t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 1, (26)

X(0, x) = φ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (27)

X(t, 0) = 0, t ≥ 0. (28)

Уравнение (26) возникает, например, в популяционной динамике как матема-
тическая модель популяции, структурированной по возрасту (уравнение Мак-
Кендрика — фон Ферстера). Задачу (26)–(28) можно рассмотреть как задачу
Коши для дифференциально-операторного уравнения вида

X ′(t) = AX(t), t ≥ 0, X(0) = φ,

в гильбертовом пространстве H = L2[0; 1] где A = − d
dx −m(x) с domA = {X ∈

H | X ∈ H1[0; 1], X(0) = 0}. Еслиm(x) ограничена на [0; 1], то оператор умноже-
ния на m(x) ограниченный вH . Дифференциальный оператор− d

dx — генератор
полугруппы сдвига U(t)X(x) = X(x − t), которая является полугруппой клас-
са C0. Методами теории возмущений полугрупп доказывается, что A является
генератором полугруппы класса C0 в H .

Пусть H = H , B(·) — оператор, ставящий в соответствие каждой функции
X ∈ H оператор умножения на эту функцию B(X) : H→ H :

[B(X)v](x) = X(x)v(x).

Этот оператор удовлетворяет условию (II). Действительно, рассмотрим в H ор-
тонормированный базис {ej}∞j=1, где ej(x) =

√
2 sinπjx. Пусть Q — ядерный

оператор, определенный равенством (11). Функции σjej(x) образуют ортонор-
мированный базис в HQ. При этом

‖B(X)‖2L2(HQ;H) =
∞∑

j=1

‖B(X)σjej‖2H

= 2
∞∑

j=1

σ2
j

1∫

0

|X(x) sinπjx|2 dx ≤ 2

( ∞∑

j=1

σ2
j

)
‖X‖2H,

т. е. B(·) ∈ L (H ;L2(HQ;H)). Таким образом, задача Коши (3), где W(t) —
H-значный цилиндрический белый шум, определенный равенством (7), для дан-
ных операторов A и B имеет единственное решение в пространстве (S )−0(H).
В силу предложения 1 правую часть уравнения задачи (3) можно записать в
виде

AX(t) +B
(
X(t)

)
⋄W(t) = −∂X(t)

∂x
−B(X(t)) ⋄ (m+ W(t)).

Таким образом, слагаемое B(X(t)) ⋄ W(t) является возмущением с помощью
белого шума оператора умножения на функцию m.
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